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I. 

EaustiBohe  Linien  in  kinematischer  Beliandlung. 

Von 

Dr.  OscAK  Kessler, 

Lehrer  an  der  kOnigL  6«verbetchal6  su  QOrlitz. 
Hierzu  Taf.l,  Fig.  1  —  8. 


Die  ^Eigenschaften  der  kaustischen  Linien  sind  bisher  fast  ausschliess- 
lich mit  den  Hilfsmitteln  der  analytischen  Geometrie  untersucht  worden. 
Die  in  ziemlich  complicirten  Formen  auftretenden  Gleichungen,  welche 
hierbei  als  Grundlagen  für  die  weiteren  Entwickelungen  dienen,  lassen 
sich  in  den  meisten  Fällen  nur  sehr  umständlich  behandeln;  eine  der 
einfachsten^inien  dieser  Art,  die  Katakaustik  des  Kreises,  ist  eine  Gurve 
sechsten  Cnrades.  Mannichfaltige  Rechnungsoperationen  sind  allein  zur 
Bestimmuixg  der  ausgezeichneten  Punkte  erforderlich;  es  ist  deshalb  sehr 
schwer,  au^em  bisher  betretenen  Wege  eine  klare  Vorstellung  über  die 
Gestalten  o^  Brennlinien  zu  gewinnen. 

In  den  folgenden  Mittheilungen  sind  die  Principien  der  kine- 
matischen Geometrie  zur  Untersuchung  der  kaustischen  Linien  be- 
natzt worden,  und  zwar  sollen  hier  zunächst  nur  die  durch  Reflexion 
entstandenen  behandelt  werden.  Durch  die  gewählte  Methode  gelingt  es, 
die  verschiedenen  Gestalten  dieser  Gurven,  ohne  Benutzung  der  Gleich- 
ung derselben,  vollkommen  übersichtlich  darzustellen. 

Die  Grundzüge  der  kinematischen  Geometrie,  d.  h.  derjenigen  Dis- 
ciplin,  welche  sich  mit  der  Erzeugung  geometrischer  Gebilde  durch  Be- 
wegung starrer  Systeme  beschäftigt,  sind  in  neuerer  Zeit  von  Aronhold* 
systematisch  zusammengestellt  und  begründet  worden.  Die  bei  den  fol- 
genden Untersuchungen  benutzten  Sätze  sind  auch,  aus  verschiedenen 
Quellen  abgeleitet,  in  vielen  anderen  Werken  enthalten,  von  welchen 
Schell,  Theorie  der  Bewegung,  und  Resal,  Traiti  de  cinemaiique  pure, 
genannt  werden  mögen.     Des  Zusammenhangs  wegen  sollen  die  Haupt- 


*  Aronhold,  Grundzüge  der  kinematischen  Geometrie.    Verhandlungen  des 
Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preuesen     1872. 
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Sätze  der  kinematischen  Geometrie  hier  knrz  vorangestellt  werden;  die- 
selben entsprechen  den  ausführlichen  Sätzen  in  der  erwähnten  Abhand- 
lung von  Aronhold  und  enthalten  nur  das  zum  Verständniss  der  fol- 
genden Untersuchungen  Nothwendige. 

1)  In  einem  starren  ebenen  System,  welches  sich  in  seiner 
eigenen  Ebene  beliebig  bewegt,  giebt  es  in  jedem  Augen- 
blicke einen  und  nur  einen,  aber  beständig  wechselnden 
Punkte,  um  welchen  das  System  ohne  Gleitung  rotirt;  dieser 
Punkt  ^  heisst  der  momentane  Pol  der  Ebene. 

2)  Während  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  beschreibt 
jeder  Punkt  P  desselben  auf  der  festen  Ebene  eine  Bahn, 
welche  die  Roulette  dieses  Punktes  genannt  werden  soll.  P 
heisst  der  beschreibende  Punkt.  Alle  Normalen  der  in  der  festen  Ebene 
beschriebenen  Curvenelemente  schneiden  sich  in  jedem  Augenblicke  in 
einem  Punkte,  nämlich  im  momentanen  Pol  des  Systems. 

Der  Pol  ändert  seine  Lage  fortwährend ,  sowohl  in  der  beweglichen, 
als  in  der  festen  Ebene ,  und  beschreibt  infolge  dessen  in  beiden  Ebenen 
Curven,  welche  die  Polbahnen  genannt  werden. 

3)  Bei  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  rollt  die  Polbahn 
der  beweglichen  Ebene  auf  der  Polbahn  der  festen  Ebene, 
ohne  zu  gleiten. 

Es  seien  P  und  Q  die  augenblicklichen  Lagen  zweier  Punkte  de6 
beweglichen  Systems,  femer  m  und  n  die  Krümmungsmittelpunkte  der 
augenblicklich  von  jP  und  iß  beschriebenen  Bogen elemente  beider  Rou- 
letten, so  schneiden  sich  nach  2)  Pm  und  Qn  \m  momentanen  Pol  $. 
Es  seien  a  und  ß  die  beiden  Winkel,  welchen  die  Linien  ^P  und  ^Q 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Polbahnen  im  Punkte  $  bilden. 
Bezeichnet  man  noch  die  Strecken  ^P  und  ^Qy  also  die  Entfernungen 
der  beschreibenden  Punkte  vom  Pole,  mit  r  und  *,  ferner  die  entspre« 
chenden  Entfernungen  der  Erümmungsmittelpunkte  vom  Pole,  ^m  und 
$n,  mit  r^  und  5^,  so  hat  man  zwischen  diesen  Grössen  folgende  fun- 
damentale Relation: 

Hierbei  sind  r  und  r^,  ebenso  s  und  s^  algebraisch  zu  nehmen,  und  zwar 
haben  r  und  r^  dasselbe  Vorzeichen,  wenn  ^  zwischen  P  und  m  liegt, 
dagegen  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wenn  der  Erümmungsmittelpunkt 
m  und  P  nach  derselben  Richtung  von  Sp  aus  liegen.  . 

Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  der  Savary'sche  Satz*: 


5)  l  —  +  —  lsi«a  ==  —  +  —  , 


*  Man  vergl.  die  Abhandlung  von  Hennig,  GrelleU  Joumal^Bd.  66. 
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Von  Dr.  0.  KssstsR. 

worin  ^  and  ^^  die  zum  Pole  $  gehörigen  Krümmungsradien  der  beweg- 
lichen resp.  festen  Polbahn  bedeuten« 

Bezeichnet  man  irgend  einen  beschreibenden  Punkt  P  der  beweg- 
lichen Ebene  und  den  Krümmungsmiitelpnnkt  m  des  augenblicklich  be- 
schriebenen Bogenelements  zusammen  als  Punktepaar,  so  gilt  folgen- 
der Satz: 

6)  Die  sämmtlichen  zu  einander  gehörigen  Punktepaare 
auf  irgend  zwei  Geraden  3){  und  91,  welche  sich  im  augen- 
blicklichen Pole  $  schneiden,  gehören  einem  coUinearen 
System  von  Punktenan,  dessen  Collineationsaxe  durcl)  den 
Punkt  $  geht.  Fällt  die  eine  dieser  Geraden,  91,  mit  der  gemein- 
schaftlichen Normale  der  beiden  Polbahnen  zusammen,  so  steht  die  Col- 
lineationsaxe senkrecht  auf  der  andern  Geraden  3R.  Hierauf,  gründet 
sich  eine  einfache  Construction  der  Erümmungsmittelpunkte  yon  Rou- 
letten. 

Sind  M  und  f«  die  zum  Pol  gehörigen  Krümmungsmittelpunkte  der 
Polbahnen  (und  zwar  M  für  die  bewegliche  Linie),  ist  also  Myi  die  ge- 
meinschaftliche Normale  dieser  Curven,  so  findet  man  den  Krümmungs- 
mittelpunkt 111,  welcher  zu  dem  von  irgend  einem  Punkte  P  der  beweg- 
lichen Ebene  augenblicklich  beschriebenen  Bogenelement  gehört,  in  fol- 
gender Weise: 

7)  Man  verbinde  P  mit  iüf,  verlängere  die  Verbindungslinie 
bis  znm  Durchschnitte  T  mit  einer  auf  ^P  in  ^  errichteten 
Senkrechten,  so  schneidet  die  Linie  y^T  die  Gerade  ^P  oder 
deren  Verlängerung  in  dem  gesuchten  Punkte  m, 

8)  Der  geometrische  Ort  aller  der  Punkte  des  beweglichen 
Systems,  für  welche  die  Krümmungsradien  ihrerBahnen  zu- 
gleich unendlich  gross  werden,  welche  also  in  einem  Moment 
sämmtlich  die  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passiren,  ist  ein 
Kreis,  welcher  die  Polbahnen  im  momentanen  Pol  berührt. 
Dieser  Kreis  heisst  der  Wendekreis. 

Der  Kreis  liegt  auf  derjenigen  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente der  Polbahnen,  zu  welcher  man  gelangt,  wenn  man  die  Richtung 
dieser  Tangente,  nach  welcher  sich  der  Pol  fortbewegt,  im  Sinne  der 
wirklich  stattfindenden  Drehung  des  Systems  um  270®  dreht. 

Die  Lage  irgend  eines  beschreibenden  Punktes  in  Bezug  auf  den 
Kreis  giebt  in  einfacher  Weise  Auskunft  über  Concavität  und  Convexität 
des  beschriebenen  Gurvenelements. 

Der  Durchmesser  d  des  Wendekreises  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 


9)  --  =  1-4.  —  )  *mtt  =  -  +  -. 


Der  Endpunkt  0   des   auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  der  Pol- 
bahnen liegenden  Durchmessers  $0»=  (f  heisst  der  Wenden ol.^<^it  Hilfe 
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dieses  gewöhnlich  leicht  hestimmharen  Punktes  können  die  Erümmungs- 
mittelpunkte  einer  Roulette  unter  Berücksichtigung  von  6)  durch  folgende 
einfache  Construction ,  hei  welcher  die  Bezeichnung  aus  7)  henützt  ist, 
gefunden  werden: 

10)  Man  verbinde  den  beschreibenden  Punkt  P  mit  dem 
Wendepol  0  und  lege  durch  den  Punkt  /,  in  welchem  diese 
Verbindungslinie  die  im  Pole  ^  auf  ^P  errichtete  Senkrechte 
schneidet,  eine  Parallele  zur  gemeinschaftlichen  Normale^O 
der  Polbahn;  diese  Parallele  schneidet  P$  im  Erümmungs- 
mitta^lpunkte  m. 

11)  Wenn  ein  Punkt  des  beweglichen  Systems  eine  Gerade 
beschreibt,  so  geht  diese  durch  den  Wendepol. 


Es  sei  eine  beliebige  Curve  gegeben,  welche  von  den  Strahlen,  die 
von  einem  festen  Punkte  P  ausgehen,  getroffen  wird.  Irgend  ein  Strahl 
treffe  einen  Punkt  $  dieser  Curve;  die  Länge  des  Einfallsstrahles  P% 
sei  gleich  r.  Zeichnet  man  eine  zweite  Curve,  welche  symmetrisch  zur 
gegebenen  in  Bezug  auf  die  Tangente  im  Punkte  $  derselben  liegt  (also 
das  Spiegelbild  der  Curve  in  Bezug  auf  diese  Tangente),  und  bestimmt 
man  den  zu  P  symmetrisch  gelegenen  Punkt  P^  in  der  zweiten  Curve, 
so  bilden  P^  und  P^^  mit  der  Tangente  gleiche  Winkel;  die  Verlänge- 
rung von  Pi^  ist  demnach  der  reflectirte  Strahl  (vergl.  Taf.  I,  Fig.  3). 
Lässt  man  die  zweite  Curve  auf  der  gegebenen  abrollen,  so  durch- 
wandert der  Einfallspunkt  $  die  letztere  und  ist  stets  der  momentane 
Pol  für  die  Bewegung.  Der  Punkt  /\  bleibt  dabei  immer  in  symmetri- 
scher Lage  zu  P  in  Bezug  auf  die  augenblickliche  Tangente  beider  Cur- 
ven;  die  Linien  P^^  sind  nach  2)  stets  die  Normalen  der  vom  Punkte 
i\  beschriebenen  Boulette;  die  Verlängerungen  dieser  Linien,  d.  h.  die 
reflectirten  Strahlen ,  umhüllen  demnach  die  Evolute  dieser  Roulette.  Aus 
dieser  Betrachtung  ergiebt  sich  der  folgende  Hauptsatz: 

12)  Die  zu  einem  gegebenen  strahlenden  Punkte  P  ge- 
hörige kaustische  Linie  einer  Curve  ist  dieEvolute  derjeni- 
gen Boulette,  welche  ein  Punkt  /\  beschreibt,  der  mit  einer 
zweiten,  der  gegebenen  congruenten  Curve  in  symmetrischer 
Lage  zu  dem  strahlenden  Punkte  T'  fest  verbunden  ist,  wäh- 
rend diese  zweite  auf  der  gegebenen  so  abrollt,  dass  sich 
beide  Curven  stets  in  entsprechenden  Punkten  berühren.* 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  sind  im  Folgenden  die  kaustischen  Linien 
für  den  Ereis,  für  die  Parabel  und  die  Ellipse  behandelt.  Damit 
sind  zugleich  die  wichtigsten  Bestimmungen  der  zugehörigen  Bouletten 
und,  infolge  des  Zusammenhanges  zwischen  diesen  und  den  Fusspunkt- 

*  Salmon,  Higher  plane  eurves  1852  No.  123.    Grosse,  Dissertation  1878. 
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carven,  auch  die  Untersnchnngen  der  letzteren  ausgeführt.  Der  Voll- 
ständigkeit wegen  sind  einige  Sätze  über  den  Kreis ,  die  Parabel  und  die 
Ellipse,  welche  schon  bei  anderen  kinematischen  Entwickelungen  benutzt 
wurden,  hier  auch  wieder  begründet  worden. 

Die  Eigenschaften  der  Brennlinien  des  Kreises  sind  zum  grös- 
seren Theile  schon  auf  anderem  Wege  gefunden;  es  soll  für  dieselben 
hier  hauptsächlich  die  Anwendung  der  gewählten  Methode  der  Ableitung 
ihrer  Eigenschaften  gezeigt  werden.  Die  Resultate  ergeben  sich  dabei 
ohne  weitläufige  Eechnung. 

Die  Eigenschaften  der  kaustischen  Linien  der  Parabel  und  der 
Ellipse  sind  dagegen  in  dem  hier  gegebeneli  Umfange  meines  Wissens 
noch  nicht  gefunden  worden. 


L    Die  kaustiseben  Linien  Aes  Kreises. 

Die  Brennlinie  des  Kreises  ist  nach  12)  die  Evolute  der  Roulette, 
welche  ein  Punkt  P^  erzeugt,  der  mit  einem,  dem  gegebenen  gleichen, 
auf  diesen  abrollenden  Kreise  in  symmetrischer  Lage  zu  dem  strahlenden 
Punkte  P  verbunden  ist. 

k.   Der  strahlende  Punkt  P  liegt  auf  der  Peripherie  des  reflectirenden 

Kreises. 

In  diesem  Falle  liegt  der  symmetrisch  zu  P  gelegene  Punkt  /\  auf 
dem  Umfange  des  beweglichen  Kreises  und  erzeugt  demnach  beim  Ab- 
rollen desselben  eine  Epicycloide,  hier  speciell  eine  Cardioide;  die 
Evolute  dieser  Curve  ist  die  gesuchte  kaustische  Linie.  Die  Evolute 
jeder  Epicycloide  ist  eine  ihr  ähnliche  Epicycloide  in  umgekehrter  Lage; 
der  Radius  des  Grnndkreises  der  Evolvente  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  dem  Radius  des  Grundkreises  der  Evolute  und  der  Summe  aus 
dem  Radius  des  Grnndkreises  der  Evolvente  und  dem  Durchmesser  des 
zugehörigen  Wälzungskreises.  Für  die  Cardioide,  bei  welcher  Grund* 
kreis  und  Wälzungskreis  einander  gleich  sind,  müssen  demnach  diese 
Kreise  dreimal  so  gross ,  wie  die  entsprechenden  Kreise  der  Evolute  sein. 
Aus  dieser  Betrachtung  folgt  der  bekannte  Satz: 

13)  Die  kaustische  Linie  eines  Kreises  für  einen  strahlen- 
den Punkt  in  der  Peripherie  desselben  ist  eine  Cardioide, 
deren  Grundkreis  zu  dem  gegebenen  Kreise  concentrisch 
liegt  und  ein  Drittel  des  Durchmessers  des  letztern  zum 
Durchmesser  hat. 

B.  Der  strahlende  Punkt  P  liegt  innerhalb  des  Kreises;  seine  Entfernung 
Tom  Mittelpunkt  sei  gleich  z. 

Der  symmetrisch  zu  P  gelegene  Punkt  P^  des  rollenden  Kreises 
erzeugt   in   diesem   Falle   stets   eine    verkürzte  Epicycloide   (Epi- 
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trochoide).  Die  kaustische  Linie  ist  die  Evolute  dieser  Curve,  also  der 
geometrische  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  derselben.  Mit  Hilfe  der 
allgemeinen  Coustruction  7)  der  Krümmungsmittelpunkte  einer  Roulette 
lassen  sich  deshalb  die  einzelnen  Punkte  der  Brennlinien  leicht  ooa- 
struiren:  Man  ziehe  Ton  dem  strahlenden  Punkte  P  aus  irgend  einen 
Strahl  jP$  und  zeichne  den  reflectirten  Strahl;  fern^  bestimme  man  den 
Mittelpunkt  M^  des  rollenden  Kreises  fifcr  diejenige  Lage,  in  welcher  der- 
selbe den  gegebenen  Kreis  im  Punkte  ^  berührt,  mache  alsoil/$==$^i 
und  verlängere  den  reflectirten  Strahl  rückwärts  um  das  Stück  P$3=r, 
so  ist  der  Endpunkt  ^^  die  augenblickliche  Lage  des  zu  P  symmetrisch 
gelegenen  Punktes,  also  dn  Punkt  der  Roulette.  Errichtet  man  nun  in 
$  eine  Senkrechte  zum  reflectirten  Strahl  und  verlängert  PiMi  bis  zum 
Durchschnitt  Q  mit  dieser  Senkrechten,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  der 
Linie  MQ  mit  dem  reflectirten  Strahle  ein  Krümmungsmittelpunkt  m^  der 
Roulette,  also  auch  ein  Bunkt  der  kaostischen  Linie.  In  dieser  Weise 
kann  man  beliebig  viele  Punkte  derselben  bestimmen. 

Mit  Hilfe  des  momentanen  Wendepols  können  die  einzelnen  Punkte 
der  Brennlinie  bedeutend  einfacher  construirt  werden.    [Siehe  unten  27).] 

Auf  Grund  einer  Untersuchung  der  Roulette  lassen  sich  leicht  die 
wichtigsten  Eigenschaften  der  Brennlinie  bestimmen.  Der  beschreibende 
Punkt  P^  durchlauft  bei  dem  Abrollen  des  beweglichen  Kreises  einen 
Wendepunkt  der  Roulette,  sobald  er  in  den  augenblicklichen  Wende- 
kreis eintritt;  der  Krümmungsmittelpunkt,  welcher  einem  Wendepunkte 
der  Curve  entspricht,  liegt  in  unendlicher  Entfernung ,  d.h.:  Zu  einem 
Wendepunkte  der  Roulette  gehört  eine  Asymptote  der  kau- 
stischen Linie;  die  Bestimmung  der  Asymptoten  föllt  zusammen  mit 
der  Ermittelung  der  Wendepunkte  der  Roulette.  Nach  Satz  9)  ist  der 
Durchmesser  des  Wendekreises  bestimmt  durch  die.  Gleichung 

1  =  1+1, 
d        Q       q^ 

Da  hier    die  Polbahnen    gleiche  Kreise  vom  Radius   q   sind,   so   ist  der 

Durchmesser  des  Wendekreises 

14)  rf  =  |-, 

d.  .h.  der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  constant  gleich  dem  halben 
Radius  des  gegebenen  Kreises.  Der  Wendekreis  muss  den  gegebenen 
stets  im  augenblicklichen  Drehpunkt  $  berühren;  er  ist  deshalb  leicht  zu 
construiren. 

Der  beschreibende  Punkt  P^  kann  nur  dann  bei  seiner  Bewegung 
in  den  Wendekreis  eintreten,  wenn  sein«  Entfernung  vom  Mittelpunkte 

M^    des    rollenden    Kreises    grösser    ist   als    Q~d,    also    grösser   als   -|-. 

Die  erwähnte  Entfernung  ist  aber  gleich  der  EntfeHiung  des  strahlenden 
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Punktes  P  vom  Mittelpunkt  des  reflectirenden  Kreises.  Das  Auftreten 
von  Wendepunkten  bei  der  Koulette,  also  auch  von  Asymptoten  bei  der 
Evolute,  ist  demnach  abhängig  von  der  Grösse  der  Entfernung  z.  Hier- 
aus folgt: 

15)  Wenn  die  Entfernung  des  strahlenden  Punktes  vom 
Mittelpunkt  des  reflectirenden  Kreises  kleiner  als  der  halbe 
Radius  ist,  so  ist  die  kaustische  Linie  eine  geschlossene 
Ourve;  wenn  dagegen  diese  Entfernung  grösser  als  der  halbe 
Radius  ist,  so  hat  die  kaustische  Linie  zwei  Asymptoten. 

Bestimmung  der  Asymptoten.  Es  sei  in  Fig.  1  Pq  diejenige 
Lage  des  beschreibenden  Punktes ,  in  welcher  derselbe  auf  dem  Wende- 
kreise liegt.  Die  Entfernung  des  Punktes  Pq  vom  augenblicklichen  Pol 
^Q  sei  gleich  r^,  so  muss  r^  auch  die  Länge  desjenigen  von  Pausgehen- 
den Strahles  sein,  dessen  reflectirter  Strahl  eine  Asymptote  der  Brenn- 
linie ist.  Zur  Bestimmung  von  r^  dient  das  Dreieck  ^PqMq^  in  wel- 
chem PqO  die  Mittellinie  ist.     Man  findet 

9' 


und  da  (/>oö)«=  |-  -  r^»  ist,  so  folgt 


q' 


Hieraus  liesse  sich  r^  berechnen  und  damit  die  Asymptote  construiren. 
Unter  Berücksichtigung  der  symmetrischen  Lage  von  i\  und  P  in  den 
beiden  Kreisen  kann  man  den  Wendekreis  in  den  gegebenen  Kreis  über- 
tragen (Fig.  1)  und  man -findet  leicht  folgende,  ohne  jede  Berechnung 
ausfilhrbare  Construction  der  Asymptoten: 

16)  Man  zeichne  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich 
dem  halben  Radius  des  gegebenen  Kreises  ist,  so,  dass  die- 
ser Hilfskreis  den  gegebenen  im  Endpunkte  desjenigen  Ra- 
dius, auf  welchem  der  strahlende  Punkt  P  liegt,  berührt. 
Ferner  lege  man  durch  P  einen  Kreis,  conc^ntrisoh  mit  dem 
gegebenen;  verbindet  man  den  Mittelpunkt  des  letzteren  mit 
den  Schnittpunkten  der  beiden  Hilfskreise,  und  treffen 
diese  Verbindungslinien  den  gegebenen  Kreis  in  zwei  Punk- 
ten $o  und  $'o,  so  sind  die  von  diesen  Punkten  aus  reflectir- 
ten  Strahlen  die  Asymptoten  der  kaustischen  Linie. 

Aus  dieser  Construction  folgt,  dass  es  auf  jedem  Radius  zwei  be- 
stimmte Punkte  P  und  ü  giebt  (Fig.  1) ,  für  welche  die  zu  den  Asympto- 
ten gehörigen  Einfallspunkte  dieselben  Punkte  sind;  nämlich  solche  Punkte 
P  and  ü^  deren  entsprechende  p  und  u  auf  demselben  Radius  If  ^^q  ü^gen. 
Da  nun 
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ist,  80  gehören  die  auf  einem  RadiuB  liegenden  Paare  von  solchen  Punk- 
ten einer  involutorischen  Punktreihe  an. 

Aus  dem  Dreieck  $0^0^  ergieht  sich  für  die  Berechnung  des  Win- 
kels ^Q,  den  der  reflectirte  Strahl,  also  die  Asymptote,  mit  dem  Einfalla- 
loth  bildet, 


Ferner  erhält  man  aus  dem  Dreieck  MP^^  den  Winkel  9^09  welchen 
das  zur  Asymptote  gehörige  Einfalbloth  mit  dem  Badius,  auf  welchem 
der  strahlende  Punkt  liegt,  bildet: 

17)  co,vo=  — 2— 3^  . 

und  die  Abscisse  der  zu  den  Asymptoten  gehörigen  Einfallspunkte 

Der  Winkel  qpQ  erreicht  sein  Maximum,  wenn  das  zur  Asymptote 
gehörige  Einfallsloth  den  Hilfskreis  berührt;  also  ftlr  den  strahlenden 
Punkt  iV,  dessen  Lage  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung 

1/2 

und  es  ist  ' 

co*(p«„  =  |/2,  also  9«,«,  =  19«  28' 20". 
Die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  T  der  Tangente  im  Punkte 

$0  i^it   clem  Radius  MP  vom  Punkte  P  ist  gleich  — z,  also  gleich 

cos  g>Q 

2  t  (p«  —  ««) 

— ^  .  n  9   '     Beachtet  man,   dass   die  Punkte  M^  P,  T  und   der  Durch- 

Schnittspunkt  A  einer  Asymptote  mit  der  Verlängerung  von  MP  vier  har- 
monische Punkte  sind,  so  erhält  man  leicht  eine  Gleichung,  aus  welcher 
sich  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  A  vom  Mittelpunkte  des 
reflectirenden  Kreises  berechnen  Iftsst.     Man  findet 

Schliesslich  kann  der  Winkel  A^,  d^n  eine  Asymptote  mit  dem  durch 
P  gehenden  Kadius  bildet,  aus  dem  Dreieck  MA^^  berechnet  werden. 
Es  ergieht  sich 

Mit  Hilfe  des  Savary* sehen  Satzes  5)  kann  man  den  Krümmungs- 
radius  R   für  irgend   einen  Punkt  der  Roulette   berechnen.      Wird   die 
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augenblickliche  Entfernnng  des  die  Boalette  beschreibenden  Punktes  P^ 
vom  zugehörigen  Pol  $  wieder  mit  r  beseichnct  und  bildet  dieser  Strahl  r 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  beiden  Kreise  im  Pankte  iß  den 
Winkel  a  (Fig.  1),  so  hat  man  ftir  den  Krümmungsradius  R  der  Roulette 
die  Gleichung 

t— +  "5 l««a=  — ,    also    Ä  =  5 : — . 

Aus  dem  Dreieck  $/i^i  findet  man  die  Relation 

2^mna=s3  ^*+'^"'  «* 
und  nach  Elimination  von  sina  für  R  den  Werth 

4^ 

Da  r  gleichzeitig  die  Länge  des  vom  strahlenden  Punkte  P  ausgehenden 
Strahles  bis  zam  Einfallspunkte  $  ist,  so  kann  hiernach  die  Länge  des 
reflectirten  Strahles  vom  Einfallspunkte  bis  zum  Berührungspunkte 
der  kaustischen  Linie,  nämlich  r^=^R  —  r^  leicht  als  Function  von  r  aus- 
gedrückt werden.     Man  findet 

Betrachtet  man  den  unter  19)  angeführten  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungsradius R  der  Roulette,  so  ergiebt  sich,  dass,  falls  2>^  ist,  der 

absolute  Werth  von  R  ein  Minimum  wird,  wenn  r  seinen  kleinsten  Werth 
annimmt,  also  wenn  rc=^  — z  igt;  dann  wächst  R  allmälig  mit  r  und 
wird,  wie   oben  unter   15)   gezeigt  (und  wie  auch  direct  aus  der  Form 

des  Nenners  von  R  folgt),   gleich   oo,   wenn  r=X/  — ^-^    ist.      Lässt 

man  r  noch  weiter  zunehmen,  so  nimmt  R  zunächst  ab,  erreicht  jedoch 
ein  Maximum,  wenn  r  seinen  grössten  Werth,  nämlich  q  +  z  annimmt; 
mithin  muss  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Maximum  von  R  ein  Mi- 
nimum existiren.     Man  findet  leicht,    dass  R  ein  Minimum  annimmt  für 

7^  =  ^*  — z*.     Ist  2 <<^,  so  wird  R  für  r— ^  — 2  ein  relatives  Maximum ; 

der  Werth  oo  fällt  fort;  die  beiden  anderen  Bestimmungen  bleiben  auch 
in  diesem  Falle  giltig. 

21)     Der  Werth   des  Krümmungsradius  der  Roulette  erreicht  also  ein 

Minimum,  resp.  Maximum  für  r=^  — z,  den  Werth  00  für  r=7/  — 


3 


ein  Minimum  für  r=^^*— ^^  und  ein  Maximum  für  r  =  ^+z.  Für  die 
von  P  ausgehenden  Strahlen  von  der  Länge  r  =  ^  — z  resp.  q  +  z  sind 
die  Endpunkte  des  durch  P  gehenden  Durchmessers  zugleich  die  Einfalls- 
punkte;  die  reflectirten  Strahlen   fallen  mit  diesem  Durchmesser^usam- 
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men  und  die  Krttmmungsmittelpunkte  liegen  auf  demselben.  Durch  den 
Werth  r==^^*— «•  sind  zwei  Strahlen  zu  beiden  Seiten  dieses  Durch- 
messers bestimmt. 

Einem  jeden  solchen  Maximum  oder  Minimum  der  Krümmung  der 
Roulette  muss  ein  Rtickkehrpunkt  der  Evolute  entsprechen;  es  folgt 
hieraus  der  Satz: 

22)  Die  kaustische  Linie  des  Kreises  hat  vier  Rückkehr- 
punkte, von  denen  zwei  in  dem  durch  den  strahlenden  Punkt 
gehenden  Durchmesser  oder  dessen  Verlängerung,  die  bei- 
den anderen  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  desselben  liegen. 

a)   Bflckkehrpnnkt  für  den  Einfallsstrahl  von  der  Unge  r=Q-g. 

Da  dieser  Strahl  mit  der  Tangente  im  Einfallspunkte  einen  rechten 
Winkel  bildet,  so  erhält  man  für  die  Länge  r^  des  reflectirten  Strahles 
bis  zum  Berührungspunkte  mit  der  kaustischen  Linie  nach  dem  Savary- 
sehen  Satze  5)  die  Gleichung 

d.  h.  Q  ist  das  harmonische  Mittel  zwischen  q  —  z  und  r^,  oder: 

23)  Der  erste  Rückkehrpunkt  der  Brennlinie  und  der 
strahlende  Punkt  P  theilen  denjenigen  Radius,  auf  welchem 
P  liegt,  harmonisch. 

Rückt  P  in  die  Mitte  des  Radius,  so  liegt  der  Rückkehrpunkt  im 
Unendlichen.  Die  auf  einem  Radius  gelegenen  strahlenden  Punkte  bil- 
den mit  den  zugehörigen  ersten  Rückkehrpunkten  eine  involutorische 
Punktreihe. 

ß)  BUekkehrpunkt  lOr  den  Einfallsstrahl  von  der  Länge  rt=(f  +  z. 

Wird  die  Länge  des  reflectirten  Strahles  bis  zu  diesem  Rückkehr- 
punkte mit  Tg  bezeichnet,  so  ergiebt  der  Savary'sche  Satz 

d.  h.: 

24)  Der  zweite  Rückkehrpunkt  der  Brennlinie  und  der 
strahlende  Punkt  P  theilen  den  Radius,  dessen  Rückver- 
längerung durch  P  geht,  harmonisch. 

y)  Die  Bftckkelirpunkte  für  die  Einfallsstrahlen  von  der  Länge  r=f^9*^^. 

Aus  dem  Werthe  ftir  r  ist  ersichtlich,  dass  derjenige  Strahl,  dessen 
reflectirter  Strahl  durch  einen  dieser  beiden  Rüc^kehrpunkte  geht,  senk- 
recht  zu  dem  durch  P  gehenden  Radius  stehen  muss.  Die  Länge  r,  dea 
reflectirten  Strahles  bis  zum  Rückkehrpuakte  ist  in  diesem  Falle  nach  20) 
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also  gleich  der  Länge  des  Einfallsstrables. 

Hiemach  sind  die  beiden,  symmetrisch  zum  Durchmesser  MP  ge- 
legenen Rückkehrpnnkte  and  die  zugehörigen  Rückkehrtangenten  der 
kaustischen  Linie  sehr  leicht  zu  construiren. 

Lässt  man  den  strahlenden  Punkt  allmälig  auf  demselben  Radius 
fortrücken,  so  durchlaufen  die  beiden  erwähnten  Rückkehrpunkte  eine 
cardioidenartig   gekrümmte  Curve,   deren  Gleichung  in  Polarcoordinaten 

i>  =  QCos-^  ist,  wenn  man  den  Kreismittelpuukt  zum  Pol  und  den  durch 

P   gehenden  Durchmesser  zur  Axe  nimmt.     In   Fig.  2  ist  diese  Curve 
punktirt  gezeichnet. 

Von  dem  unter  ß)  bestimmten  Rückkehrpunkte  aus  geht  die  kau- 
stische Linie  in  zwei  symmetrisch  liegenden  Zweigen  bis  zu  den  unter  y) 
bestimmten  Punkten.  Diese  Zweige  sind  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher 
der  strahlende  Punkt  liegt,  concav  gekrümmt.  Die  Scheitel  dieser  Zweige 
werden  durch  diejenigen  Tangenten  berührt,  welche  auf  dem  durch  P 
gehenden  burchmesser  senkrecht  stehen.  Wird  die  Entfernung  der  senk- 
recht gegen  diesen  Durchmesser  reflectirten  Strahles  vom  Mittelpunkte 
des  Kreises  mit  f  bezeichnet  und  ist  6  der  Winkel  dieses  Strahles  mit 
dem  zugehörigen  Einfallsloth,  so  findet  man  aus  der  Betrachtung  des  von 
dem  erwähnten  Strahle  und  von  dem  zugehörigen  Einfallsstrahle  gebil- 
deten rechtwinkligen  Dreiecks  ^ 

und 

26)  /■=  p  m«  =  ^  (^?+8P  -  q) 

als  Entfernung  der  Scheiteltangente  vom  Mittelpunkte  des 
Kreises. 

Mit  Hilfe  des  allgemeinen  Satzes  7)  können  die  Scheitelpunkte  der 
Curve  oonstruirt  werden.  Bei  der  Benutzung  des  oben  [14)]  bestimmten 
Wendepols  kann  die  allgemeine  Construction  von  Punkten  der  Brenn- 
linie noch  bedeutend  vereinfacht  werden  [10)].  Da  die  beiden  Kreise 
(Polbahnen)  stets  symmetrisch  zur  augenblicklichen  gemeinschaftlichen 
Tangente  liegen,  so  lässt  sich  die  nothwendige  Zeichnung  zum  Tbeil 
symmetrisch  übertragen  und  ganz  ohne  Benutzung  des  rollenden  Kreises 
ausführen.     Es  ergiebt  sich  folgende  einfache  Constructionsregel : 

27)  Man  errichte  im  Einfallspunkte  $  eine  Senkrechte 
zum  Einfallsstrahl  P$  und  lege  eine  Gerade  durch  den  strah- 
lenden Punkt  P  und  durch  den  Mittelpunkt  des  zu  $  gehöri- 
gen Radius  ilf^.     Eine  durch  den  Schnittpunkt  dieser  beiden 
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Geraden  parallel  zu  M^  gezogene  Linie  schneidet  den  von 
Sp  ans  reflectirteu  Strahl  im  Berührungspunkte  mit  der  kau- 
stischen Linie. 

In  Fig.  2  sind  die  kaustischen  Linien  des  Kreises  für  fünf  wesent- 
lich verschiedene  Lagen  des  strahlenden  Punktes  dargestellt.  Zu  den 
strahlenden  Punkten  I,  II  bis  V  gehören  die  Brennlinien,  deren  Theile 
entsprechend  mit  1 ,  2  bis  5  bezeichnet  sind.  Die  Rückkehrpunkte  erster 
Art  [23)]  sind  mit  a,  die  der  zweiten  Art  [24)]  mit  ß  und  die  der  dritten 
Art,  welche  doppelt  vorkommen,  mit  y  benannt.  Die  punktirte  Curve 
ist  der  geometrische  Ort  der  Hückkehrpunkte  dritter  Art  [25)].  T^ ,  7"^  . . . 
sind  die  durch  26)  bestimmten  Scheiteltangenten,  Z^,  L^  ...  die  Bück- 
kehrtangenten in  den  Punkten  y. 

Liegt  der  strahlende  Punkt  zwischen  A  und  II ,  so  hat  die  kaustische 
Linie  zwei  Asymptoten ;  zum  Punkte  I  gehören  die  beiden  mit  1  bezeich- 
neten Asymptoten,  welche  den  Kreis  in  a  und  6  schneiden.  Diejenigen 
unter  den  von  I  ausgehenden  Strahlen ,  welche  den  kleineren  Kreisbogen 
zwischen  a  und  b  treffen,  divergiren  nach  der  Reflexion  auf  der  Innen- 
seite des  Kreises;  die  Rückverlängerungen  der  reflectirteu  Strahlen  um- 
hüllen dagegen  den  ausserhalb  des  Kreises  liegenden,  mit  1^  bezeich- 
neten Theil  der  Brennlinie,  also  den  subjectiven  Theil  derselben.  Der 
die  auffallenden  Strahlen  zerstreuende  Kreisbogen  ab  erreicht  nach  17) 
ein  Maximum,  wenn  die  Entfernung  des  strahlenden  Punktes  vom  Kreis- 
mittelpunkte =  ^^/2  wird;  es  ist  dies  die  in  der  Figur  mit  I  bezeich- 
nete Lage.     Die  Rückkehrpunkte  y  liegen  in  diesem  Falle  auf  dem  zu 

2 


Afl  senkrechten  Durchmesser  in  der  Entfernung  -^y^  vom  Mittelpunkte, 


nach  25). 

Bei  der  Brennlinie  II  fallen  die  beiden  Asymptoten  mit  dem  Durch- 
messer A  B  zusammen,  weil  der  Punkt  II  in  der  Mitte  von  AM  liegt  [16)]; 
der  Rückkehrpunkt  et  liegt  im  Unendlichen;  die  drei  anderen  Rückkehr- 
punkte liegen,  wie  leicht  ersichtlich,  in  einer  geraden  Linie. 

Für  den  strahlenden  Punkt  III  ist  die  Entfernung  Aflll  gleich  -j ; 

die  zugehörige  kaustische  Linie  ist  die  kleine  geschlossene  Curve  3, 
welche,  wenn  der  strahlende  Punkt  weiter  gegen  M  vorrückt,  sich  schliess- 
lich auf  einen  mit  M  zusammenfallenden  Punkt  reducirt. 

Für  den  strahlenden  Punkt  IV  ist  nur  die  untere  Hälfte  4  der 
Brennlinie  gezeichnet;  dieselbe  ist  hier  nach  13)  eine  Cardioide. 

Liegt  endlich  der  strahlende  Punkt  ausserhalb  d«s  Krei- 
ses, wie  der  Punkt  V  in  der  Figur,  so  bleiben  die  entwickelten  Formeln 
sämmtlich  giltig.  Die  Rückkehrpunkte  .dritter  Art  werden  imaginär;  die 
kaustische  Linie  5  berührt  den  Kreis  in  den  Punkten  D  und  E^  näsüich 
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10  den  Berübrnngspankten  der  von  V  au8  an  denselben  gelegten  Tan- 
genten. Zn  dem  zwiscben  D  und  E  liegenden  kleinen  Bogenstück  des 
reflectirenden  Kreises  gebort  der  zanKcbstliegende ,  snbjeclive  Theil  der 
Cnrre.  Die  Brennlinie,  von  der  nnr  die  obere  Hälfte  gezeicbnet  ist, 
hat  vier  Scheitel  und  demgemäss  zwei  IScbeiteltangenten  7*^,  deren  Ent- 
fernungen f  vom  Mittelpunkte  M  bestimmt  sind  nacb  26)  durcb 


f={-^{±VQ*+^^^-Q)- 


Bectification.  Die  kaustische  Linie  ist  die  Evolute  einer  Rou- 
lette, deren  Krümmungsradien  durcb  19)  vollkommen  bestimmt  wurden. 
Die  Länge  irgend  eines  Bogenstückes  der  Evolute  ist  gleich  der  Diffe- 
renz der  zu  den  Endpunkten  gebörigen  Krümmungsradien  der  Evolvente, 
vorausgesetzt,  dass  innerhalb  des  betrachteten  Stückes  kein  Rückkehr- 
punkt  oder  unendlicb  femer  Punkt  liegt.  Hiemacb  ist  die  Länge  s  des 
Bogens  der  Brennlinie,  welcher  durch  den  Rückkebrpunkt,  der  in  der 
Verlängerung  des  durcb  den  strahlenden  Punkt  gebenden  Radius  liegt 
nnd  durcb  einen  der  beiden,  symmetriscb  zu  diesem  Radius  liegenden 
Bückkehrpunkte  begrenzt  wird. 


2(p+t) 


8 


2«)  '—f^-'^y^'-^'- 

Ist  die  kaustiscbe  Linie  eine  geschlossene  Cnrve,  ist  also  z  kleiner 
als  -^,  so  erbält  man  aus  den  Krümmungsradien,  welche  zu  den  Rück- 
kehrpunkten gehören,  den  Umfang  u  der  ganzen  Curve: 

Der  Umfang  der  oben   betrachteten  Cardioide  ergiebt  sich  als  specieller 
Fall  für  2  =  p  ,  ^ 

n.    Die  kaustischen  Linien  der  Parabel. 

Der  strahlende  Punkt  P  liege  auf  der  Axe  in  der  Entfernung  z  vom 
Scheitel  der  Parabel. 

Nacb  Satz  12)  ist  die  kaustische  Linie  die  Evolute  der  Roulette, 
welche  ein  Punkt  P^  beschreibt,  der  mit  einer  zweiten,  der  gegebenen 
coDgruenten  Parabel  in  symmetrischer  Lage  zu  dem  strahlenden  Punkte 
P  fest  verbunden  ist,  während  diese  auf  der  gegebenen  so  abrollt,  dass 
sich  beide  Parabeln  stets  in  entsprechenden  Punkten  berühren. 

In  Fig.  3  sei  C  die  gegebene,  C^  die  darauf  abrollende  Parabel,  fß 
der  augenblickliche  Berührungspunkt  (Pol).  Da  die  beiden  Curven  stets 
symmetrisch  zur  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen ,  so  müssen  sich  die 
beiden  Axen   in  einem  Punkte  B  dieser  Tangente  schneiden.     Der  dem 
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Brennpunkte  F  ^tsprechende  Brennpunkt  der  rollenden  Parabel  befinde 
sich  augenblicklich  in  F^^  so  folgt  aus  der  symmetrischen  Lage,  dass 
^Fj  gleich  "^F  ist,  und  femer  die  Gleichheit  der  Winkel  BS^F^  und 
B^F,  d.  h.: 

29)  Der  Brennpunkt  der  beweglichen  Parabel  beschreibt 
eine  gerade  Linie,  nämlich  die  Leitlinie  der  festen  Parabel. 

Da  Fj  eine  Gerade  durchläuft,  so  muss  F^  jedesmal  auf  dem  ent- 
sprechenden Wendekreise  liegen.  Da  ferner  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
stets  auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  der  Polbahnen  liegt,  so  muss 
nach  Satz  11)  der  Durchschnittspunkt  dieser  Normale  und  der  Leitlinie 
der  festen  Parabel  der  augenblickliche  Wendepol  0  sein;  das  Stilck  $0 
der  Normale  ist  demnach  der  Durchmesser  d  des  momentanen  Wende- 
kreises.    Aus  der  allgemeinen  Gleichung  9)  folgt  hier  sofort 

30)  Der  Durchmesser  des  Wendekreises  ist  gleich  dem 
hallfen  Krümmungsradius  der  Parabel,  welcher  zu  dem  ge- 
meinschaftlichen Punkte  $  gehört.  (Hieraus  folgt  u.  A.  die  be- 
kannte einfache  Construction  der  Krümmungsmittelpunkte  für  die  Parabel.) 

Zeichnet  man  in  der  festen  Parabel  den  zum  Wendekreis  symmetrisch 
liegenden  Kreis  K  (den  sogenannten  Wendekreis  der  umgekehrten  Be- 
wegung) ,  und  nimmt  man  irgend  einen  Punkt  X  in  der  Peripherie  dieses 
Kreises  iils  strahlenden  Punkt  an,  so  befindet  sich  der  symmetrisch  ge- 
legene Punkt  X^  gerade  auf  dem  Wendekreise  und  die  von  X^  beschrie- 
bene Boulette  hat  demnach  an  der  Stelle,  an  welcher  sich  X^  augenblick- 
lich befindet,  einen  Wendepunkt;  der  entsprechende  Krtimmungsmittel- 
punkt,  also  ein  Punkt  der  zu  X  gehörigen  kaustischen  Linie,  liegt  in 
unendlicher  Entfernung.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  reflectirten  Strahlen  der  von  den  Punkten  eines  Kreises,  welcher 
die  Parabel  in  einem  Punkte  $  von  innen  berührt  und  den  halben,  zu 
$  gehörigen  Krümmungsradius  der  Parabel  zum  Durchmesser  hat,  aus- 
gehenden und  den  Einfallspunkt  $  treffenden  Strahlen  sind  Asymptoten 
der  zu  den  entsprechenden  strahlenden  Punkten  gehörigen  kaustischen 
Linien. 

Es  sei  P  (Fig.  3)  derjenige  Punkt  der  Parabelaxe,  in  welchem  der 
erwähnte  Kreis  dieselbe,  ausser  in  F,  schneidet,  so  kann  eine  Asymptote 
der  zu  P  gehörigen  Brennlinie  leicht  bestimmt  werden.  Aus  der  Betrach- 
tung des  Hilfskreises  folgt,  dass  Winkel  $  PF  gleich  Winkel  F$F,  also 
auch  gleich  Winkel  ^BF  ist;  demnach  ist  die  Tangente  ^B  gleich  dem 
Einfallsloth  P^.  Bezeichnet  man  die  Abscisse  des  Einfallspunktes  $, 
also  die  Strecke  SE^  mit  x^  und  die  Entfernung  des  strahlenden  Punk- 
tes vom  Scheitel  mit  s;  berücksichtigt  man  ferner,  dass  die  Subtangent« 
durch  den  Scheitel  S  halbirt  wird,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  von  BE 
und  PE 
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31)  Die  Abscisse  des  Parabelpunktes,  ans  welcbem  der 
von  einem  strahlenden  Punkte  Z'  der  Parabelaxe  einfallende 
Strahl  als  Asymptote  der  zu  P  gehörigen  kaustischen  Linie 
reflectirt  wird,  ist  gleich  einem  Drittel  des  Abstandes  des 
Punktes  P  vom  Scheitel  S  der  Parabel. 

Da  der  strahlende  Punkt  in  der  Axe  liegt,  so  muss  die  Brennlinie 
symmetrisch  Bfir  Axe 'liegen;  dieselbe  hat  also  auch  zwei  symmetrisch 
liegende  Asymptoten. 

Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  zu  $  gehörigen  Normale  und 
der  Axe  mit  W  (Fig.  3)  und  den  Durchschnittspunkt  der  Asymptote  mit 
der  Axe  mit  ^,  so  sind  jP,  i^,  J  und  B  stets  vier  harmonische  Punkte.  A 
kann  unter  Anwendung  des  Vorstehenden  leicht  für  jede  Lage  des  strah- 
lenden Punktes  construirt  werden.  Zur  Bestimmung  des  Winkels  9, 
welchen  der  zur  Asymptote  gehörige  Einfallsstrahl  mit  der  Axe  bildet, 
hat  man  aus  dem  Dreieck  P^E  sofort 

Die  Länge  des  zu  einer  Asymptote  gehörigen  Einfallsstrahles  ist 

and  der  zugehörige  Radius  vector 

_3p  +  2z 

*'«"■ ö~' 

Der  Abstand  des  Punktes  ^,  in  welchem  die  Asymptoten  die  Parabelaxe 
schneiden,  vom  Scheitel  S  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  harmo- 
nischen Punkte  PN  J  B 

(Für  ^=  a"  18^  demnach  die  Asymptote  parallel  mit  der  Axe;  in  diesem 
Falle  ist  F  der  strahlende  Punkt  und  die  reflectirten  Strahlen  sind  s&mmtlich 
parallel,  j     Wird  der  Winkel ,  den  eine  Asymptote  mit  der  positiven  Rich- 

tnng  der  Parabelaxe  bildet,  mit  k  bezeichnet,  so  findet  man  aus  der 
Figur  leicht  .- ^.^  , 

Die  Asymptote  steht  senkrecht  zur  Axe,  wenn  2z  — 9p  gleich  0,  oder 
wenn  z  gleich  4,5  p  ist.  Die  beiden  Asymptoten  fallen  dann  zusammen 
zu  einer  Geraden. 

Die  einzelnen  Punkte  der  kaustischen  Linie  lassen  sich  mit  Be- 
nutzung des  momentanen  Wendepols,  also  des  Punktes  0,  in  welchem 
die   gemeinschaftliche   Normale    der   beiden   Parabeln    die   Leitlinie   der 
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festen  Cnrve  schneidet,  nach  10)  leicht  construiren.  Da  die  beiden  Pa- 
rabeln zur  gemeinschaftlichen  Tangente  stets  symmetrisch  liegen ,  so  kann 
die  Constructiou  durch  Benützung  des  strahlenden  Punktes  P  statt  des 
beschreibenden  /\  und  eines  zum  Wendepol  symmetrisch  liegenden  Punk- 
tes Oj  wesentlich  vereinfacht  werden.  Es  ergiebt  sich  folgende  Con- 
structionsregel  (Fig.  4): 

34)  Man  zeichne  im  Einfalls^unkte  $  der  Parabel  die  Nor- 
male; dieselbe  schneide  die  Leitlinie  im  Punkte  0;  ferner 
trage  man  die  Strecke  $0  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
▼  on  $  auf  der  Normale  ab  bis  zu  einem  Punkte  Oj.  Durch 
den  Schnittpunkt  W  der  Verbindungslinie  von  P  mit  0^  und 
der  in  $  auf  P^  senkrecht  errichteten  Linie  ziehe  man  zur 
Normale  der  Parabel  eine  Parallele,  so  schneidet  diese  den 
von  $  aus  reflectirteu  Strahl  in  seinem  Berührungspunkte  Y 
mit  der  kaustischen  Linie. 

Bestimmung  der  Krümmungsradien  der  Boulette  and  der  Rüekkehrpnnkte 

der  kaustischen  Linie. 

Es  sei  $  der  augenblickliche  Berührungspunkt  der  beiden  Parabeln 
für  irgend  eine  Lage  der  beweglichen  Curve.  (Fig.  3.)  /\  und  F^ 
seien  die  zugehörigen  Lagen  der  dem  strahlenden  Punkte  P  und  dem 
Brennpunkte  F  der  festen  Parabel  entsprechenden ,  symmetrisch  zu  diesen 
liegenden  Punkte.  Die  Entfernung  ^P  gleich  $Pj  sei  gleich  r  und  der 
Radius  vector  ^F  gleich  $/\  gleich  v.  Die  Winkel,  welche  r  resp.  v 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Parabeln  bilden ,  seien  er  und  ß. 
Bezeichnet  man  endlich  die  Entfernungen  des  Poles  iß  von  den  Krüm- 
mungsmittelpunkten der  von  den  Punkten  Py  und  /\  augenblicklich  be- 
schriebenen Bogenelemente  mit  r^  und  t;^,  so  ist  nach  Satz  4) 

Da  Pnnkt  F^  nach  29)  eine  Gerade  beschreibt,  so  ist  Vj  =  qo  und  da  sich 
femer  ans  dem  Dreieck,  welches  die  Punkte  P$  und  der  Schnittpunkt 
B  der  Tangente  mit  der  Aze  bilden,  ergiebt 

r  sin  o  =  (  i  -4-  »  —  ^  j  stn^, 
so  geht  die  gefundene  Gleichung  über  in  die  Form 


und  hieraus  folgt 
35) 


•  Digitizedby  VjOOQIC 


Von  Dr.  0.  Kessler.  17 

r^  wird  negativ,  wenn  P^  nnd  der  zugehörige  KrümmQngsmittelpnnkt  anf 
derselben  Seite  von  $  liegen.  Da  der  Krümmungsradius  R  der  Ronlette 
für  den  Punkt  /\  gleich  r  +  r^  ist,  so  folgt  weiter 


>«,(,+,^jy 


Führt   man  die  Abscisse  x  des  Einfallspunktes  $   (vom  Scheitel  S  aus 
gemessen)  in  die  Rechnung  ein,  so  ist  zu  setzen 


Man  erhält 


v  =  x+'^  und  r*=(2  — a:)*  +  2/>x. 


36)  ^^^(«-*)«+2p^ 


(,_0(,_3^) 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass /?  unendlich  gross  wird  füra:  =  -^,  wie  schon 

oben  direct  gefunden  wurde.  Dem  kleinsten  Werthe  von  x,  also  dem 
Scheitel  der  Roulette,  entspricht  ein  Minimum  von  B,  Die  bewegliche 
Parabel  berührt  für  .r  =  0  die  feste  im  Scheitel  S  und  der  die  Roulette 
erzeugende  Punkt  P^  liegt  auf  der  Axe  in  der  Entfernung  z  vom  Schei- 
tel; es  ist  also  r  gleich  z  in  diesem  Falle.  Dem  Minimum  des  Krüm- 
mungsradius entspricht  ein  Rückkehrpunkt  der  Evolute. 

Bei  dem  Abrollen  der  beweglichen  Parabel  beschreibt  der  Brennpunkt 
die  Gerade  Z,  29);  da  femer  der  Winkel,  den  die  Axe  dieser  Parabel 
mit  der  Leitlinie  L  der  festen  Parabel  bildet,  allmälig  wächst  und  schliess- 
lich gleich  -^  wird,  wenn  die  beiden  Curven  sich  in  den  unendlich  fer- 
nen Punkten  berühren,  so  nähert  sich  die  Entfernung  des  die  Roulette 
beschreibenden  Punktes  i\  von  L  allmälig  dem  Werthe  «  —  "s- ,  d.h.  die 
Roulette  hat  eine  Gerade,  welche  der  Leitlinie  L  in  der  Entfernung 
2  —  -^  parallel  liegt,  zur  Asymptote ,  und  die  Evolute  erstreckt  sich  dem- 

gemäss  mit  zwei  zur  Axe  symmetrisch  liegenden,   nicht  asymptotischen 

Zweigen  ins  Unendliche. 

z 
Da  hiernach  der  Krümmungsradius  R  der  Roulette  sowohl  für  a;=  -^, 

w 

als  auch  für  a:  =  oo  den  Werth  oc  annimmt,  so  muss  dazwischen  ein  Mi- 
nimum von  R  liegen.  Aus  der  Betrachtung  der  Ableitung  von  R  findet 
man  leicht,  dass  B  ein  Minimum  wird  für  x=^Zj  d.  h.  wenn  bei  dem 
Abrollen  der  beweglichen  Parabel  einer  der  beiden  Punkte  der  festen, 
welche  mit  P  dieselbe  Abscisse  z  haben ,  zum  Pol  wird ,  so  ist  der  Krüm- 
mungsradius der  Roulette  für  den  beschreibenden  Punkt,  welcher  augen- 
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blicklich  symmetrisch  zu  P  liegt,  ein  Minimum  und  die  Evolute  hat  dem- 
entsprechend noch  zwei  Bückkehrpunkte.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

37)  Die  kaustische  Linie  der  Parabel  hat  drei  Rückkehr- 
punkte; die  Tangenten  in  diesen  Punkten  sind  diejenigen 
Strahlen,  welche  ans  dem  Scheitelpunkte  der  Parabel  und 
andererseits  aus  den  beiden  Punkten  derselben,  welche  mit 
dem  strahlenden  Punkte  dieselbe  Abscisse  haben,  reflectirt 
werden. 

Die  Lage  dieser  Btickkehrpunkte  kann  leicht  bestimmt  werden.  Die 
oben  mit  r^  bezeichnete  Strecke  ist  die  Länge  des  reflectirten  Strahles 
vom  Einfallspunkte  bis  zum  Berührungspunkte  der  Brennlinie,  während 
r  die  Länge  des  einfallenden  Strahles  bis  zum  Einfallspunkte  bedeutet. 
Für  den  ersten,  auf  der  Axe  gelegenen  Bückkehrpunkt  wurde  oben  ge- 
funden r  =  z.  Setzt  man  diesen  Werth  in  Gleichung  5)  ein,  so  erhält 
man ,  da  et  in  diesem  Falle  ein  rechter  Winkel  und  der  Krümmungsradius 
für  den  Scheitel  der  Parabel  gleich  p  ist: 

d.  h.:  p  ist  das  harmonische  Mittel  zwischen  z  und  r^,  oder,  wenn  man 
den  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Scheitel  der  Parabel  mit  M  bezeichnet : 

38)  Die  Strecke  i^^  wird  durch  den  strahlenden  Punkt 
und  durch  den  ersten  Bückkehrpunkt  der  Bren^nlinie  har- 
monisch getheilt. 

Für  die  beiden   anderen  Bückkehrpunkte  ist,   wie  oben  gefunden, 

x^=Zy  also  v  =  2  +  ^  und  r^=:2pz.  Setzt  man  diese  Werthe  in  Gleich- 
ung 35)  ein,  so  erhält  man  die  Länge  s^  des  reflectirten  Strahles  bis  zu 
einem  dieser  Bückkehrpunkte 


'-I 


Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Brennpunkte  mit  w 
und  die  Ordinate  der  Parabel  im  Punkte  P  mit  s^  so  ist 

V 
5,  =  —  5  — . 
*  W 

Legt  man  im  Punkte  0  (Fig.  3)  eine  Tangente  an  die  Parabel,  so  ist, 
da  s  senkrecht  auf  der  Axe  steht,  der  Winkel,  den  QF  mit  dieser  Tan- 
gente bildet,  gleich  dem  Winkel  des  reflectirten  Strahles  und  der  Nor- 
male; folglich  steht  in  diesem  Falle  der  reflectirte  Strahl  senkrecht  zum 
Badius  vector  QF.     Aus  dem  Dreieck  FQE  folgt  ferner,  dass  das  Stück 

QH  gleich  5  — ,  also  dem  absoluten  Werthe  nach  gleich  s^  ist.    Das  nega- 
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tive  Zeichen  bei  8^  bedeutet,   daßs  der  Rückkehrpunkt  in  der  Verliinge- 
mng  Ton  BQ  liegt.     Hierans  ergiebt  sich  folgende  Constraction : 

39)  Man  errichte  in  dem  strahlenden  Pnnkte  P  eine  Senk- 
rechte zur  Axe,  welche  die  Parabel  in  ()8chneidet,  im  Punkte 
Q  eine  andere  Senkrechte  auf  dem  Radius  vecior  FQ  his  zum 
Schnittpunkte  ff  mit  der  Axe;  verlängert  man  HQ  über  Q 
hinaus  um  die  eigeneLänge,  so  ist  der  Endpunkt /ein  Rück- 
kehrpunkt der  kaustischen  Linie  und  ffJ  ist  die  zugehörige 
Rückkehrtangente. 

Die  Coordinaten  des  Rttckkehrpunktes  sind 

S  =  ?-PJy=  ^1^""^^^   und  iy  =  2f/2]^.    . 

Die  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  kaustischen  Linie, 
d.  h.  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  dieselbe,  abgesehen  von  den 
Rflckkehrpunkten  und  unendlich  fernen  Punkten,  jedesmal  ein  Maximum 
oder  Minimum  in  Richtung  der  Parabelaxe  hat,  müssen  normal  zu  dieser 
Axe  stehen.  « 

Wird  ein  von  P  ausgehender  Strahl  PD  (Fig.  5)  senkrecht  zur  Axe 
reflectirt ,  so  muss ,  wi«  sich  aus  der  Betrachtung  der  Winkel  sofort  ergiebt, 
PD  senkrecht  auf  dem  zum  Einfallspunkt  gehörigen  Radius  vector  FD 
stehen.     Hieraus  folgt  eine  einfache  Constructionsregel: 

40)  Man  schlage  über  der  Entfernung  des  strahlenden 
Punktes  vom  Brennpunkte  als  Durchmesser  einen  Kreis  und 
fälle  von  den  Schnittpunkten  dieses  Kreises  und  der  Para- 
bel senkrechte  Linien  gegen  die  Parabelaxe,  so  sind  diese 
Senkrechten  die  Scheiteltangenten  der  kaustischen  Linie. 

Der  Kreis  schneidet  die  Parabel  nur  dann,  wenn  die  Entfernung 
des  strahlenden  Punktes  vom  Sclieitel  der  Parabel  grösser  als  4,5  p  ist, 
und  nur  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  giebt  es  Seheiteltangenten. 
Für  z  SS  4,5p  stehen  nach  33)  die  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe;  sie 
fallen  mit  den  Scheiteltangenten  zusammen. 

Die  Scheitelpunkte,  also  die  Berührungspunkte  der  Scheiteltan- 
genten, lassen  sich  durch  die  allgemeine  Construction  34)  leicht  bestim- 
men; die  hierzu  erforderliche  Senkrechte  zum  Einfallsstrahl  ist  in  diesem 
Falle  offenbar  der  zum  Einfallspunkte  gehörige  Radius  vector.  (Vergl. 
Fig.  5.) 

Aus  der  Betrachtung  der  Figur  ergiebt  sich  ferner,  dass  das  Prodnct 
der  Abstände  des  Brennpunktes  von  zwei  zusammengehörigen  Scheitel- 
tangenten conatant,  und  zwar  gleich  p^  ist.  Die  Schnittpunkte,  welche 
je  zwei  zusammengehörige  Scheiteltangenten  auf  der  Axe  bestimmen, 
gehören  also  einer  involutorischen  Punktreihe  an,  deren  Hauptpunkte  in 
der  Entfernung  p  vom  Brennpunkte  F  zu  beiden  Seiten  desselben  liegen. 
Hieraus  lassen  sich  die  verschiedenen  Lagen  der  Scheitel  leicht  übersehen. 
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Rectification.  Die  Länge  eines  Bogenstückes  der  kaustischen 
Linie  ist,  wie  bei  der  Rectification  der  Brennlinie  des  Kreises  erörtert 
wurde,  gleich  der  Differenz  aus  den  beiden  Krümmungsradien  der  Rou- 
lette, welche  zu  den  Endpunkten  des  Bogens  gehören.  Diese  Radien 
sind  durch  Gleichung  36)  zu  berechnen  und  damit  ist  die  Bogenlänge 
leicht  bestimmbar. 

41)  In  Fig.  5  sind  die  kaustischen  Linien  der  Parabel  für  vier  ver- 
schiedene Lagen  des  strahlenden  Punktes  P  dargestellt.  Den  Punkten  I 
bis  IV  entsprechen  die  Brennlinien  1  bis  4.  Liegt  P  in  endlicher  Ent- 
fernung und  ist  sein  Abstand  vom  Parabelscheitel  grösser  als  4,5)9,  so  hat 
die  kaustische  Linie  im  Allgemeinen  die  Gestalt  der  Curve  1.  Die  Linie 
hat  zwei  symmetrisch  zur  Axe  liegende  Asymptoten  [31)],  welche  mit  der 
positiven  Richtung  derselben  spitze  Winkel  bilden ,  die  um  so  kleiner  wer- 
den, je  weiter  sich  der  Punkt  P  vom  Scheitel  entfernt;  femer  zwei  zur 
Axe  gleichfalls  symmetrisch  liegende  Rückkehrpunkte  [37)]  und  einen 
Rückkehrpunkt  in  der  Parabelaxe.  Die  beiden  Zweige,  welche  sich  von 
dem  zuletzt  genannten  Punkte  aus  ins  Unendliche  erstrecken,  bilden  den 
objectiven  Theil  der  Ctirve. 

Ist  der  Abstand  z  des  strahlenden  Punktes  vom  Scheitel  gleich  4,5  p, 
so  fallen  die  beiden  Asymptoten  zusammen  und  bilden  eine  zur  Axe 
senkrecht  stehende  Gerade  [33)] ;  Gurve  2  in  Fig.  5.  Rückt  der  strah- 
lende Punkt  weiter  gegen-  den  Scheitel  vor,  so  trennen  sich  die  Asym- 
ptoten wieder  und  bilden  fernerhin  stumpfe  Winkel  mit  der  Parabelaxe. 
Ist  z=3l,5p,  80  gehen  die  Asymptoten  durch  deu  strahlenden  Punkt ;  Curve  3. 

Ist  z  =  Pi  so  fallt  der  eine  Rückkehrpunkt  mit  P  zusammen.  Be- 
wegt sich  P  noch  weiter,  so  entfernen  sich  alle  drei  Rückkehrponkte 
schnell,  und  zwar  der  in  der  Axe  liegende  Punkt  in  seiner  bisherigen 
Bewegungsrichtung  innerhalb  der  Parabel,  die  beiden  anderen  in  ent- 
gegengesetzter Richtung,  ausserhalb.  Kommt  der  strahlende  Punkt  im 
Brennpunkte  an,  so  liegen  die  drei  Rückkehrpunkte  in  unendlicher  Ent- 
fernung; die  Asymptoten  sind  parallel  zur  Axe;  die  reflectirten  Strahlen 
sind  sämmtlich  parallel. 

Rückt  der  strahlende  Punkt  über  den  Brennpunkt  hinaus,  so  liegt 
der  Schnittpunkt  der  Asymptoten  ausserhalb  der  Parabel  und  nähert  sich 
aus  unendlicher  Entfernung,  entsprechend  dem  Vorrücken  von  P,  allmälig 
dem  Scheitel;  gleichzeitig  erscheint  der  eine  Rückkehrpunkt  auf  dieser 
Seite  der  Axe  und  nähert  sich  ebenfalls  dem  Scheitel.  Die  beiden  an- 
deren Rückkehrpunkte  liegen  jetzt  innerhalb  der  Parabel  und  rücken 
auch  allmälig  dem  Scheitel  näher.  Die  von  diesen  Punkten  ausgehenden 
vier  Zweige  der  Curve  bilden  jetzt  den  objectiven  Theil  der  Brennlinie. 
Als  Beispiel  dient  die  Curve  4  in  Fig.  5.  Die  mit  1*  und  4*  bezeich- 
neten Linien  sind  Theile  der  Rouletten,  welche  zu  den  Punkten  I  und 
IV  gehören. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Dr.  O.  Kessler.  21 


Liegt  der  strahlende  Punkt  ausserhalb  der  Parabel  in  der  Verlange- 
ruDg  ihrer  Axe,  so  sind  die  Asymptoten  und  die  beiden  ausserhalb  der 
Axe  gelegenen  Rückkehrpunkte  imaginär.  Die  Cnrve  hat  nur  einen, 
durch  38)  bestimmten  reellen  Rückkehrpunkt  und  berührt  die  Parabel  in 
den  beiden  Punkten,  in  welchen  dieselbe  durch  die  Polare  von  P  ge* 
schnitten  wird.  Das  endliche  Stück  der  Curve  zwischen  den  beiden  Be- 
rührungspunkten ist  der  subjective  Theil  derselben.  Die  einzelnen  Punkte 
der  kaustischen  Linie,  insbesondere  die  Scheitel  derselben,  können  auch 
in  diesem  Falle  nach  34)  und  40)  leicht  construirt  werden. 

m.    Die  kaustifichen  Linien  der  Ellipse. 

Der  fllrahlende  Funkt  P  liege  auf  der  grossen  Axe  der  Ellipse  in  der 
Entfernung  e  yom  Mittelpunkte  M  derselben« 

Nach  Satz  12)  ist  die  zugehörige  kaustische  Linie  die  Evolute  einer 
Roulette,  welche  ein  Punkt  P^  beschreibt,  der  mit  einer  zweiten,  der 
gegebenen  congruenten  Ellipse  in  symmetrischer  Lage  zum  strahlenden 
Punkte  P  verbunden  ist,  während  diese  auf  der  gegebenen  so  abrollt, 
dass  sich  beide  Ellipsen  stets  in  entsprechenden  Punkten  berühren. 

In  Fig.  6  sei  $  der  augenblickliche  Berührungspunkt  (Pol)  der  bei- 
den Ellipsen,  deren  Halbaxen  mit  a  und  h  bezeichnet  werden.  P  ist 
der  strahlende  Punkt,  also  die  Entfernung  PM  gleich  z.  Die  Coordina- 
ten  des  Punktes  $  seien  x  und  y^  die  zugehörigen  Radien  vectoren  seien 
^F^=^v  und  $G  =  w.  Die  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Curven 
schneide  die  Axen  im  Punkte  ^;  die  zugehörige  Normale  schneide  die 
grosse  Axe  der  gegebenen  Ellipse  im  Punkte  N. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  Radien  vectoren  mit  der 
Tangente  bilden,  mit  a,  und  den  spitzen  Winkel,  welchen  diese  Tan- 
gente mit  der  grossen  Axe  der  Ellipse  bildet,  mit  A,  so  findet  man  unter 
Berücksichtigung  der  Eigenschaften  der  Ellipse  leicht  folgende  Beziehungen 
zwischen  den  erwähnten  Grössen: 


Es  ist  FN=i  —  Vy   wenn  die  Excentricität  j/a^—b^  mit  c  bezeichnet 
a 

wird.     Aus  dem  Dreieck  FN^  findet  man  demnach 

co$k=  —  cos  a. 
c 

-n  .  ,       .  t      •  ä^ig^k  a^  (c^  ^  a^  cos^  a)  ,  ,. 

femer  ergiebt  sich  0^=75— — 5-7-0-,*= 5—7-» -^  nnd  hieraus 

°  b^  +  a'lg^k  c^stn^a 

femer 

43)  /^2^  =  — — also    sin^k  =  -7 — ^-^— g. 
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44)  r«  =  y«  +  («-z)«  =  6* _  +  (a:-z)». 


Bezeichnet  man  cUe  Länge  des  einfallenden  Strahles  P^  mit  r,  so  ist 

Nennt  man  den  Winkel,  welchen  dieser  Strahl  P^  mit  der  Tangente  ^A 
bildet,  d,  so  findet  man  ans  dem  Dreieck  AP^ 

sin d      AP     a*^  xz 

sinl        r  rx      * 

also  mit  Berücksichtigung  von  43) 

^^>  ^^'*"=r»(a^.c»a:>)' 

Es  soll  femer  der  Dnrebmesser  d  des  in  $  gehörigen  augenblick- 
lichen Wendekreises  bestimmt  werden.  Verlängert  man  F$  über  $  hinaus 
um  den  Radius  vector  w^  so  ist,  da  die  Ellipsen  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  gemeinschaftliche  Tangente  liegen,  der  Endpunkt  G^  dieser  Ver- 
längerung ein  Brennpunkt  der  beweglichen  Curve.  Da  ferner  FG^^  con- 
stant  gleich  2  a  ist ,  so  beschreibt  der  Punkt  G^  einen  Kreis  um  den  Mit- 
telpunkt F.  Bezeichnet  man  denjenigen  Punkt  auf  der  Verlängerung 
von  F$,  welcher  augenblicklich  mit  einem  Wendepunkte  der  von  ihm 
beschriebenen  Bahn  zusammenfällt,  mit  J,  so  ergiebt  der  Savary^sche 
Satz  die  Gleichung 


also 


w  *   p       ^J 


Da  Punkt  J  auf  dem  Wendekreise  liegen  muss,   so   findet  man  hieraus 
den  Durchmesser  dieses  Kreises 

sma      2asma 
Nach  einem  bekannten  Satze  von  der  Ellipse  ist  vwsm^a^^b^j  also 

6« 


46)  d  = 


2a8in^a' 


Denselben  Werth  würde  man  aus  der  Gleichung  d^^--^  erhalten ;  anderer- 
seits kann  die  gegebene  Ableitung  desselben  zur  Bestimmung  des  Krüm- 
mungsradius Q  der  Ellipse  dienen. 

Ganz  in  derselben  Weise,  wie  oben  [30)]  bei  der  Betrachtung  der 
Parabel,  ergiebt  sich  hier  für  die  Ellipse  der  Satz: 

Die  zurückgeworfenen  Strahlen  der  von  den  Punkten  eines  Kreises, 
welcher  die  Ellipse  auf  der  innern  Seite  in  einem  Punkte  $  berührt  und 
den  halben  zu  $  gehörigen  Krümmungsradius  der  Ellipse  zum  Durch- 
messer hat,   ausgehenden   und   den  Einfallspunkt  iß  treffenden  Strahlen 
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sind  Asymptoten   der  zu  den  entsprechenden  strahlenden  Punkten   ge- 
hörigen Brennlinien. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  können  die  Asymptoten  der  kaustischen 
Linie,  welche  zu  einem  auf  der  grossen  Axe  liegenden  Punkte  P  ge- 
hören, leicht  hestimmt  werden.  Ist  $  (Fig.  7)  der  Einfallspunkt,  aus 
welchem  der  von  P  einfallende  Strahl  r  als  Asymptote  reflectirt  wird,  so 
muss  der  die  Ellipse  im  Punkte  ^  herührende  Kreis,  dessen  Durchmesser 
die  oben  bestimmte  Grösse  d  hat,  durch  den  strahlenden  Punkt  P  hin- 
durchgehen ;  der  Durchmesser  $  0^  dieses  Kreises  (des  Wendekreises  der 
umgekehrten  Bewegung)  liegt  in  der  Normale,  welche  zu  $  gehört.  Bor 
zeichnet  man  den  Winkel,  welchen  der  einfallende  Strahl  mit  der  Tan- 
gente bildet,  wie  oben  mit  d,  so  ist 

r  =  d  sin  Ö. 
Setzt   man   für  r,    d  und  sinö  die   unter  44),  45)  und  46)  gefundenen 
Werthe  ein,  so  erhält  man  unter  Anwendung  von  42) 

oder 

6«^_  +  (a:-z)«  = — L, 

Nimmt  man  den  Werth  von  z,  also  die  Entfernung  des  strahlenden  Punk- 
tes vom  Mittelpunkte  der  Ellipse,  als  gegeben  an,  so  kann  die  gefun- 
dene Gleichung  zur  Bestimmung  vpn  o:,  d.  h.  zur  Berechnung  der  Ab- 
scisse  desjenigen  Ellipsenpunktes,  aus  welchem  der  von  P  einfallende 
Strahl  als  Asymptote  der  Brennlinie  reflectirt  wird ,  dienen.  Bei  gehöriger 
Umformung  erhält  diese  Gleichung  die  Form 

47)  aH»-^a^  +  ^«+^(2c«-2t«-fl«)==0. 

Die  Discussion  dieser  Gleichung  folgt  später  unter  55). 

Es  soll  jetzt  die  Länge  r^  irgend  eines  reflectirten  Strahles  vom  Ein- 
fallspunkte $  bis  zum  Berührungspunkte  mit  der  kaustischen  Linie  be- 
stimmt werden.  Dieser  Berührungspunkt  ist  zugleich  der  Krümmungs- 
mittelpunkt des  Bogenelements ,  welches  der  zu  P  symmetrisch  liegende 
Punkt  P^  beschreibt,  wenn  $  der  momentane  Pol  ist  (Fig.  6).  Nach  dem 
Savary 'sehen  Satze  5)  hat  man  demnach  die  Beziehung 


I— H — )smd  =  —  , 


wenn  mit  q  der  Krümmungsradius  der  Ellipse  im  Punkte  $  bezeichnet 

b^ 
wird;   da  ferner  unter  46)  die  Abhängigkeit  ^  =  2rf,  also  = — rj-  ge- 
funden wurde,  so  erhält  man  die  Gleichung 

r  h^  sin  ö 


r,  = 


2 a  sifi^a  r -^  b*  sini' 
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Wenn  man  weiter  sin^u  und  sind  nach  42)  and  45)  durch  die  Abscisse 
des  EinfallBpunktes  ausdrückt,  so  ergiebt  sich 

^^^  '  "■  2a*r2  -  («»  ^xz){a^  -  c^x^)' 

Da  die  reflectirten  Strahlen  die  kaustische  Linie  berühren,  so  kann  von 
jedem  Punkte  der  Ellipse  aus  leicht  eine  Tangente  an  diese  Curve  ge- 
legt werden ;  der  Berührungspunkt  ist  durch  die  oben  gefundene  Gleich- 
ung bestimmbar.  Andererseits  können  die  efnzelnen  Punkte  der  Brenn- 
linie ohne  irgend  eine  Rechnung  durch  die  allgemeine  Construction  7) 
gefunden  werden;  diese  Construction  lässt  sich  in  derselben  Weise,  wie 
beim  Kreis  und  bei  der  Parabel  [34)]  gezeigt  wurde,  vereinfachen. 

Der  Krümmungsradius  B  der  Roulette  ist  gleich  r.+  ^D  also 

j.^ 2aM 

2a*r«  -  (a»  -  xz)  (a*  -  c*x^)' 
Setzt  man  für  r  den  unter  44)  gefundenen  Werth  ein,  so  erhält  man 

R  wird  unendlich  gross,  wenn  der  Nenner  des  erhaltenen  Bruches  gleich 
Null  wird;  hieraus  ergiebt  sich  dieselbe  Gleichung,  wie  die  unter  47) 
direct  gefundene,  zur  Bestimmung  der  Asymptoten  der  Brennlinie. 

Wie  schon  früher  bei  der  Betrachtung  des  Kreises  und  der  Parabel 
erörtert  wurde,  entspricht  jedem  Maximum  oder  Minimum  der  Krümmung 
der  Roulette  ein  Rückkehrpunkt  der  kaustischen  Linie.  Aus  der  nach  x 
genommenen  Ableitung  von  B  findet  man  leicht,  dass  der  Krümmungs- 
radius R  der  Roulette  ein  Maximum  resp.  Minimum  erreicht,  wenn  x 
gleich  z  wird;  d.  h.: 

50)  Die  kaustische  Linie  der  Ellipse  hat  zwei,  sym- 
metrisch zur  grossen  Axe  liegende  Rückkehrpunkte;  die 
Tangenten  in  diesen  Rückkehrpunkten  sind  die  reflectirten 
Strahlen,  welche  von  den  beiden  Punkten  der  Ellipse  aus- 
gehen, deren  Projection  auf  die  grosse  Axe  der  strahlende 
Punkt  ist. 

Der  Krümmungsradius  der  Roulette  erreicht  femer,  wie  leicht  ersicht- 
lich, einen  grössten  resp.  kleinsten  Werth  für  die  beiden  Scheitel  der- 
selben, d.  h.  für  die  beiden  Lagen  des  beschreibenden  Punktes  P^,  bei 
welchen  die  rollende  Ellipse  die  gegebene  in  einem  der  beiden  Scheitel 
der  grossen  Axe  berührt. 

51)  Die  kaustische  Linie  hat  demnach  noch  zwei  Rück- 
kehrpnnkte,  welche  in  der  grossen  Axe  der  Ellipse  oder  in 
deren  Verlängerung  liegen. 
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a)  BeBtinuiiiuig  der  beiden  Bttekkehrpunkte,  welche  ausserhalb  der 
gössen  Axe  liegen. 

Da  bereits  der  Ausgangspunkt  für  jede  der  beiden  Tangenten  der 
Brennlinie  in  diesen  Rückkehrpunkten  gefunden  wurde,  so  ist  zur  voll- 
ständigen Bestimmung  dieser  Tangenten  nur  die  Angabe  der  Lage  des 
Durcbschnittspunktes  T  derselben  mit  der  grossen  Axe  erforderlich.  Be- 
zeichnet man  die  Entfernung  dieses  Schnittpunktes  T  vom  strahlenden 
Punkte  P  mit  /  und  berücksichtigt  man,  dass  die  Strecke  PT  durch  die 
Tangente  und  die  Normale,  welche  zum  Einfallspunkte  gehören,  har- 
monisch getheilt  wird,  so  findet  man 

Nachdem  so  die  Lagen  der  beiden  Rückkehrtangenten  vollständig  bestimmt 
Bind,  ist  zur  Auffindung  der  Rückkehrpunkte  selbst  nur  noch  die  Be- 
rechnung der  Strecke  einer  solchen  Tangente,  vom  Einfallspunkte  bis 
zum  Rückkehrpunkte,  nothwendig.  Man  erhält  diese  Strecke  Tq,  wenn 
man  in  den  unter  48)  gefundenen  Ausdruck  für  die  Länge  r^  irgend  eines 
reflectirten  Strahles  statt  x  den  Worth  z  und  statt  der  Länge  r  des  ein- 


fallenden Strahles  den  besondern  Werth  —  j/a^  —  z*  einsetzt;  man  findet 


a 


Wird   r^  negativ,   so   liegt  der  Rückkehrpunkt  in  der  Rückverlängernng 
des  zugehörigen  reflectirten  Strahles. 

ß)  Bestimmung  der  beiden  Bttckkehrpunkte^  welche  in  der  grossen  Axe 

liegen. 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  dieser  beiden  Punkte  von  den 
Scheiteln  S  resp.  S^  der  Ellipse  mit  p  und  ^,  den  Krümmungsradius  der 
Ellipse  für  diese  Scheitel  mit  Qq,  so  ergiebt  der  Savary'sche  Satz  5) 
die  Gleichungen 

1.12         ,1.12 
^.-_=—   und   — ; h  — =  — • 

54)  Die  Strecken  zwischen  den  Scheiteln  der  Ellipse  und 
den  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkten  werden  durch 
den  strahlenden  Punkt  und  durch  je  einen  der  beiden  Rück- 
kehrpunkte  harmonisch  getheilt.  Aus  den  gefundenen  Gleich- 
ungen ergeben  sich  die  gesuchten  Entfernungen 

^-a«  +  c«-2a2    ™      ^^a^  +  c^  +  2az' 
und  zwar  ist  p  die  Entfernung  des  einen  Rückkehrpunktes  von  dem  End- 
punkte derjenigen  Halbaxe,  innerhalb  welcher  der  strahlende  Punkt  liegt. 
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55)  Es  sollen  jetzt  die  verschiedenen  Lagen  der  Asymptoten  und 
Rückkehrpnnkte,  also  die  verschiedenen  Gestalten,  welche  die  kaustischen 
Linien  der  Ellipse  annehmen  können ,  untersucht  werden.  Hierzu  ist 
zunächst  die  Discussion  der  Gleichung  47) 

durch  welche  die  Ahscissen  derjenigen  Ellipsenpunkte  bestimmt  werden 

von  denen  die  Asymptoten  ausgehen,  erforderlich. 

4a* 
Die  Discriminante  dieser  Gleichung  ist  -g-^(c^  — :i*)*(<i*— 2a*c*+c*2*). 

Es  sind  demnach  folgende  drei  FXUe  zu  unterscheiden: 

wenn  2*>-j  (2c*— «*)   ist,   so   hat  die  Gleichung  47)  1  reelle  und  2 

imaginäre  Wurzeln; 

wenn  «*  =  -jj  (2c*— a*)  ist,  so  hat  die  Gleichung  47)  3  reelle,  darunter 

2  gleiche  Wurzeln; 

a* 
wenn  2*<^(2c*— ö*)  ist,  so  hat  die  Gleichung  47)  3  reelle  und  ver- 
schiedene Wurzeln. 
Zur  näheren  Bestimmung  der  Abhängigkeit  der  Grössen  dieser  Wurzeln 
von   der  Entfernung  z  des   strahlenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  der 
Ellipse  betrachte  man  den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
47).     Bezeichnet  man  denselben  mit  /(.t),  so  ergiebt  sich: 
Für  a;  =  +  00  nimmt  f(x)  den  Werth  +  oo  an. 

Z  — •  Q 

Für  a:  =  -f  a  wird  /"(«)  =  «'— s — (ö*  +  c*  — 2««).     Nimmt  man  den 

irZ 

strahlenden  Punkt  innerhalb  der  Ellipse,  also  z  zwischen  0  und  a  an, 
so  wird  der  zuletzt  erhaltene  Werth  von  f{^)  entweder  negativ,  gleich  0 
oder  positiv,  je  nachdem  a*+c*  —  2ö2  positiv,  gleich  0  oder  negativ  ist; 

d.  h.: 

a*+r* 
wenn  «<— s —  ißt,  so  ist  f(x)  negativ  für  a:  =  -f  a; 

a*-|-c* 
wenn  «  =  — s —   *8t,  so  ist  f(pc)  gleich  Null  für  a:=  +  a; 

a*-|-c* 
wenn  z>— ^ —   *ß^i  ^^  ^ß*  A^)  positiv  für  x^='\'a^ 

Für  x^  —  a  ist  fip)  stets  negativ. 

Für  a?  =  2  wird  f(x)=^—^—  (2a«c»  — a*  — c««»).    Dieser  Werth  wird, 

wenn  z  zwischen  0  und  +a  liegt,  entweder  positiv,  gleich  0  oder  nega- 
tiv, je  nachdem  2tt*c*-- ä*  — c*«^  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  Null 
ist;  d.  h.: 
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wenn  z<-^2c*  — a*  ist,  so  ist  f{x)  positiv  für  a?  =  2; 


wenn  «=  — ^2c*  — a*  ist,  so  ist  f(x)  gleich  Null  für  aj=z; 
c 

wenn  «>  — ^^20^— a*  ist,  so  ist  /"(a?)  negativ  für  a?  =  z. 
c 

a*  «*  +  <-* 

Da  -5  (2  c*  —  «*)  stets  kleiner  als  c*  und  andererseits  —5 —  stets  grösser 

als  c  ist,  so  musB  auch  —5 —    stets  grösser  als  —  }/2c*— «*  sein.     Ist 


a 


a^  +  c 


8 


demnach  z  <  —  ]k2c^— a',  also  auch  kleiner  als  — ^ — ,  so  ist  fix)  po- 
sitiv für  a?s=Qo,  negativ  für  w=^  +  a^  positiv  für  a?=2  und  negativ  für 
x=^-—a.  Die  Gleichung  47)  hat  also  in  diesem  Falle  drei  reelle  Wur- 
zeln, und  zwar  eine  Wurzel  zwischen  -{-a  und  +^9  ein®  zwischen  z 
und  +a  und  eine  zwischen  z  und  —  a.  Durch  die  erste  dieser  drei 
Wurzeln  wird  offenbar  kein  reeller  Funkt  der  Ellipse  bestimmt;  die 
Gleichung  47)  liefert  also  unter  der  oben  angenommenen  Bedingung  nur 
zwei,  für  die  Bestimmung  reeller  Asymptoten  brauchbare  Werthe. 


Ist  dagegen  2  >  —  J^2  c^  —  €l^  so  hat  die  Gleichung  47) ,  wie  die  Dis- 
criminante  zeigt,  nur  eine  reelle  Wurzel  und  diese  ist  nach  dem  oben 
Gefundenen   grösser  als  a,  falls  zugleich  z  kleiner  als  —^ —  ist,   also 

unbrauchbar  zur  Bestimmung  von  Asymptoten;  nimmt  man  aber  z  grösser 

<»*  +  c^  . 

als  —5 —  ,  so  liegt  diese  eine  reelle  Wurzel  zwischen  z  und  +a. 

Hiemach  lassen  sich,  mit  Einschluss  der  Grenzf&lle,  folgende  fünf 
Arten  von  kaustischen  Linien  bei  der  Ellipse  unterscheiden,  und  zwar 
ist  die  Gestalt  derselben  abhängig  von  der  Entfernung  z  des  strahlenden 
Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse. 


Fall  I.     Es  sei  z  kleiner  als   -/2c«-«».     Die  Gleichung  47) 

ergiebt  dann ,  wie  oben  gefunden ,  zwei  zur  Bestimmung  der  Asymptoten 
brauchbare  Werthe  für  o?;  der  eine  liegt  zwischen  z  und  +a,  der  andere 
zwischen  z  und  —  a.  Dies  sind  die  Abscissen  der  Ellipsenpunkte,  von 
denen  die  Asymptoten  ausgehen;  d.  h.:  Die  kaustische  Linie  hat 
in  diesem  Falle  vier  Asymptoten,  von  denen  je  zwei  sym- 
metrisch zur  grossen  Axe  der  Ellipse  liegen.  Zur  vollständigen 
Bestimmung  dieser  Linien  genügt  die  Angabe  der  Punkte,  in  denen  sie 
die  grosse  Axe  schneiden.  Die  Entfernung  s  eines  solchen  Durchschnitts- 
punktes ff  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man 
berücksichtigt,   dass   die  Strecke  zwischen  den  Punkten  ff  und  P  durch 
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die  zum  Einfallspunkte,  dessen  Abscisse  x  aus  der  Gleichung  47)  gefun- 
den wurde,  gehörige  Tangente  und  durch  die  zugehörige  Normale  har- 
monisch getheilt  wird.     Man  erhält 

a*z  —  2a^c'x  +  c^x^z 

Hierbei  wird  s  negativ,  wenn  H  und  P  in  derselben  Ualbaxe  liegen.  Die 
vier  Rückkehrpunkte  und  die  Tangenten  der  Curve  in  diesen  Punkten 
sind  durch  50),  52)  und  54)  bestimmt,  r^  wird  in  diesem  Falle  stets 
negativ;  d.  h.  die  ausserhalb  der  grossen  Axe  liegenden  Bückkehrpunkte 
befinden  sich  auf  den  Rttckverlängerungen  der  zugehörigen  reflectirten 
Strahlen. 


/2c^— /i* 
Wenn  z=T/ ^ iß* »  ^^  verschwindet  das  Glied  ohne  x  in  der 

Gleichung  47);  die  eine  der  beiden  Abscissen,  durch  welche  die  Schnitt- 
punkte der  Asymptoten  mit  der  Ellipse  bestimmt  werden,  hat  also  den 
Werth  0,  d.  h.  zwei  der  Asymptoten  gehen  durch  die  Endpunkte  der 
kleinen  Axe  und  schneiden  die  grosse  in  einem  Punkte,  welcher  vom 
Mittelpunkte  ebenso  weit  entfernt  ist  wie  der  strahlende  Punkt. 

Der  Fall  I  kann  nur  dann  eintreten,  wenn  2c^>a^  oder 
wenn  a'>  26^  ist,  also  nur  bei  solchen  Ellipsen,  bei  denen  die  Excentri- 
cität  c  grösser  als  die  halbe  kleine  Axe  ist. 

In  Fig.  8  ist  eine  dem  hier  betrachteten  Falle  angehörige  Brennlinie 
dargestellt;  dieselbe  ist  in  allen  Theilen  mit  2  bezeichnet;  der  strahlende 
Punkt  ist  II,  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkte  z  =  0,5a.  Bei  der  hier 
gegebenen  Ellipse  ist  a  gleich  26  angenommen.  Die  gezeichnete  Hälfte 
der  kaustischen  Linie  wird  dmrch  die  vom  oberen  Theile  der  Ellipse 
reflectirten  Strahlen  gebildet.   Die  zughörige  Roulette  ist  mit  2'  bezeichnet. 

Fall  II.     Es  sei  z  gleich  ~/2c^-a2.     Die   Gleichung  47)   hat 

unter  dieser   Annahme   drei  reelle  Wurzeln,   von   denen   zwei  einander 

a^  +  c* 
gleich  sind.     Da  jetzt  auch  die  Bedingung  z<  — ä —  erfüllt  ist,  so  muss 

^  (i 

die  eine  dieser  Wurzeln  grösser  als  a  sein;  sie  bestinmit  also  keinen 
reellen  Punkt  der  Ellipse.  Die  beiden  anderen,  einander  gleichen  Wur- 
zeln sind,  wie  unter  55)  entwickelt  wurde ,  hier  gleich  z,  d.  h.  die 
Asymptoten  gehen  von  den  Ellipsenpunkten  aus,  deren  Projection  auf 
die  grosse  Axe  der  strahlende  Punkt  ist.  Die  Entfernung  s  des  Durch- 
«chnittspunktes  der  Asymptoten  vom  Mittelpunkte  wird  hier  gleich  Null 
nach  56). 

Die  kaustische  Linie  hat  im  Falle  II  zwei  Asymptoten, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  gehen. and  diese 
in   zwei   Punkten  schneiden,   deren  Verbindungslinie  senk- 
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recht  zur  grossen  Axe  steht  und  den  strahlenden  Punkt 
enthält. 

Nach  50)  ist  jede  dieser  Asymptoten  zugleich  als  Tangente  in  einem 
der  ausserhalb  der  Axe  liegenden  Rückkehrpunkte  anzusehen;  diese  bei- 
den Rückkehrpunkte  selbst  liegen  hier  unendlich  fem.  Die  beiden  an- 
deren liegen  auf  der  grossen  Axe  innerhalb  der  Ellipse  und  sind  durch 
54)  bestimmt. 

Fall  II  kann  nur  dann  eintreten ,  wenn  c  entweder  gleich  oder  grös- 
ser als  b  ist.  In  Fig.  8  ist  die  hierher  gehörige,  der  Deutlichkeit  wegen 
pnnktirte  Cnrve  mit  3  bezeichnet.     III  ist  der  strahlende  Punkt  in  der 

Entfernung  z^  —  yß   von   M.      Auch  hier  ist  nur  die  eine  Hälffce  der 

Brennlinie,  nämlich  diejenige,  welche  durch  die  vom  oberen  Theile  der 
Ellipse  reflectirten  Strahlen  gebildet  wird,  gezeichnet. 


Fall   III.     z   sei   grösser  als  — l^2c*— a*,    aber  kleiner  als 

c 

—X — .     Die  Gleichung  47)  hat  unter  diesen  Bedingungen  nur  eine  reelle 

Wurzel,  welche  grösser  als  a  ist  und  deshalb  keine  reellen  Punkte  der 
Ellipse  bestimmt.  Die  Brennlinie  hat  demnach  keine  Asymptoten.  Die 
vier  Rückkehrpunkte  sind  durch  50)  und  54)  gegeben.  Zwei  liegen  auf 
der  grossen  Axe  innerhalb  der  Ellipse ;  die  beiden  anderen  liegen  in  end- 
licher Entfernung,  und  zwar,  da  r^  hier  positiv  ist,  in  den  wirklich 
reflectirten,  durch  52)  bestimmten  Strahlen. 

Die  kaustische  Linie  ist  im  Falle  III  eine  geschlossene 
Curve  mit  vier  Rückkehrpunkten,  und  durchweg  objectiv.  Die- 
selbe kann  sich  auf  einen  Punkt  reduciren  [vergl.  unten  57)].  '  Die  Brenn- 
linie 4  für  den  strahlenden  Punkt  IV  in  Fig.  8  giebt  ein  Bild  der  Curven 
dieser  Art.  Die  gezeichnete  Hälfte  derselben  ist  die  zum  oberen  Theile 
der  reflectirenden  Ellipse  gehörige;  es  ist  z  hier  gleich  0,85a  angenommen. 

q2  ^  fA 

Fall  IV.    Es  sei  z  gleich  — ^ — .     Da  bei  dieser  Annahme  z  auch 
^  2  a 


grösser  als  — ^2c*  — a*  ist,  so   hat  die  Gleichung  47)  nur  eine  reelle 

Wurzel  und  diese  ist,  wie  oben  entwickelt  wurde,  gleich  a.  Hierdurch 
wird  der  Scheitel  der  Ellipse ,  welcher  dem  strahlenden  Punkte  zunächst 
liegt,  bestimmt;  der  zugehörige  reflectirte  Strahl  fällt  also  mit  der  grossen 
Axe  zusammen. 

Die  kaustische  Linie  hat  im  Falle  IV  nur  eine  Asymptote, 
welche  mit  der  grossen  Axe  zusammenfällt.  Der  strahlende 
Punkt  liegt  in  diesem  Falle  in  der  Mitte  zwischen  dem  Scheitel  der  El- 
lipse und  dem  zugehörigen  Krümmungsmittelpnnkte  derselben;  folglich 
liegt  nach  54)  der  eine  der  beiden  Rückkehrpnnkte  auf  der  Verlängi^rung 
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der  grossen  Axe  in  unendlicher  Entfernung,  der  andere  innerhalb  der 
Ellipse.  Die  beiden  ausserhalb  der  Axe  liegenden  Rückkehrpunkte  wer- 
den wie  bei  Fall  III  bestimmt.  Die  ganze  Curve  ist  auch  hier  durchweg 
objectir.  Bei  der  Ellipse  in  Fig.  8  ist  V  der  diesem  Falle  entsprechende 
strahlende  Punkt  in  der  Entfernung  z^^a  von  M»  Die  zum  oberen 
Theile  der  reflectirenden  Ellipse  gehörige  Hälfte  der  Brennlinie  ist  mit  5 
bezeichnet. 

a*  +  c* 
Fall  V.     Es  sei  z  grösser  als  —zr —  und  kleiner  als  a.    Die 

Gleichung  47)  hat  unter  dieser  Voraussetzung  nur  eine  reelle  Wurzel  und 
diese  liegt,  wie  oben  gezeigt  wurde,  zwischen  z  und  +a. 

Die  kaustische  Linie  hat  im  Fal}e  V  zwei  Asymptoten, 
welche  zur  grossen  Axe  symmetrisch  liegen.  Der  gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkt  dieser  Asymptoten  mit  der  grossen  Axe  ist  wie 
bei  Fall  I  zu  finden ;  damit  sind  diese  Linien  vollkommen  bestimmt.  Die 
ausserhalb  der  Axe  liegenden  Rückkehrpunkte  sind  ebenfalls  wie  früher 
zu  ermitteln;  da  r^  hier  positiv  ist,  so  liegen  dieselben  in  den  objectiven 
Th eilen  der  durch  52)  bestimmten  Strahlen.  Von  den  beiden  anderen 
Rückkehrpunkten  liegt  der  eine  auf  der  grossen  Axe  innerhalb  der  El- 
lipse, der  zweite,  weil  p  negativ  wird  [54)],  in  der  Rückverlängerung 
derjenigen  Halbaxe,  welche  den  Punkt  P  enthält.  Von  hier  aus  erstreckt 
sich  die  Curve  mit  zwei  asymptotischen  Aesten  ins  Unendliche;  dieser 
Theil  ist  subjectiv,  während  der  übrige  Theil,  welcher  drei  Rückkehr- 
punkte enthält,  durchweg  objectiv  ist.  In  Fig.  8  ist  6  eine  solche  Brenn- 
linie; der  strahlende  Punkt  VI  liegt  in  der  Entfernung  2  =  0,9<i  von  M, 
Die  gezeichnete  Hälfte  der  Curve  gehört  zum  oberen  Theile  der  Ellipse. 
57)  Der  Zusammenhang  dieser  einzelnen  Fälle  ist  leicht  zu 
übersehen,  wenn  man  den  %trahlenden  Punkt  allmälig  vom  Mittelpunkt 
der  Ellipse  bis  zum  Endpunkte  der  grossen  Axe  fortrücken  lässt  und  die 
in  Fig.  8  gezeichneten ,  zum  oberen  Theile  der  reflectirenden  Ellipse  ge- 
hörigen Hälften  der  kaustischen  Linien  betrachtet.  Liegt  der  strahlende 
Punkt  P  im  Mittelpunkt,  so  hat  die  Hälfte  der  Brennlinie  die  in  der 
Figur  mit  1  bezeichnete  Gestalt;  die  ganze  kaustische  Linie  besteht  aus 
zwei  getrennten  subjectiven  und  aus  zwei  gleichfalls  getrennten  objectiven 
Theilen;  sie  hat  vier  Asymptoten.  Rückt  der  Punkt  P  allmälig  vorwärts 
nach  II,  so  neigt  sich  gleichsam  die  Curve  nach  derselben  Seite  und 
behält  wesentlich  dieselbe  Gestalt.  Die  Rückkehrpunkte  der  subjectiven 
Theile  entfernen  sich  allmälig  immer  weiter  und  der  Winkel,  den  je  zwei 
eicht  symmetrisch  zur  Axe  liegende  Asymptoten  miteinander  bilden,  wird 
immer  kleiner.     (Curve  2.)     Kommt  der  strahlende  Punkt  P  bei  seinem 

Fortrücken  in  III  an  ( t  =  — J^2c^—  a^j ,  so  sind  die  subjectiven  Theile 

in  an  endliche  Entfernung  gerückt;  je  zwei  der  eben  erwähnten  Asymptoten 
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sind  zusammengefallen  und  die  zugehörigen ,  vorher  getrennten  asympto- 
tischen Zweige  schliessen  sich  jetzt  in  der  Unendlichkeit  aneinander. 
(Curve  3.)  Rückt  der  Punkt  P  weiter,  z.  B.  nach  IV,  so  schliessen  sich 
diese  Zweige  schon  in  endlicher  Entfernung  und  hilden  zwei  Rückkchr- 
pnnkte;  die  Asymptoten  sind  verschwunden,  die  Curve  ist  eine  geschlos- 
sene, ohjective.     (Curve  4.) 

Rückt  Punkt  P  weiter  vorwärts ,  so  rückt  der  eine  der  in  der  grossen 
Axe  liegenden  Rückkehrpunkte  (in  der  Figur  der  links  liegende)  sehr 
schnell  auf  den  andern  zu ;  vorher  bewegten  sich  beide  verhältnissmässig 
wenig;  auch  die  ausserhalb  der  Axe  liegenden  nähern  sich  entsprechend 
dem  erwähnten  Rückkehrpunkte.  Die  ganze  Curve  zieht  sich  zusammen 
und  reducirt  sich  schliesslich  auf  den  einen  Brennpunkt;  der  strahlende 
Punkt  ist  alsdann  grade  im  andern  Brennpunkte  F  angelangt. 

Rückt  P  über  den  Brennpunkt  F  hinaus,  so  erweitert  sich  die  Brenn- 
linie  wieder.'  Der  Rückkehrpunkt  in  der  Axe,  welcher  vorher  links  lag, 
rückt  über  den  andern  aus  der  Ellipse  hinaus  und  entfernt  sich  schnell; 
die  beiden. ausserhalb  der  Axe  liegenden  Rückkehrpunkte  entfernen  sich 
gleichfalls  nach  dem  Innern  der  Ellipse,  aber  entgegengesetzt  von  der- 
jenigen Seite  der  grossen  Axe ,  auf  der  sie  sich  vorher  näherten.    Erreicht 

z  =  — - —  j  ,  80  ist  der  erste  Rück- 
kehrpunkt ins  Unendliche  gerückt,  so  dass  die  grosse  Axe  die  Asymptote 
der  Curve  wird.  (Curve  5).  Bei  weiterem  Fortschreiten  des  Punktes  P 
zertheilt  sich  diese  Asymptote  in  zwei  einzelne,  deren  Winkel  fortwährend 
wächst.  Der  erste  Rückkehrpunkt  springt  auf  die  entgegengesetzte  Seite 
der  grossen  Axe  über,  kommt  aus  der  Unendlichkeit  zurück  und  nähert 
sich  dem  Scheitel  der  Ellipse;  die  Curve  hat  also  nach  dieser  Seite  wieder 
einen  subjectiven  Theil.  (Curve  6.)  Erreicht  endlich  der  Punkt  P  den 
Scheitel  der  Ellipse,  so  treffen  in  diesem  Punkte  zugleich  der  erwähnte 
subjective  Rückkehrpunkt  und  die  beiden  Punkte,  welche  vorher  ausser- 
halb der  Axe  lagen,  zusammen  und  verlieren  die  frühere  Bedeutung. 
Die  Brennlinie  berührt  die  Ellipse  in  diesem  Scheitel;  sie  liegt  ganz  inner- 
halb  der  Ellipse   und  hat   nur  einen  wirklichen  Rückkehrpunkt  in   der 

Entfernung  j-^ — -^  vom  entgegengesetzten   Scheitel.     (Curve  7.)     Die 

Cardioide  13)  ist  ein  speci eller  Fall  dieser  Curve. 

Liegt  der  strahlende  Punkt  P  ausserhalb  der  Ellipse  auf  der  Ver- 
längerung der  grossen  Axe,  so  berührt  die  Brennlinie  die  reflectirende 
Curve  in  den  beiden  Punkten,  in  welchen  die  Polare  von  P  dieselbe 
schneidet.  Diese  Berührungspunkte  trennen  den  subjectiven  Theil  von 
dem  objectiven;  jeder  dieser  Theile  enthält  einen  auf  der  Axe  liegenden 
Rückkehrpunkt,  welcher  auch  in  diesem  Falle  durch  54)  bestimmt  ist. 
Curve  5  beim  Kreise  in  Fig.  2  ist  hiervon  ein  specieller  Fall. 
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Wie  schon  oben  erwähnt  wurde ,  ist  das  Yorkomnien  einzelner  F&lle 
abhängig  von  der  Excentricität  der  Ellipse.  Die  Fälle  III,  IV  und  V 
sind  immer  möglich,  selbst  wenn  c  =  0,  die  Ellipse  also  in  einen  Kreis 
übergegangen  ist;  die  Resultate  stimmen  dann  mit  den  frtlher  für  den 
Kreis  direct  gefundenen  überein.  Ist  c>b^  so  sind  alle  fünf  Fälle  mög- 
lich; ist  c  =  6,  so  kann  Fall  I  nicht  vorkommen;  ist  c<6,  so  können 
die  Fälle  I  und  II  nicht  stattfinden.  Es  soll  mit  Bücksicht  auf  die  ver- 
schiedenen Formen  der  Ellipse  hier  noch  besonders  folgender  Fall  erörtert 
werden : 

58)     Der  strahlende  Punkt  liegt  im  Mittelpunkte  der  El- 
lipse; es  ist  also  2  =  0. 

A.  Es  sei  c>6.  Die  Brennlinie  ist  unter  dieser  Voraussetzung  ein 
specieller  Fall  der  unter  Fall  I  betrachteten  Curven.  Die  zur  Bestim- 
mung der  Ausgangspunkte  der  Asymptoten  dienende  Gleichung  47)  geht, 
wenn  zs=0  gesetzt  wird,  über  in  die  einfachere 

^=         3c>         '  also  ist  y*  =  -3^. 

Die  beiden  Werthe  von  x  unterscheiden  sich  demnach  hier  nur  durch 
die  Vorzeichen,  d.  h.  die  vier  Asymptoten  liegen  in  diesem  Falle  auch 
zu  je  zweien  symmetrisch  zur  kleinen  Axe;  ihre  Schnittpunkte  liegen 
also  einerseits  in  der  grossen  und  andererseits  in  der  Verlängerung  der 
kleinen  Axe.  Die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  der  Asymptoten  mit 
der  grossen  Axe  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  sind  hier  nach  56) 


und  die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  mit  der  kleinen  Axe  vom  Mittel- 
punkte sind  , 

Die  Axen  der  Ellipse,  resp.  die  Verlängerungen,  sind  zugleich  Tangen- 
ten in  den  Rtickkehrpunkten  der  Brennlinie.  Zwei  Rückkehrpunkte  liegen 
innerhalb  der  Ellipse  auf  der  grossen  Axe;  ihre  Entfernungen  von  den 
Scheiteln  sind  nach  54) 

_    _     ab^    _     ab* 

Die  beiden  anderen  liegen  ausserhalb  der  Ellipse  in  den  Verlängerungen 
der  kleinen  Axe;  denn  ihre  Entfernungen  von  den  Endpunkten  der  letz- 
teren sind  nach  53) 

_      a^b 


also  hier  negativ.     Die  in  den  Entfernungen   +  ""J^äc^—a*  vom  Mittel- 
punkt zur  kleinen  Axe  parallel  liegenden  Geraden  sind  die  Scheiteltan- 
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genten  der  Curve.  [Siehe  unten  59).]  In  Fig.  8  ist  eine  solche  Brenn* 
lini«  dargestellt  nnd  mit  1  bezeichnet;  die  Carve  1'  ist  die  zugehörige 
Roulette.     Es  ist  a  =  2  6  angenommen ,  deshalb  ist  Tq  =  -—  a. 

B.  Esseic=3  6.  Die  Brennlinie  ist  bei  dieser  Annahme  ein  be- 
sonderer Fall  der  unter  Fall  II  betrachteten  Curven.  Sie  hat  nur  eine 
Asymptote,  welche  mit  der  kleinen  Axe  zusammen f&llt.  Die  Rückkehr- 
punkte  in  der  grossen  Axe  liegen  wieder  innerhalb  der  Ellipse  und  sind 
wie  unter  A  bestimmbar;  die  beiden  anderen  Rückkehrpunkte  auf  der 
Verlängerung  der  kleinen  Axe  liegen  in  unendlicher  Entfernung. 

C.  Es  sei  c< 6.  Unter  dieser  Voraussetzung  tritt  Fall  III  ein. 
Die  Brennlinie,  welche  durch  die  vom  Mittelpunkte  ausgehenden  Strahlen 
nach  der  Reflexion  gebildet  wird,  hat  keine  Asymptoten f  sie  ist  eine 
geschlossene,  vollkommen  objective  Gurve.  Die  vier  Rückkehrpunkte 
sind  durch  53)  und  54)  bestimmt;  r^  wird  hier  positiv,  die  entsprechen- 
den Strecken  sind  also  von  den  Endpunkten  der  kleinen  Axe  aus  nach 
den  Seiten  hin  abzutragen ,  auf  welchen  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  liegt. 
Die  kaustische  Linie  hat  einige  Aehnlichkeit  mit  der  Evolute  einer  El- 
lipse. (Die  zugehörige  Roulette  hat  ungefähr  die  Form  einer  Ellipse.) 
Zwei  Rückkehrpunkte  liegen  auch  hier  stets  innerhalb  der  reflectirenden 
Curve  auf  der  grossen  Axe  derselben;  die  beiden  anderen  liegen  ent- 
weder innerhalb,  auf  oder  ausserhalb  der  Ellipse,  je  nachdem  6^  n-]/3  ist. 

59)  Die  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  kaustischen  Linie, 
d.  h.  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  dieselbe,  abgesehen  von  den 
Rückkehrpunkten,  ein  Maximum  oder  Minimum  in  Richtung  der  grossen 
Axe  erreicht,  müssen  senkrecht  zu  dieser  Axe  stehen.  Mit  Berücksich- 
tigung des  harmonischen  Vierstrahls,  welcher  durch  einen  senkrecht  zur 
Axe  reflectirten  Strahl ,  durch  den  Einfallsstrahl  und  durch  die  Tangente 
nnd  Normale  im  Einfallspunkte  gebildet  wird ,  erhält  man  leicht  folgende 
Gleichung  zur  Bestimmung  der  Entfernung  |  einer  solchen  Scheiteltan- 
gente vom  Mittelpunkte  M\ 

(J2_«2) (^2  j  _  aH)  +  ft»|(a«  -  ^)  =  0. 
Liegt  der  strahlende  Punkt  im  Mittelpunkte  der  Ellipse,   ist  also  z  =  0. 


a 


so  erhält  man  hieraus  |  =  i  ~^2c*— a^    Liegt  der  Punkt  P  im  Scheitel 

der  Ellipse,  ist  also  z=a,  so  erhält  man  zwei  brauchbare  Werthe,  näm- 
lich  li  =  a,   d.  h.   die  Brennlinie  berührt   die  Ellipse  im  Punkte  P  und 

60)  Rectification.  Die  Länge  eines  Bogenstückes  der  kaustischen 
Linie  ist  gleich  der  Differenz  aus  den  beiden,  durch  Gleichung  49)  be- 
stimmten Krümmungsradien  der  Roulette,  welche  zu  den  Endpunkten  des 
zu    messenden    Bogens    gehören;    vorausgesetzt,    dass    innerhalb^ dieser 
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^^^«^^^/H^^i^SA    >. 


Strecke  kein  Bückkehrpnnkt  liegt.  Setst  man  nacheinander  die  Abseisse 
des  Einfallspunktes  gleich  a  und  gleich  —  a ,  so  erhklt  man  die  beiden 
Krümmungsradien  R^  nnd  R^^  welche  sn  den  in  der  grossen  Axe  liegen- 
den Rückkehrpnnkten  der  Brennlinie  gehören: 

2a(a-z)«  2«(«+»)« 

^i  =  «.  +  c«-2«z    ""**    ^-fl»+c»  +  2«- 
Setzt  man  andererseits  x=z^   so  erhält  man  den  Krümmungsradius  A^, 
welcher  zu  einem  der  beiden  anderen  Bückkehrpunkte  gehört: 


Ä 


«-2o»6»-fl*  +  c«z«' 


Ist  2  >  — Jf/2v'— a*,   so  liegt  iwischen   einem  auf  der  Aze  befindliehen 

Rückkehrpunkte  und  je  einem  der  beiden  anderen  Funkte  ein  endliches 
Bogenstück,  dessen  Länge  gleich  dem  absoluten  Werthe  von  R^—R^  ist. 
Ist  die  kaustische  Linie  eine  geschlossene  Curve  (Fall  III)  ^  so  ist  der 
Umfang  u  derselben  gleich  dem  absoluten  Werthe  von  4^3  — 2A^~2i?2» 
also  

±8fl^a*-2a»c«  +  c«z«  (««+C«)«  — 4a«z«       ' 

Liegt  der  strahlende  Punkt  im  ^Scheitel  der  reflectirenden  Ellipse,  ist  al8o 
z  =  a,    so    hat    die    zugehörige  kaustische  Linie  hiemach  den    Umfang 

16a» 
3a«  +  c«' 
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Ueber  zwei  einfache  Methoden  zur  Auflösung  numeriBcher 

Gleichungen. 

Von 

Dr.  Arnold  Giesen. 


L    Entwiokelnng  der  Wnrzehi  einer  algebralBchen  Oleichnng  in 
eine  unendliche  Factorenfolge. 

Bei  den  meisten  Aaflösnngsmethoden  algebraischer  Gleichungen 
kommt  es  zunächst  darauf  an ,  durch  Versache  die  zwei  unmittelbar  auf- 
einander folgenden  ganzen  Zahlen  zu  finden,  zwischen  welchen  die  ge- 
suchte Wurzel  liegt.  Um  sich  dann  der  Wnrzel  immer  mehr  zu  nähern, 
bedient  man  sich  der  successiven  Correctionen ,  wie  bei  der  Newton- 
F ouri er ^ sehen  Methode,  oder  man  entwickelt  den  der  nächstkleineru 
ganzen  Zahl  beizuftigenden  Bruch  in  Form  eines  Kettenbruches  oder  einer 
Theilbruchreihe  u.  s.  w.  Eine  in  der  Analjsis  vielfach  angewandte  Form 
der  Entwicklung,  nämlich  die  eines  Froductes  mit  unendlich  Yielen  Fac- 
toren ,  die  sich  der  Einheit  unbegrenzt  nähern ,  scheint  bisher  zu  diesem 
Zwecke  noch  nicht  versucht  worden  zu  sein.  Wir  wollen  daher  im  Fol- 
genden zeigen,  wie  auch  in  dieser  Weise  die  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleichung  sich  verhältnissmässig  leicht  bestimmen  lassen. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

f{x)  ==  ^qO:"  -f  flj.T"""*  +  flga;*-"^  + . . .  +  a«_-ia:  -f  ö„  s=3  0. 
Der  bestimmten  Vorstellung  wegen  wollen  wir  annehmen,  die  zu  bestim- 
mende Warzel'  derselben  sei  positiv  und  durch  Versuche  habe  man  ge- 
funden, dass  für  eine  gewisse  Zahl  a 

also 

«  <a:<a  +  l 
ist.    Man  setze  nun 

wo  ffj  nothwendig  zwischen    1    und  2  liegt.     Durch  Snbstitution  in  die 
gegebene  Gleichung  erhält  man  die  erste  transformirte  Gleichung^^  , 
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A  W  =  «0  «"^i"  +  «1  «""^  yi""'  +  <'8«""^yi""'  + . . .  +  fl'n-i  a^i  +  ö«  =  0. 
Snbstitnirt  man  nun  in  fi{yi)  für  y^  der  Beihe  nach  die  Werthe 

1,  M,  1,2,  1,3,  ...1,9,  2, 
80  mnsB  die  Function  ^(^i)  in  dieser  Reihe  wenigstens  einmal  das  Zei- 
chen wechseln.  Einmal  wird  dieses  der  Fall  sein ,  wenn  zwischen  a  und 
2a  nur  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  liegt;  liegen  dagegen 
zwischen  diesen  Grenzen  mehrere  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  so 
muss  fi{yi)  bei  Substitution  der  genannten  Beihe  von  Werthen  für  y^ 
mehrmals  einen  Zeichenwechsel  aufweisen.  Im  letztern  Falle  wollen  wir 
der  Bestimmtheit  wegen  annehmen,  man  habe  die  a  zuniichstliegende 
Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  zu  finden.    Durch  die  oben  angegebenen 

Substitutionen  findet  man   also  immer  für  y^  zwei  Werthe  I  +  tt;  Qi^d 


1  +  ^-^  dergestalt,  dass 

a(i+j^)  =  ±.    A(i+^-±i)  =  +. 

also 

i+^<y.<i  +  ^-i|- 

ist.  Im  Falle,  dass  sich  mehrere  derartige  Werthepaare  finden,  nehmen 
wir  nach  den  obigen  Festsetzungen  das  kleinste.    Wir  setzen  dann  weiter 

wo,  für  )'  <  10,  ^2  nothwendig  die  Form  haben  muss 

Denn  wäre 
so  müsste 

sein,  was  aber  mit  den  obigen  Annahmen  unvereinbar  ist.  Wenn  man 
nun  den  für  y^  angenommenen  Ausdruck  in  die  obige  erste  transformirte 
Gleichung  einsetzt,  so  erhalten  wir  die  zweite  transformirte  Gleichung 

+«,«— «(i+Ay~V-*+.+«n-i«(i+^)y,  +  «.  =  o. 

Substituirt  man  nun  für  y^  der  Beihe  nach  die  Werthe 

1,     1,01,     1,02,   ...  1,09,     1,1, 
so  muss  die  Function  f^iy^)  irgendwo  in  derselben  einen  Zeichenwecbsel 
erleiden  (oder  auch,  im  Falle  die  gegebene  Gleichung  nah^  beisammen- 
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liegende  Wurzeln  hat,  mehrere  Zeichen  Wechsel ,  wa«  wir  nach  dem  Obi- 
gen nicht  ferner  zu  berücksichtigen  brauchen).    Angenommen ,  man  fünde 

also 

Setzen  wir  dann  weiter 

*'*=0+ioö)y'" 

wo  y^  nothwendig  von  der  Form 

ist,  so  erhalten  wir  durch  Substitution  in  ^1(^3)  =  0  die  dritte  transfor- 
mirte  Gleichung 

+  ...  +  «._.«(l  +  ^)(l  +  4)j,3  +  «»  =  0. 

Indem  man  für  ^3  nachstehende  Werthereihe  substituirt: 

1,     1,001,     1,002,  ...  1,009,     1,01, 
finde  man  etwa 

also 

6  ö+l 

^■*"iööö*^*''^^"*"iooö* 

Man  setze  dann  weiter 

wodurch  man  eine  vierte  transformirte  Gleichung  erhält  u.  s.  w.  Wie 
man  so  fortfahren  kann ,  ist  klar.  Man  erhält  also  durch  successive  Sub- 
stitutionen 

Der  letzte  Coefficient  der  aufeinander  folgenden  transformirten  Gleich- 
ungen bleibt  stets  ungeändert;  die  vorhergehenden  nähern  sich,  wie  aus 
dem  Obigen  hervorgeht,  immer  mehr  bestimmten  Grenzwerthen.  Wenn 
dieselben  bei  der  beabsichtigten  Annäherung  diese  Grenzwerthe  erreicht 
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haben,  so  muss  die  algebraische  Summe  aller  Coefficienten  der  Null  gleich 
sein,  indem  dann  für  die  erstrebte  Genauigkeit  die  eine  Wurzel  der  letz- 
ten transformirten  Gleichung  sich  nicht  mehr  von  Eins  unterscheidet. 
Man  braucht  aber  die  Rechnung  nicht  bis  dahin  fortzusetzen ;  wenn  man 
bis  zur  m^^^  transformirten  Gleichung 

Uiym)  =  b,yl  +  b.yl"^  +  6,y«-2  + . . .  ^  i,^_^y^  +  6«  =  0 
gekommen  ist,  in  welcher  ym  schon  sehr  nahe  an  1  liegt,  so  setze  man 

wo  jetzt  z  ein  sehr  kleiner  positiver  echter  Bruch  ist.  Vernachlässigt 
man  dann  alle  höheren  Potenzen  von  z,  so  kommt 

^  n6o  +  (n-l)6i  +  ...  +  6._,- 

Die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichungen  sind,  wie  die  An- 
sicht des  Obigen  lehrt,  sämmtlich  Producte,  und  zwar  bilden  sich  die 
Coe^oienten  jeder  folgenden  transformirten  Gleichung  aus  denen  der 
vorhergehenden  durch  Hinzufügung  eines  neuen  Factors,  welcher  Um- 
stand, da  man  sich  der  logarithmischen  Tafeln  bedienen  kann,  die  Be- 
rechnung sehr  erleichtert.  Da  weiter  für  die  höheren  transformirten 
Gleichungen  die  hinzukommenden  Factoren  immer  näher  an  Eins  rücken, 
so  wird  die  Bildung  derselben  immer  leichter,  je  höher  die  Ordntiugszahl 
derselben  steigt,  da  man  für  grosse  m  einfach  setzen  kann 


Besonders  erleichtert  würde  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen 
nach  dieser  Methode,  wenn  man  sich  ein-  für  allemal  eine  Tafel  berech- 
nete, welche  bis  zu  einer  bestimmten  Grenze  die  Werthe  der  aufeinander 
folgenden  Potenzen  und  deren  Logarithmen  von  folgei^den  Zahlen  ent- 
hielte: 


1,1. 

1.2, 

1,3, 

..  1,9, 

1,01, 

1,02, 

1,03, 

..   1,09. 

1,001, 

1,002, 

1,003,     . 

..  1,009, 

1,0001, 

1,0002, 

1,0003,  . 

. .  1,0009  u.  8.  w 

Läge  etwa  bei  der  m*«"  transformirten  Gleichung  der  Werth  von  y^  zwi- 
schen 1  und  l+TnSi»  80  würde  man  selbstverständlich  sofort  zur  Sub- 
stitution der  -folgenden  Werthereihe: 

14.-1  14.^A_  .    .  Q 

schreiten ;  der  der  m^'"  Gleichung  entsprechende  Factor  in  der  Entwicke- 
lung  von  X  fiele  dann  aus. 

Zahlenheispiel.     Wir  wollen  nach  dem  auseinandergesetzten  Ver- 
fahren die  folgende,  oft  als  Beispiel  benutzte  Gleichung 
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/'(a:)=:a:«-.2a:-5=:0 
bebandelD.     Dieselbe  besitst  eine  reelle  und   2wei  imaginäre  Wurzeln; 
erstere  ist.  von  Fourier  naeb  seiner  Methode  bis  sur  32.  Decimale  be* 
rechnet  worden.     Dieselbe  liegt  zwischen  2  und  3;  wir  setzen  daher 

und  erhalten  die  erste  transformirte  Gleichung 

1)  A(yx)  =  8yi'-4yi-5=o. 

Wir  finden  nun 

/•,{!) 1,    A  (1,1)  =  +  1,248. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  y^  gar  keine  Zehntel  enthalten  kann ;  wir  sub- 
stitniren  daher  sogleich  für  y^  die  Werthereihe  von  1,01  bis  1,09.  Da- 
durch findet  sich 

A(l,04)  =  -  0,161088,    fiihOb)  =  +  0,0610. 

Demgemäss  setzen  wir 

yi=l,04yg 

und  erhalten  die  zweite  transformirte  Gleichung 

2)  /;(y,)  =  8,998912yg» -  4,16ff,  -  5  =  0. 

Wir  setzen  hier  für  y^  die  Werthe  von  1,001  bis  1,009.    Dadurch  finden  wir 

/;(1,006)  =  - 0,02314,    /•,(1,007)  =  + 0,00004, 
weswegen  wir  zur  Bildung  der  dritten  transformirten  Gleichung  die  Sub- 
stitution machen 

y,=  1,006^3. 

Dadurch  nimmt  diese  folgende  Gestalt  an: 

3)  /,  W  =  9,161866 y,»  -  4,18496^3  -5  =  0. 

Indem  wir  für  y^  die  Reihe  1,0001  bis  1,0009  (oder  1,001)  substi- 
luiren,  finden  wir 

/8(1,0009)  =  -  0,002100,    /3(1,001)  =  +  0,000234. 

Somit  ist  femer  zu  setzen 

y3  =  l,0009y, 

und  wir  gelangen  zu  der  folgenden  vierten  transformirten  Gleichung 

4)  /;  (yj  =  9,186626y/  -  4,188726  y^  -5  =  0. 

Da  y«  schon  sehr  nahe  an  1  liegt,  so  brechen  wir  hier  die  Bechnung 
in  der  vorigen  Weise  ab  und  substituiren  für  y^  den  Ausdruck  l+^i 
dann  kommt  näherungsweise 

Somit  haben  wir  für  die  gesuchte  reelle  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung 
ung  die  folgende  Factorenfolge : 

a;  =  2 . 1,04 . 1,006 . 1 ,0009 , 1,00008985 ; 
bei  wirklicher  Ausrechnung  finden  wir 
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«  =  2,094551, 
was  mit  dem  von  Fonrier  gefundenen  Werthe  bis  zur  sechsten  Deci- 
male  inclasive  übereinstimmt. 

IL    Entwickelang  der  Wnrieln  einer  algebraischen  numerischen 
Oleichung  in  eine  Kettenreihe. 

Unter  einer  Kettenreihe  verstehen  wir  einen  Ausdruck  von  folgen- 
der Form:  b       c        d        e 

^  +  F  +  Ä^  +  ^  +  ^  +  -  •' 
wo  a,  by  c,  «f,  ßj  ...  B  beliebige  ganze  positive  Zahlen  sind.  Setzt  man 
die  Zahl  B^  die  wir  als  die  Basis  der  Kettenreihe  bezeichnen  wollen, 
gleich  10,  so  verwandelt  der  Ausdruck  sich  in  einen  gewöhnlichen  De- 
cimalbruch.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  man  die  reellen  Wurzeln  einer 
Gleichung  in  eine  Kettenreihe  mit  beliebig  gewählter  Basis  entwickeln 
kann.     Die  gegebene  Gleichung  sei  wieder 

f{x)  =  a^x"  +  ö^o:"- «  +  flfgX"-«  +  . . .  -|-  0,-1»  +  «n  =  0. 
Die  zu  suchende  Wurzel  wollen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen 
zu  haben,   immer   als   positiv  annehmen.     Man  habe  nun  wieder  durch 
Versuche  gefunden ,  dass  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  zwischen 
a  und  a  +  1  liege;  wir  setzen  dann 

unter  B  die  beliebig  angenommene  Basis  der  zu  entwickelnden  Ketten- 
reibe verstanden ,  wo  also  y^  nothwendig  kleiner  als  B  sein  muss.  Setzt 
man  diesen  Ausdruck  in  die  gegebene  Gleichung  und  entwickelt  die 
Function  derselben  nach  der  Taylor' sehen  Formel,  so  kommt 

/•(«)+/"(«). |+jjr(«).^*+|jrc'«)-^'+... 

wofür  wir  auch  schreiben  können 

Dies  ist  die  erste  transformirte  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von 
y^  dient.  Wir  substituiren  in  dieselbe  die  Werthereihe  1,  2,  ...  bis  i?. 
Die  Function  fiiy^)  muss  zwischen  diesen  Grenzen  einen  Zeichen  Wechsel 
erleiden  \  wenn  im  Falle  nahe  beisammenliegender  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  in  demselben  Intervall  mehrere  Wechsel  auftreten  sollten,  wol- 
len wir  der  bestimmten  Vorstellung  wegen  die  kleinste  Wurzel  als  die 
gesuchte  annehmen.  Gesetzt  nun ,  der  Zeichenwechsel  trete  ein  zwischen 
yi  =  ß  und  y^  =  /}-f-l)  vir  setzen  dann  weiter 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Dr.  A.  Giessm.  41 


WO  y^  wieder  die  Zahl  B  nicht  übersteigen  kann.     Dadurch  gelangen  wir 
in  derselben  Weise  wie  oben  anr  zweiten  transformirten  Gleichung 

Angenommen,   die  Function   dieser  Gleichung  böte  den  Zeichenwechsel 
zwischen 

80  setze  man 


yg  =  y  und  y,=  y  +  l, 


welche  Substitution  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  dritten  transformirten 
Gleichung  giebt  u.  s.  f.  Allgemein  leitet  sich  aus  der  m^®"  transformir- 
ten Gleichung  /*„.(y„)  =  0,  deren  Wurzel  zwischen  jn  und  (i+i  liegen 
möge,  die  (m-f-1)*^  nach  folgender  Formel  ab: 

/■«+i(y.+i)=^,/i(^).y:+t  +  (7^/S-'(f»).y-+\  +  - 

...  +  i?«-Vm(j*).y"+i  +  ^/"-(**)  =  o.  - 

Die  Reihe  der  so  erhaltenen  Substitutionen  sei 
Man  hat  dann  für  x  die  folgende  Kettenreihe: 

Die  so  gefundene  Kettenreihe  convergirt  desto  rascher  und  man  kann 
also  mit^einer  desto  geringern  Gliederzahl  aufhören,  je  grösser  ihre  Basis 
ist;  indess  wird,  je  grösser  die  Basis  ist,  auch  die  Bildung  der  trans- 
formirten Gleichungen,  sowie  die  Bestimmung  der  untern  Grenze  für 
ihre  Wurzeln  immer  beschwerlicher.  Das  umgekehrte  findet  statt,  wenn 
die  Basis  eine  kleine  Zahl  ist.  Nimmt  man  als  Basis  die  Zahl  10,  welche 
bei  weitem  die  leichteste  Rechnung  gewährt,  so  bedeuten  ofifenbar  die 
unteren  Grenzen  /3,  7,  ^,  f,  . . .  für  die  Wurzeln  der  transformirten  Gleich- 
ungen die  aufeinanderfolgenden  Decimalziffern  der  Wurzel  der  gegebenen 
Gleichung.  Wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  werden  im  Allgemeinen 
wegen  der  Multiplication  mit  den  aufeinanderfolgenden  Potenzen  von  B 
die  Coefficienten  der  späteren  Glieder  in  den  transformirten  Gleichungen 
bald  sehr  gross  gegen  die  CoeMcienten  der  Anfangsglieder;  es  kann  dieser 
Umstand  sehr  zur  Erleichterung  der  Rechnung  dienen,  wie  wir  nachher 
an  den  gegebenen  Zahlenbeispielen  zeigen  werden. 
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Entwickelt  man  die  derivirten  Functionen  in  obigen  Formeln,  so 
nehmen  die  transformirten  Gleichungen  beispielsweise  für  den  dritten  und 
vierten  Grad  die  folgende  Gestalt  an: 

Dritter  Grad, 
m^®  transformirte  Gleichung: 

f^oy^m  +  f»ym  +  h^ym  +  6,  =  0; 

(m-{-i)^^  transformirte  Gleichung: 

Vierter  Grad, 
m^  transformirte  Gleichung: 

(m  +  l)^^  transformirte  Gleichung: 

Erstes  Zahlenbeispiel.  Die  gegebene  Gleichung  sei  wieder  die 
schon  vorhin  behandelte: 

Als  Basis   der  Ketteureihe  wollen  wir  zuerst   10   nehmen.     Wir  setsen 
also,  da  der  eine  reelle  Werth  für  x  zwischen  2  und  3  liegt: 

Zunächst  finden  wir  nun 

/  (2)  =  -l, 

r  (2)  =  [3«» -2],  =  10,        . 

r(2)  =  [6«],  =  12, 

r'{2)=6.. 

Hiernach  wird  die  erste  transformirte  Gleichung 

1)  7i  (yi)  =  Vi*  +  60y,»  +  lOOOy,  - 1000  =  0. 
Man  findet  nan 

0<y,<l; 
deswegen  setzen  wir  sogleich 

und  erhalten  die  zweite  transformirte  Gleichung 

2)  h  (3^2)  =  y»'  +  600  y,»  +  lOOOOÜy,.- 1000000  =  0. 
Dieselbe  liefert 

9<y8<10. 
Wir  setzen  daher  weiter 

Wir  finden  nun 


y.  =  9  +  ^. 
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f^    (9)  =»-50671, 

A  (9)  =  [3y,»  +  l200y,  +  100000],- 111043, 
r,(9)  =  (6y,  +  1200]9=1264, 
r,{9)  =  6. 
Also  wird  die  dritte  transformirte  Gleichung 

3)  /8(ys)«y8'  +  6270y3»  +  11104300y3- 50671000  =  0; 
sie  ergiebt 

weswegen  wir  setzen 

Zunächst  bilden  wir  wieder 

/,    (4)  =  - 6153416, 

Ts  (4)  =  [3»s»  +  12540y,  + 1 1 104300]^  =  1 1 164508, 

r\  (4)  =  [6*3  + 12540],  =  12564, 

r,(4)  =  6. 
Hiernach  lautet  die  vierte  transformirte  Gleichung 

4)  /;(yj  =  y/  +  62820^4«  +  1115450800^4  -  6153416000  =  0. 

Man  erhält  aus  derselben 

5<y4<6 
und  es  ist  somit  zu  setzen    . 

Wir  berechnen  nun 

/;    (5)  =  -574591375, 

^4  (5)  =  [3y4»  + 125640  y,  + 1 1 15450800]5  =  1 116079075 , 
f\  (5)  =  [Oy^  + 125640]5  =  125670, 
*  r«(5)  =  6. 
Wir  finden  somit  als  fünfte  transformirte  Gleichung 
5)  /6(y6)  =  y6*  +  628350y5«  +  111607907500y5-  574591375000  =  0. 

Wir  schliessen  aus  derselben 

5<yj<6. 

In  derselben  Weise  könnte  man  beliebig  weit  fortschreiten.  Indess  lässt 
sich,  auch  wenn  wir  bei  dieser  fünften  Gleichung  stehen  bleiben,  der 
gesuchte  Wurzelwerth  schon  sehr  genau  finden.  Es  zeigt  nämlich  diese 
Gleichung,  was  wir  schon  oben  allgemein  bemerkten,  dass  die  zwei  letz- 
ten Coefficienten  derselben  sehr  gross  sind  im  Vergleich  mit  .den  vorher- 
gehenden, und  somit  wird  man,  da  die  Wurzelwerth e  der  transformirten 
Gleichungen  nie  10  erreichen  können,  also  stets  klein  bleiben,  die  zwei 
ersten  Glieder  obiger  Gleichung  gegen  die  zwei  letzten  zunächst  vernach- 
lässigen, also  setzen  dürfen: 

111607907500^5-574591375000  =  0, 
i^5  =  liMMmm- 5,1483. 
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Dies  ist  ein  genaaerer  Werth  für  die  Wursel  der  fünften  transformirten 

Oleichnng.     Einen   noch  weit  mehr  angenäherten  aber  kann  man  jetst 

finden ,  wenn  man  in  die  zwei  ersten  Glieder  jener  Gleichung  ftir  ^5  den 

vorigen  Werth  5,1483  einsetzt;  man  erhält  so 

und  dadurch  y.'  +  628350y -16654546,  ... 

1 1 1607907500i^5  »  574591375000  - 16654546 
oder 

1^6  =  •HHWm4*  =  5»14815422. 

Somit  können  wir  endlich  mit  grosser  Annäherung  die  gesuchte  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichung  angeben: 

es  stimmt  dieser  Werth   mit  dem  von  Fourier  gefundenen  bis  auf  die 
zwölfte  Decimale  überein. 

Zweites  Zahlenbeispiel.  Wir  wollen  wieder  dieselbe  Gleichung 
wie  vorhin,  als  Basis  der  zu  entwickelnden  Kettenreihe  dagegen  jetzt 
eine  grössere  Zahl,  etwa  40,  nehmen.     Wir  setzen  also 

^40 
und  erhalten  die  erste  transfonnirte  Oleiohong 

yi»  +  6.40.yi»+10.40».y,-l.40»  =  0 
oder 

1)  A  (Si)  =  9i'  +  240^1»  +  leOOOjfi  -  64000  =  0. 
Man  findet  aus  derselben 

3<yi<4, 

so  dass  wir  die  Subsitution  zu  machen  haben 

Zur  Bildung  der  zweiten  transformirten  Gleichung  berechnen  wir  nach- 
stehende Zahlwerthe: 

/•j    (3)  =  -13813, 

/'i  (3)  =  [3yx*  +  480y,  + 16000],  =  17467, 

ri(3)=[6yj  +  480],  =  498, 

ri(3)  =  6. 

Hiernach  wird  die  zweite  transformirte  Gleichung 

A(ff»)  =  y»''  + 249. 40y,*  +  17467.40«.y» -13813. 40»  =  0 
oder 

2)  fa  (y,)  =  y,»  +  9960y,*  +  27947200y,  -  884032000  =  0. 

Diese  Gleichung  liefert 

31<y«<32, 


80  dass  zu  nehmen  ist 
Wir  finden  nun 


»,  =  31+^ 


40' 
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f^   (31)  =  - 8067449, 

/'j  (31)  =  [3yj»  +  19920y,  +  27947200],,  =  28567603, 
r,  (31)  =  [6y,  + 19920],,  =  20106, 
r,(31)  =  6. 
Hieraus  findet  man  folgende  dritte  transformirte  Gleichnng: 

h  W  =  vi  + 10053 .  40y,»  +  28567603 .  40»y,  -  8067449 .  40»  =  0 
oder 

3)   /sCy«)  =  yj'  +  402120y,»  +  45708164800y,  -  516316736000  =  0. 
Hieraas  folgt  als  erster  Näherangswerth  für  y, 

y»=VMVftVW  =  11.296.... 

Berechnet  man   mit  diesem  Werthe  für  y^  die  zwei  ersten  Glieder  der 
Gleichung  3),  so  kommt 

y3»  +  402120y8«=  51311800,  ..., 
und  man  erhält  genauer  für  y^ 

ys=VAWi¥AW  =  11.294819. 
Hiernach  ergiebt  sich  folgende  Entwickelung  für  x\ 

=  2,0945514815..., 
welcher  Werth  bis  auf  die  zehnte  Decimale  inclusive  genau  ist. 

Drittes  Zahlenbeispiel.  Wir  wollen  endlich  noch  für  die  Gleichung 
/-(x)  =  a*— 2a:»  +  3a:«— 5  =  0 
die  zwischen  1  und  2  liegende  reelle  Wurzel  derselben  bestimmen.    Wir 
setzen  zuerst 

"^-^^10 
und  erhalten  die  erste  transformirte  Gleichung 

1)  h  (yi)  ==  Vi  +  50 y/  +  800^1»  +  7000y,«  +  50000 y^  -  300000  =  0. 
Hier  ist 

3<y,<4, 
also 

Die  zweite  transformirte  Gleichnng  wird 

«N   /■«(>»)  =  »»"  +  650»»*  +  149000 y,»  +  17170000y,»  +  1194050000», 
'  -6110700000  =  0. 

Man  findet 

4<ff,<5, 
also 

..  =  4  +  1^. 

Dann  kommt  ^  . 
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ox        r,(.v,)  =  y,»  +  6700y3«  +  15956000y,»  +  19021040000»,» 
'  +  13387296800000y,  -  105007657600000  =  0. 

Wir  wollen  bei  dieser  dritten  transformirten  Gleichung  stehen  bleiben. 
Indem  man  blos  die  zwei  letzten  Glieder  der  vorigen  Gleichung  beibehSlt, 
findet  man  als  erste  Annkhemng 

105007...      _o 
^'^  13387...  *^'^- 
Berechnet  man  mit  diesem  Werthe  den  Betrag  der  ersten,  vorhin  weg- 
gelassenen Glieder  voriger  Gleichung,  so  findet  man  für  denselben  1 1 57. 1 0^ 
wenn  wir  nur  die  vier  ersten  geltenden  Ziffern  berücksichtigen.    Dadurch 
kommt  dann 

103850...  _ 
*»      13387...       ^'^*' 
Die  ersten  Glieder  der  Gleichung,   mit  diesem  neuen  NKherungswerthe 
berechnet,  geben  11499.10^,   wenn  nur  die  fünf  ersten  Ziffern  berück- 
sichtigt werden.     Dadurch  kommt  dann  weiter 

1038577...      _„__ 
y''=  133873...  =^>^^^^- 
Mit  diesem  Näherungswerthe  von  neuem  berechnet,  kommt  für  die  ersten 
Glieder  1152246.10^  und  damit 

103855412...      ,„,_» 
^>=  13387297...  =7.75776. 

Wiederholt  man   endlich   dieselbe  Näherun gsr^chnung  noch  einmal,   so 
kommt 

^3  =  7,7577607 

und  dadurch  wird  endlich  fUr  den  gesuchten  Wurzelwerth  erhalten 
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Heber  das  Problem  der  Stromverzweig^ung  in  einer 
ebenen  Platte, 

Von 

0.  Chwolson, 

PrlTftt'Dooent  »n  der  Unirendtftt  St  Petanburg. 


Hierzu  Taf.  II,  Fig.  1—22. 


§1. 
Bei  der  mathenurtisclien  BehandluBg  physikalischer  Probleme  gelangt 
man  nicht  selten  zu  solchen  Aufgaben,  bei  welchen  es  schwierig  ist,  den  Be- 
griff der  „Lösung"  genau  festzustellen  und  präcise  die  Grenze  zu  ziehen  zwi- 
schen einer  wirklich  fertigen  Lösung  und  nur  vorbereitenden  Betrachtungen, 
welche  nach  gewissen  Manipulationen  zu  einer  abgeschlossenen  Lösung 
fahren  sollen.  Zu  derartigen  Problemen  gehört  nun  vor  Allem  das  Strom- 
verzweignngsproblem,  welches  bekanntlich  in  Folgendem  besteht:  Es  ist 
gegeben  eine  Platte  von  gewisser  geometrischer  Form  und  innerhalb  der- 
selben zwei  bestimmte  Punkte  p^  und  Pg,  welche  wir  Polpunkte  nennen 
werden.  Durch  den  einen  dieser  Punkte,  welche  genauer  als  kleine 
Flftchenstücke  zu  betrachten  sind,  tritt  die  Elektricität  in  die  Platte  ein, 
durch  den  andern  fliesst  sie  wieder  ab;  es  soll  nun  das  Curvensystem 
gefunden  werden,  welches  die  beiden  Polpunkte  verbindet  und  die  Oe- 
sammtheit  aller  möglichen  Wege  darstellt,  welche  die  elektrischen  Theil- 
eben  beim  Durchströmen  der  Platte  einschlagen  können.  Es  sei  nun  V 
das  Potential  der  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Platte  wirkenden 
treibenden  Kraft;  dann  sind  die  gesuchten  Strömungscurven  die  orthogo- 
nalen Trajectorien  des  Curvensjstems  F=  con$U  und  man  kann  das  Pro- 
blem als  „gelöst"  betrachten,  wenn  nur  die  Function  Y  gegeben,  d.  h« 
also  das  Potential  als  Function  des  Ortes  bekannt  ist.  Dieses  Potential 
V  hat  folgenden  Bedingungen  zu  genügen: 

I.    :r-5  +  -;r-5  =  ^*  ^  nauss  gleich  Null  sein  auf  allen  Punkten  der 

Platte  ausser  in  den  beiden  Polen,  wo  D'^V^^  +  f  sein  muss,  wo  f  wie- 
derum der  Stromstärke  proportional  ist.  \^  ^ 
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II.  Das  Potential  V  und  seine  ersten  Differentialquotienten  nach 
beliebiger  Richtung  müssen  endlich  und  stetig  sein  auf  allen  Punkten  der 
Platte,  ausser  in  den  Polen,  wo  V  unendlich  wird,  wie  i^^r  bei  r  =  0. 

dV 

III.  Am  Rande  muss   •—-  =  Ü   sein ,   wo  n  eine  zur  Randcurre  der 

on 

Platte  normale  Linie  darstellt. 

Durch  diese  drei  Bedingungen  ist  die  Function  V  bekanntlich  ein- 
deutig bestimmt. 

Diese  Function  kann  nun  betrachtet  werden  als  das  logarithmische 
Potential  einer  gewissen  Massen vertheilung  in  der  Ebene  der  Platte, 
welche  aus  den  folgenden  drei  Theilen  zu  bestehen  hat:  1.  eine  Masse 
-f-m  in  dem  einen  und  2.  eine  Masse  — m  im  andern  Pol,  wo  auch  m 
der  Stromstärke  proportional  ist;  endlich  3.  eine  gewisse  Mass enverth ei- 
lung fi  ausserhalb  der  Platte,  aber  in  der  Ebene  derselben ,  welche  nach 
dem  Princip  der  äquivalenten  Massentransposition  auf  den  Rand  der 
Platte  übergeführt  gedacht  werden  kann.  Die  Lösung  des  Problems  kann 
auf  die  Auffindung  einer  solchen  äusseren  Massenvertheilung  [l  redncirt 
werden,  welche  zusammen  mit  den  Massen  +m  in  den  Polen  am  ganzen 
Rande  der  Bedingung  III  genügt;  die  ersten  beiden  Bedingungen  sind 
nämlich  für  jedes  beliebige  jü  eo  ipso  erfüllt.  Ist  jü  gefunden,  so  ist 
auch  V  bekannt,  also  sind  auch  die  Strömungscurven  quasi  gefunden.  Es 
ist  nun  schwierig,  zu  sagen,  ob  das  Problem  als  gelöst  betrachtet  wer- 
den kann,  wenn  fi  gefunden  ist,  oder  ob  dazu  die  Function  F  als  ana- 
lytisch niedergeschriebener  Ausdruck  ausgerechnet  sein  muss.  Wie  gross 
der  Unterschied ,  zeigt  der  Fall  einer  rechteckigen  Platte:  hier  lässt  sich 
fi  auf  ein  System  von  Massenpunkten  reduciren,  die  in  den  unendlich 
vielen  Bildpunkten  der  beiden  Pole  concentrirt  sind,  die  vier  gerad- 
linigen Ränder  der  Platte  als  spiegelnd  betrachtet.  So  einfach  dies  ist, 
so  schwierig  ist  es,  für  V  einen  eleganten  analytischen  Ausdruck  aufzu- 
stellen, und  ich  brauche  in  dieser  Beziehung  wohl  nur  an  die  Arbeiten 
von  Jochmann  und  von  Heine  zu  erinnern.  Es  sei  dem,  wie  ihm 
wolle  —  jedenfalls  wird  man  die  Bestimmung  von  fi  als  einen  wichtigen 
Schritt  zur  Lösung  des  Problems  betrachten  müssen.  Zweck  dieser  Ab- 
handlung ist  es  nun,  für  eine  Reihe  von  verschieden  geformten  Platten 
jene  äussere  Massenvertheilung  fi  anzugeben,  —  es  ist  dem  Ermessen 
des  Lesers  überlassen,  dies  als  Lösungen  der  betreffenden  speciellen 
Probleme  oder  nur  als  Anleitung,  als  wichtiger  erster  Schritt  zur  Er- 
reichung dieser  Lösungen  zu  betrachten. 

Es  sei  s  der  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  gerechnete  Bogen 

der  die  Platte  begrenzenden  Randcurve.     Die  Massenvertheilung  /ii  soll, 

wie  erwähnt,  zusammen  mit  den  Massen  +  m  in  den  beiden  Polpunkten 

dV 
am  ganzen  Rande  —  =  0  geben.     Wir  können  das  Problem  noch  weiter 
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redaeiren  imd  nns  nur  die  Aufgabe  stellen,  eine  solehe  äussere  Massen* 

vertheilung  f»|  zu  finden,  welche  zusammen  mit  der  Masse  +m  in  dem 

dV 
Einen  Pol,   am  ganzen  Rande  -j-^  =  A*)   gi®^*»  ^o  /*(*)   eine   belie- 

bige,  aber  von  der  speciellen  Lage  des  erwähnten  Pols  un- 
abhängige Function  bedeutet,  während  nattirlich  die  Lage  der 
Massen  fij  von  der  speciellen  Lage  jenes  Pols  abhängen  wird.  Nimmt 
man  nun  die  gleichartige,  dem  andern  Pol  entsprechende,  also  anders 
gelagerte  Massenvertheilung  f^,  und  zwar  mit  dem  verkehrten  Vorzeichen, 
so  wird   das  Potential  F^  von  —  m  (im  zweiten  Pol)  und  f4  am  ganzen 

dV 
fiande  -^^=  —  f{s)  ergeben.     Dann  ist  fi^  und  —1*2  zusammengenommen 

die  gesuchte  äussere  Gesammtmassenvertheilung  fi.  Wir  können  uns  ako 
damit  begnügen,  die  Massenvertheilung  fi^  aufzusuchen. 

Wir  werden  nur  von  solchen  Platten  zu  sprechen  haben,  deren 
Band  aus  einer  Gombination  von  geradlinigen  und  kreisbogen  förmigen 
Theilen  besteht.     Ich  schicke  zwei  einfache,  sehr  bekannte  Sätze  voraus. 

Satz  A.  Zwei  gleiche,  zu  beiden  Seiten  einer  Geraden  sym- 
metrisch gelagerte  Massencombinationen  geben  für  alle  Punkte  dieser 

dV 
Geraden  —  =  0,  wo  n  eine  zu  der  Geraden  senkrechte  Bichtung  bedeutet. 

Dies  ist  klar,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Kraft,  mit  welcher  alle  jene    * 
Massen   auf  einen  Punkt  der  Geraden  wirken,   mit  der  Bichtung  dieser 
Geraden  selbst  zusammenfällt. 

Es  sei  femer  ein  Kreis  mit  beliebigem  Badius  a  gegeben  (Fig.  1) 
und  Pi  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb  desselben.  Verlängert  man  OP^ 
bis  zu  einem  solchen  Punkte  Q^,  dass  OP^.OO^^a^  ist,  so  nennt  man 
P|  und  Qi  conjugirte  Punkte. 

Satz  B.  Wenn  in  jedem  von  zwei  conjngirten  Punkten  die  Masse 
+  m  concentrirt  ist  und   V^  das  logarithmische  Potential   dieser  beiden 

Massen  repräsentirt,   so  ist  am  ganzen  Kreisumfange  "j    ^^ — =const. 

Hier  ist  —    ein  specielles  Beispiel  der  von  uns  oben  mit  f{s)  be- 

zeichneten  Function,  welche  unabhängig  ist  von  der  speciellen  Lage  der 
beiden  conjngirten  Punkte.  Für  den  Kreis  werden  daher  auch  die 
gesuchten  äusseren  Massen  fi  aus  den  beiden  Punkten  Q^  und  Q^  be- 
stehen, welche  den  beiden  Polpunkten  P^  und  P^  conjugirt  sind  und  in 
denen,  wie  in  den  zugehörigen  Polpunkten;  die  Massen  +m  und  —  m 
concentrirt  sind.  Das  oben  mit  fij  bezeichnete  System  besteht  also  bei 
einer  kreisförmigen  Platte  lediglich  aus  dem  Massenpunkte  Q^. 

Während  des  physico  -  mathematischen  Seminars  bei  Herrn  Professor 
C.   Neumann,    dem  ich  im  Winter   1873 — 74  beiwohnte,    wurde  das 

Z.it.ci>Hn  f.  Mmthe-iatlk  iL  Fhyrik,  XXHI.  1.  ^.^^^J^  ^^  GoOgk 
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Stromvervweigangsproblem  für  eine  Reihe  von  verschiedenartig  geformten 

Platten  gelöst.     Dabei  wnrde  für  fk  eine  nnbestimmte  Randbelegnng  der 

Platte  angenommen,  so  dass  die  Dichtigkeit  als  Function  von  s  in  einer 

Reihe   mit  unbestimmten  Coefficienten  entwickelt  gedacht  wnrde.     Dann 

wurden  diese  Coeffieienten  bestimmt  durch  die  Bedingung,  dass  das  Ge- 

dV 
sammtpotential   V  am  ganzen  Rande  —  =  0   ergeben  muss.     Es  stellte 

sich   nun  in  allen  durchgeführten  Fällen  heraus,   dass  die  so  gefundene 

Randbelegnng    ersetet   werden  kann  durch  zwei  gleiche  Punktsysteme, 

deren  jedes  einem  der  Pole  coordinirt  ist;   in  jedem  Punkte  des  einen 

Systems  war  die  Masse  +fn^  des  andern  —  m  concentrirt;  das  Potential 

V  blieb  bei   dem  Ersatz   der  Randbelegung  durch  jene  beiden  äusseren 

Punktsysteme  in   allen   Punkten   der   Platte  unverändert,   so  dass  jene 

beiden  Punktsysteme   ebenfalls   als    das  gesuchte  fn  angesehen  werden 

konnten:  das  eine  von  ihnen  als  fij,   das  andere  als  ^2-     P^^^  ftihrte 

mich  auf  den  Gedanken,   die  Lösung  direct  so  zu  versuchen,   dass  ich 

ein  Punktsystem  ^^  bestimmte,  welches  mit  +m  in  dem  einen  Polpunkte 

dV 
am  ganzen  Rande  r-  =/'(0  oi'g&l>i  "^o,  wie  oben,  f{s)  von  der  speciellen 

Lage  des  Poles  und  des  äusseren,  ihm  coordinirten  Punktsystems  un- 
abhängig sei. 

Auf  solche  Weise  gelang  es  mir,  die  Massenvertheilungen  ftj  und  n^ 
für  eine  ganze  Reihe  von  Platten  zu  bestimmen,  für  welche  eine  Lösung 
auf  dem  gewöhnlichen  Wege  schon  deswegen  undenkbar  war,  weil  die 
Randcurve  nicht  durch  eine  bestimmte  Gleichung  dargestellt  werden  konnte, 
wie  z.  B.  für  eine  Platte,  welche  die  Form  eines  Yiertelkreises  hat. 

Es  sei  nun  x  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Platte,  5,  5},  5,,  53  ... 
seine  Entfernungen  von  dem  Pole  P^  und  den  verschiedenen  Punkten 
des  Systems  fi^,  fem  er  tf,  tf^,  «j,,  ^3,  ...  seine  Entfernungen  von  dem 
Pole  P2  und  den  Punkten  des  Systems  ft,.  Dann  ist  das  Potential  V 
im  Punkte  x  gleich 

Vs^  +  mlgs  +  mlgs^-^-mlgs^  —  fnlgc^fnlgCi^mlgü^--^.. 
=  mlg — i-^ . 

<T  tf  l  <J^  .  • . 

Die  Gleichung  der  Curven  constanten  Potentials  war  daher 

S  Sm    Ott  S» 


^1^»^3- 


=  C7, 


wo  C  eine  beliebige  Constante.  Die  orthogonalen  Trajectorien  dieses 
Cnrvensystems  waren  dann  die  gesuchten  Strömungscurven.  Man  sieht 
also,  dass  durch  Aufsuchung  der  erwähnten  äusseren  Punktsysteme  das 
Problem  in  gewissem  Sinne  als  gelöst  betrachtet  werden  konnte.  Ich 
gehe  nun  über  zur  succeesiven  Darlegung  der  von  mir  behandelten  Fälle. 
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1.   Die  Platte  hat  die  Form  eines  Halbkreises.     Es  sei  Pj^  (Fig.  2) 

der  eine  Pol;  wXre  der  Kreis  vollständig,  so  würde  das  äussere  System 

fii,  welches  diesem  Pol  coordinirt  ist,  aas  dem  einen  Pnnkte  P^^  bestehen, 

wo  P  und  P'i   in  Bezug  auf  den  Kreisbogen   conjugirt  sind.     Ich  füge 

nun  die  beiden  Punkte  Q^  und  (/^  hinzu,  welches  die  Spiegelpunkte  von 

P^  und  P\  in  Bezug  auf  den  Rand  AB  sind.     Dann  sind  P\,  Oi  und 

Q\  das  gesuchte  äussere  System  ^j.    In  derThat;  die  vier  Punkte 

dV 
P,  ^n  öl»  (^1  geben   für  den  Rand  AB  tiberall    t-^=0   und   für  den 

an 

dV  tn 

Band  ACB  überall  -^v^i-,   weil   a   und   0\  ebenfalls  ein  Paar  in 

Bezug  auf  den  Kreisbogen  conjugirter  Punkte  darstellen  (siehe  Sätze  A 
und  B).  —  Das  Problem  ist  somit  gelöst.  Das  andere  System  fi^  besteht 
aus   den  Punkten  P\^  Q^  und  Q\,   welche  mit  Q^  zusammen  am  Rande 

AB  tiberall  -r-^=0   und   am  Rande  ACB  tiberall  -r~*  = ergeben. 

on  an  a        ^       . 

Das  gesammte  aus  acht  Punkten  bestehende  System  (i  ergiebt  also  am 

ganzen  Rande   —-  =  0.  —  Sei  x  ein  beliebiger  Punkt  der  Platte,  so  ist 
an 

die  Gleichung  der  Curven  constanten  Potentials  (s.  Fig.  2) 
1)  ^^i^^  =  Consi. 

Führt  man  dipolare  Coordinaten  ein  mit  den  Grenzpunkten  A  und  B  und. 

sind  Sl  und  k  die  Coordinaten  des  variabeln  Punktes  d?,  wo  Sl^*)C^AxB 

X  B 
und  Ä  =  — ^;  sind  ferner  k^o^  und  AjCOj  die  Coordinaten  der  Polpunkte, 

so  sind  die  Coordinaten  von  P\  gleich  k^  und  ;r  — lo^,  die  von  Q^  gleich 
i,  und  27K  — 09|,  die  von  Q\  gleich  A^  und  Tr  +  Oj.  Die  Coordinate  k^ 
ist  also  jenen  vier  Punkten  gemein;  Aehnliches  erhält  man  für  die  vier 
anderen  Punkte.     Berechnet  man  nun  die  s^  und  die  (f/,   so  erhält  man 

|A^-^2A%«co^(i^^al,)+A,^}{AV2A«A,»^Q5(i^  +  «o»)  +  VI  ^  ^. _ .. 
!A^-2A»Ai«co5(ß-coO  +  Ai*j{A*-2AUi»co5(Ä+Oi)  +  Ai*| 

als  Gleichung  der  Curven  constanten  Potentials,  wo  Sl  und  A  die  Yaria- 
belen  sind.  Der  obige  Ausdruck  lässt  sich  leicht  in  Reihen  zerlegen; 
doch  wird  sich  nicht  eine  Hir  alle  A  giltige  Entwickelung  angeben  lassen. 
Nimmt  man  an ,  dass  A  >  A,  >  A,  sei ,  so  erhält  man  für  obigen  Ausdruck 
die  Reihe 

^£^^  (iti««  cos2«i»i  +  A,««  co*2n»,)  =  Const., 

welche  für  A<Ai  oder  für  A<A,  divergirt. 

Ich  begnüge  mich,   für  diesen  einen  Fall  die  Rechnung  so  weit  zu 
führen.     In  den  übrigen  Fällen  werde  ich  nur  die  Lage  des  Punktsystems 
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fij  angeben,  welches  dem  Pole  P^  coordinirt  ist.  Man  hat  sich  dann 
jedesmal  das  entsprechende,  dem  andern  Pole  coordinirte  System  f^  ^sx^ 
zu  denken. 

2.  Ein  Viertelkreis.     Es  sei  P\  (Fig.  3)  dem  Polpunkte  P^  con- 

jugirt,    Ol  und  (/^  die  Spiegelpunkte  von  P^  und  i^^^  in  Bezug  auf  den 

Rand  AB  und  endlich  R^^  R^^  5^,  S\  die  Spiegelpunkte  von  Pj,  P\y 

Q\^  Q\  ^°  Pezug  auf  den  Rand  AC,     Dann  besteht  das  gesuchte  äussere 

System  fi^   aus  den  sieben  Punkten  P^^^  öii  Q\y  Äj,  Ky^  S^,  ^'j.     Ein 

Blick   auf  Fig.  3   genügt,   um  einzusehen,   dass  diese  Punkte  zusammen 

dV 
mit  dem  Pole  P^  an  den  Rändern  AB  und  AC  überall  y-^  =  0  (Satz  A) 

und  am  Rande  BC  überall  '^  =  Consl,  ergeben  (Satz  B),    da   nämlich 

jedes  der  Punktepaare  (i>j,  P'j),  {Q^,  Q\),  (Äj,  Ä^j)  und  (Sj,  S\)  in  Be- 
zug auf  den  Kreisbogen  conjugirt  ist.  Das  dem  andern  Pol  P^  ent- 
sprechende Punktsystem  (i^  ist  auf  der  Zeichnung  nicht  angegeben.  Das 
endgiltig  zu  findende  V  ist  also  das  Potential  von  im  Ganzen  16  Punkten. 

3.  Ein  Achtelkreis.  ^^C(Fig.  4)  ist  die  gegebene  Platte.  Das 
äussere  System  besteht  aus  15  Punkten  P\,  a,  b  ...  o.  Hier  ist  P\  con- 
jugirt dem  Polpunkte  P^,  femer  AP^ssAa^^AcssAe^Ags^AkssAtn 
=:Ao  und  <X  AP\  =  Ad=^Af=Ah=^Ai=Al:=:an  und  O^iP^AC^ 
<):^cAb  =  <  d^Ä=  <):/^  E^<):ihAD=z  <)^  iAD^  <)C^IAF=^  <)Z  nAF, 
.wo  EF^DC  steht.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Punkte  symmetrisch 
sind  in  Bezug  auf  die  Ränder  AB  und  AC  und  paarweise  conjugirt  in 
Bezug  auf  den  Rand  BC. 

n 

4.  Ein  Kreissector,  dessen  Winkel  an  der  Spitze   —  ist, 

wo  n  eine  ganze  Zahl.  Das  System  (i^  besteht  aus  4n— 1  leicht  zu  con- 
struirenden  Punkten.  Das  gesuchte  V  ist  somit  Potential  von  2(4ii  — 1) 
-|-2  =  8fi  Punkten  und  hat  die  Form 

Auf  Fig.  5  sind  beispielsweise  die  Punkte  des  Systems  fi^  für  den 

Fall   n  =  3   gezeichnet;   sie   sind  symmetrisch    in  Bezug   auf  die  Ränder 

BA  und  CA  und  paarweise  conjugirt  in  Bezug  auf  den  Rand  CB. 

2« 
Für  den  Fall,   dass  der  Winkel  an   der  Spitze  gleich   g.  ist, 

lässt  sich  das  Punktsystem  fi^  nur.  dann  construiren,  wenn  die  beiden 
Polpuukte  auf  der  den  Winkel  halbirenden  Geraden  liegen. 

5.  Eine  unendlich  grosse  Platte,   welche  die  Form  eines 

rechten  oder  spitzen  Winkels  a  hat,  wo  a  =  — .  Das  System  f&^ 
besteht  aus  den  2w  — 1  optischen  Spiegelpunkten  des  Poles  P^  in  Bezug 
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auf  die  beiden  Ränder  der  Platte.    Dieselben  Pnnkte  bildeten  im  vorigen 

Falle  die  Hälfte  des  Systems  fi, ;  die  andere  H&lfte  der  Pnnkte  war  diesen 

2n  —  1   Punkten  und   dem  Polpnnkte  /\   in  Bezug  auf  den  Kreisbogen 

conjugirt.     Mit  dem  abgrenzenden  Bogen   fallen   aucb  diese  in  Pnnkte 

weg.     Das  gesuchte   V  wird  also  in  diesem  Falle  das  Potential  von  nur 

4n  Punkten  sein. 

In  dem  Seminar  bei  Herrn  Professor  C.  Neumann  wurde  für  eine 

Platte,  welche  die  Form  eines  concentrischen  Ringes  hat,   auf  die  oben 

erwähnte  Weise  für  fi^  das  Punktsystem  1,  2,  3  ...  I,  II,  III  ...  (Fig.  6) 

gefunden,  welches  leicht  construirt  werden  konnte,  wenn  man  von  dem- 

Pole  i\  ausgehend,  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise  successive  die  con- 

jngirten  Punkte  aufsucht,  ebenso  wie  man  etwa  die  Bildpunkte  für  den 

Fall  zweier  paralleler  Spiegel  aufsuchen  würde.    Ein  solches  Punktsystem 

werde  ich  ein  „geradliniges^^  nennen ;  es  giebt  an  beiden  Rändern  offen- 

dV 
bar  -^  =  const.     Diese  Lösung  führte  mich  sofort  zur  Lösung  folgender 

weiterer  Fälle: 

6.  Ein  halber  concentrischer  Ring,  f»^  besteht  aus  zwei,  zu 
den  Rändern  AB  und  CD  symmetrischen  Punktsystemen  (Fig.  7).  Führt 
man  Polarcoordinaten  ein ,  so  kann  man  die  Gleichung  der  Curven  con- 
stanten  Potentials  direct  aufstellen.  Die  Rechnung  führt  anfangs  zu 
Doppelsummen;  doch  kann  man  die  eine  Summation  ausfahren  und  es 
▼erbleiben  für   V  vier  unendliche  Reihen. 

7.  Ein  viertel  concentrischer  Ring,  (i^  besteht  aus  vier  ge- 
radlinigen Punktsystemen  (Fig.  8),  welche  sowohl  gegen  AB^  als  auch 
gegen  CD  symmetrisch  liegen.  Auch  für  diesen  Fall  lässt  sich  die  Gleich- 
ung der  Curven  constanten  Potentials  in  Polarcoordinaten  als  Summe  von 
vier  unendlichen  Reihen  darstellen. 

8.  Der  2n*^  Theil  eines  concentrischen  Ringes,  ft^  besteht 
(Fig.  9)  aus  2n  geradlinigen  Punktsystemen,  deren  jedes  ein  Punktepaar 
des  Falles  4  (Fig.  4  und  5)  ersetzt.  Selbst  ftlr  diesen  Fall  kann  man 
V  in  Reihen  entwickeln  und  so  die  Curven  constanten  Potentials  auf- 
suchen ,  ohne  dass  man  dabei  auf  übermässig  verwickelte  Ausdrücke  stösst. 
Für  den  Fall  eines  excentnschen  Ringes  wurde  in  dem  Seminar  gefun- 
den ,  dass  ftj  aus  Punkten  besteht ,  welche  sämmtlich  auf  dem  durch  den 
Pol  i\  und  die  Grenzpunkte  a  und  b  definirten  Kreise  theils  innerhalb^ 
theils  ausserhalb  des  Ringes  sämmtlich  zu  einer  Seite  der  Centralen ^<^  ^ 
liegen.  Sie  werden  gefunden,  indem  man,  von  P^  ausgehend,  successive 
in  Bezug  auf  die  beiden  Randkreise  einander  conjugirte  Punkte  dönstiruirt^ 
wie  aus  Fig.  10  leicht  zu  ersehen  ist.  Ich  nenne  fi^  ein  >kreisf^niig*es 
Punktsystem.     Dies  führte  mich  zur  Lösung  des  folgenden  Falles:' 

9.  Ein  halber  excentrischer  Ring,  der  durch  die  Centrale 
begrenzt  wird,     fij  besteht  aus  zwei  in  Bezug  afuf  diö  Ränder/j^iß^undj 
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CD  symmetrischen   kreisförmigeD  Punktsystemen   (Fig.  11).     Führt  m&n 
dipolare  Coordinaten  ein,  so  kann  man   V  in  eine  Reihe  entwickeln. 

10.  Eine  unendliche,  von  iwei  parallelen  Geraden  be- 
grenste  Platte,  f^  besteht  aus  dem  System  der  optischen  Bilder  des 
Poles  Pi  in  Beiug  auf  die  beiden  begrenzenden  Geraden.     Es  ist  nämUcb 

in  diesem  Falle  an  beiden  Bändern   -^  =  0. 

11.  Eine  unendliche  Platte,  in  welcher  ein  Kreis  aus- 
geschnitten ist.  yL^  besteht  ans  dem  einen  Punkte  P\  (Fig.  1 2)  inner- 
halb des  Kreises,  welcher  dem  Polpunkte  P^  conjugirt  ist«  Das  gesuchte 
V  ist  also  das  Potential  der  vier  Punkte  P^,  P\,  P,,  P\,  so  dass  die 
allgemeine  Gleichung  der  Gurren  constanten  Potentials  ohne  Weiteres  in 
Polarcoordinaten  niedergeschrieben  werden  kann. 

12.  Eine  unendliche  Platte,  aus  welcher  zwei  beliebige 
Kreise  ausgeschnitten  sind,  fi^  besteht  aus  einem  kreisförmigen 
Punktsystem,  welches  man  erhält,  wenn  man,  vom  Pole  P^  ausgehend, 
successive  in  Bezug  auf  beide  Kreise  conjugirte  Punkte  construirt;  diese 
liegen  auf  dem  durch  P^  und  die  beiden  Grenzpunkte  A  und  B  bestimm- 
ten Kreise.  Durch  Einführung  von  dipolaren  Coordinaten  kann  man  die 
allgemeine  Gleichung  der  Curven  constanten  Potentials  unschwer  auf- 
stellen. 

13.  Eine  unendliche  Platte,  die  von  einer  Geraden  be- 
grenzt wird,  mit  halbkreisförmigem  Ausschnitt,  ^tj  besteht  aus 
den  drei  Punkten  Q^y  Q\  und  P\,  wo  Q^  dem  Polpunkte  P^  conjugirt, 
Q\  und  P\  dagegen  die  Spiegelpunkte  jener  in  Bezug  auf  den  Band 
ABCD  sind.  Ebenso  besteht  fi,  aus  den  Punkten  P\y  Q^  und  Q\»  Das 
gesuchte  V  im  Punkte  x  ist  also  das  Potential  von  im  Ganzen  acht 
Punkten. 

Es  ist  interessant ,  bei  diesem  Falle  die  Wirkung  des  Bandes  näher 
zu  betrachten.  Wäre  die  Platte  nach  allen  Seiten  hin  unbegrenzt,  so 
würde  die  in  einem  Punkte  x  der  Platte  wirkende  Kraft  einfach  die  Be- 

snltante  zweier  von  Pj  und  P^  ausgehenden  Kräfte  +  und 


PyX  P^X 

sein.  Ist  die  Platte  von  einer  ununterbrochenen  Geraden  AD  begr^zt, 
so  muss  man  noch  die  Wirkung  der  zwei  Spiegelpunkte  P\  und  P\  hin- 
zufügen ,  wodurch  gleichsam  die  durch  den  Band  in  den  Strömungscurven 
hervorgerufenen  Veränderungen  repräsentirt  werden.  Hat  die  Platte  über- 
dies den  Ausschnitt  BC^  so  kommt  noch  die  Wirkung  von  vier  Punkten 
^11  Q\%  Q%i  f/%  hinzu,  von  denen  zwei  positive  und  zwei  negative  Massen 
enthalten.  Diese  Wirkung  ist  nur  in  der  Nähe  des  Bandes  BC  von 
merklicher  Grösse  und  giebt  uns  ein  Bild  von  den  durch  den  Ausschnitt 
in  nächster  Nähe  derselben  hervorgerufenen  Perturbationen  in  dem  Ver- 
laufe der  Strömungscurven.  ^  1 
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14.  Linsenförmige  Platte,   deren  Winkel   an   der  Spitze 

—  ist.     ftj  ist  wieder  ein  kreisförmiges  Punktsystem,  welches  man  erhält, 

wenn  man ,  vom  Pol  P^  ausgehend ,  successive  die  in  Besag  anf  die  beiden 
Kreise  conjngirten  Punkte  construirt  (s.  Fig.  15  a,  wo  n  =  2).  Die  Zakl 
dieser  Punkte  ist  2n  — ];  setzt  man  die  Construetion  weiter  fort,  so 
erhält  man  wieder  den  Polpankt  Pj,  von  dem  man  ausgegangen  war.  Ffihrt 
man  nämlich  dipolare  Coordinaten  ein»  sind  »-«j  und  »^»^  die  Gleich- 
ungen der  beiden  Bandkreise  und  (IfSl)  die  Coordinaten  des  Poles  P|, 
Bo  sind  iL  und  i^  ^  2 » (oo^  —  co^)  die  Coordinaten  des  2  x*^**  Punktes.     Ist 

©1  —  «2  ^  —  ,  SO  wird  der  2  n*«  Punkt  wieder  der  erste  sein.  Die  gegen- 
seitige Lage  der  Bandkreise  kann  dabei  ^anz  beliebig  sein  (s.  Fig.  15  a,  b,  c). 

15.  Eine  halbe  linsenförmige  Platte,   deren  Winkel  an 

der  Spitze  —  ist.  fi^  besteht  (Fig.  16a)  aus  zwei  kreisförmigen  Punkt- 
systemen, von  denen  das  eine  identisch  ist  mit  dem  des  vorigen  Falles, 
das  andere  das  Spiegelbild  des  ersten  in  Bezug  auf  den  Band  JB  ist. 
Das  gesackte  V  ist  daher  das  Potential  von  8n  Punkten  und  kann  leicht 
in  eine  Reihe  entwickelt  werden.  Die  Form  der  Platte  kann  wiederum 
eine  sehr  verschiedene  sein  (Fig.  16  a,  b,  c),   wenn  nur  der  Winkel  an 

der  Spitze  —  ist,  wo  n  eine  ganze  Zahl. 

Ausaer  den  betrachteten  lässt  sieh  noch  eine  grosse  Anzahl  anderer 
Fälle  lösen,  aber  nur  bei  speciellen  Lagen  der  Polpunkte. 

§2. 

Wir  haben  uns  bisher  ausschliesslich  mit  solchen  Fällen  beschäftigt, 
in  denen  die  äussere  Massen vertheilung  fi,  welche  zusammen  mit  den 
beiden  Polpunkten  das  gesuchte  Potential  V  ergiebt ,  sich  auf  ein  System 
von  Massenpunkten  reduciren  lässt.  Ich  will  nun  einen  Fall  besprechen, 
in  welchem  eine  derartige  Beduction  nicht  möglich  ist,  für  welchen  die 
äusseren  Massen  nicht  aus  Punkten  bestehen.  Soviel  ich  weiss,  ist  ein 
derartiger  Fall  bisher  noch  nie  gelöst  worden. 

Die  zu  betrachtend.e  Platte  soll  unendlich  gross  sein  und 
die  Form  eines  stumpfen  Winkels  haben. 

Ehe  an  die  Betrachtung  dieses  Falles  geschritten  werden  kann,  muss 
die  Theorie  der  Stromverzweigung  auf  unendlich  grossen  Platten  näher 
studirt  werden.  Es  sind  vor  Allem  zwei  Fragen  zu  beantworten:  1.  Ge- 
nügen die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten,  auf  den  Fall  einer  end- 
lichen Platte  bezüglichen  Bedingungsgleichungen  I  —  III  auch  für  den 
Fall  einer  unendlich  grossen  Platte?  und  2.  Wird  durch  jene  Gleich- 
ungen das  Potential   V  eindeutig  definirt? 
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Was  die  erste  Frage  betrifft,  so  sei  JOB  (Fig.  17)  die  gegebene 
Platte,  P^  nnd  P^  die  Polpnnkte  und  MN  eine  ganz  beliebige  Curve  S, 
welche  aber  so  verläuft,  dass  die  beiden  Pole  zwischen  ihr  nnd  der  Spitze 
0  liegen.  Da  kein  Verlnst  von  Elektricität  stattfindet,  so  mnss  die  ge- 
sammte  über  S  hinüberfliessende  Elektrtcitätsmenge  Nnll  sein.  Dies  führt 
nns  zu  der  Bedingung: 

IV.  Es  muss  für  jede  beliebige,  zwei  Randpunkte  M  und  N  verbin- 
dende und  nicht  zwischen  den  Polen  hindurchgehende  Curve  8 


S\ 


sem. 

Ich  will  nun  beweisen  den 

Satz  1.  Genügt  V  den  Bedingungen  I— *III,  so  ist  die 
Bedingung  IV  eo  ipso  erfüllt. 

Beweis.  Wir  umgeben  die  Pole  mit  kleinen  Kreisen  a^  und  tf,, 
desen  Badius  r  sei,  und  wenden  auf  das  von  den  Cnrven  S,  (f^,  tf^  und 
den  Geraden  MO  und  ON  begrenzte  Flächenstück  die  Formel 

an.     Da  D^V^O  ist  (Bed.  I),  so  verbleibt 

wo  da  ein  Element  des  geradlinigen  Randes  sei.     An  diesem  Rande  ist 

aber  r— =  0  (Bed.  III),  also  ist    I  --rftf=0:  femer  ist    1  ^-da.=^  +  f 
on  £/  on  t/   ofi 

—  </tfji  =  — /*,   wo   f  der   Stromstärke  proportional  ist.     Es   ver- 


bleibt also 


/: 


dV 


q.  d.  e. 

Ich  gehe  über  zu  der  zweiten  Frage  und  werde  nachweisen,  dass 
das  Potential  F  durch  die  Bedingungen  I  —  III  eindeutig  bestimmt  wird. 
Für  eine  endliche  Platte  ist  der  Beweis  bekanntlich  sehr  einfach;  viel 
schwieriger  ist  er  für  eine  unendlich  grosse  Platte. 

Denken  wir  uns  das  Problem  gelöst.  Dann  ist  V  das  Potential  von 
+  m  im  Pole  P^,  —  m  im  Pole  P^  und  einer  gewissen  Randbelegung  f4. 
Ueber  diese  Belegung  (i  wollen  wir  vorerst  zwei  Sätze  beweisen. 

Erster  Satz.  Die  Ijneare  Dichtigkeit  q  der  Massen  ^ 
strebt  für  unendlich  entfernte  Randpunkte  der  Null  zu. 

Beweis.  Es  seien  w,  ??,  w  die  Potentiale  der  Masjsen  +mj^my  i»,^ 
dann  giebt  die  Bedingung  III 
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du     dv     dw 
cn     dn     dn 

Für  unendlich  entfernte  Punkte  ist  aber  offenbar 

Eb  bleibt  also  ;r—  =  0.     Man  siebt  aber  ohne  Weiteres  ein ,  dass  ^-   der 
dn  —  dn 

Dichtigkeit  ^.proportional  ist,  so  dass  ^==0  verbleibt,  q.  d.  e. 

Zweiter  Satz.     Die  algebraische  Summe  M  der  Massen  ^ 
ist  gleich  Null. 

Beweis.    Wir  wollen  das  Integral 


f\ 


¥.'" 


betrachten,  ausgedehnt  über  einen  Bogen  von  unendlich  grossem  Radius, 
dessen  Mittelpunkt  in  0  sei.     Wir  wissen,   dass  für  unendlich  entfernte 

o  r^  »#  4^ 

Punkte   ^-  sich  dem  Grenzwerthe  -=  nähert,  wo  R  die  Entfernung  jener 

Punkte  von  einem  andern,  im  Endlichen  liegenden  Punkte  bedeutet,  als 
welchen  man  die  Spitze  0  nehmen  kann.     Es  ist  also 

/dV 
—  dS^Oy 

folglich  ist  Jlf=0,  q.  d.  e.     Daraus  folgt  ein 

Dritter  Satz.  Die  Function  F,  welche  den  Bedingungen 
I — III  genügt,  strebt  für  unendlich  entfernte  Punkte  der 
Null  zu. 

Das  ist  klar,  wenn  man  bedenkt,  dass  V  das  logarithmische  Poten- 
tial der  Massen  +tny  —  m  und  fi  ist ,  die  sftmmtlich  im  Endlichen  liegen 
(erster  Satz)  und  deren  algebraische  Summe  Null  ist  (zweiter  Satz).  Nun 
erst  können  wir  an  unsere  Aufgabe  gehen  und  den 

Satz  2  beweisen.  Auch  für  eine  unendlich  grosse  Platte 
wird   V  durch  die  Bedingungen  I — III  eindeutig  bestimmt. 

Beweis.     Es  seien  zwei  Lösungen   V^  und   V^  möglich  und  es  sei 

Dann  hat  ü  folgenden  vier  Bedingungen  zu  genügen: 

1.  ü  und  seine  ersten  Differentialquotienten  müssen  auf  der  ganzen 
Platte  endlich  und  stetig  sein; 

2.  2^17==  0  auf  allen  Punkten  der  Platte; 

du 

3.  ^-  =  0  am  Rande : 
dn  ' 

4.  ü=0  für  unendlich  entfernte  Punkte  —  folgt  aus  dem  dritten 
Satze.  ^^         ^  ^ 
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Wir  werden  nun  die  Formel 

aaf  die  Fläche  an,   welche  begrenzt  wird  von  den  Rändern  der  Platte 
und  einem  Kreisbogen  von  unendlich  grossem  Radius.    Auf  allen  Punkten 

dieser  Fläche  ist  D*Ü^O]  am  geradlinigen  Sande  ist  ^  =  0  (Bed.  3) 

und  auf  den   Punkten   des  Kreisbogens  ist  27s=0  (Bed.  4).    Es 
bleibt  also 


//P'+©V-'-«. 


woraus,  wie  gewöhnlich,  C^=0  gefolgert  wird.     Die  Lösungen  T^  und  V^ 
sind  also  identisch,  q.  d.  e. 

§3. 

Ich  gehe  nun  über  su  dem  Nachweise,  dass  bei  einer  stumpfwink* 
ligen  Platte  die  äussere  Massen vertheilung  fi  angegeben  werden  kann; 
man  erhält  dabei  aber  nicht  einzelne  Punkte,  sondern  Massen,  die  auf 
geraden  Linien  (z.  B.  der  VerlängeruDg  eines  Randes)  gelagert  sind. 

Der  Kürze  wegen  werden  wir  im  Folgenden  sagen ,  dass  Massen  sich 
in  Bezug  auf  eine  Gerade  „aufheben*^   wenn  sie  auf  allen  Punkten 

dy 

derselben  —  s=  0  ergeben.    £s  gilt  offenbar  der 
0  n 

Satz  C.  Massen,  die  zu  beiden  Seiten  einer  Geraden  symmetrisch 
vertheilt  sind  oder  auf  der  Verlängerung  derselben  liegen,  heben 
sich  auf  in  Bezug  auf  diese  Gerade. 

Wie  früher,  so  werde  ich  auch  jetzt  nicht  fi  selbst,  sondern  nur  den 
Theil  fi^  desselben  angeben,  welcher  dem  einen  Pole  P^  coordinirt  ist; 
man  hat  dann  den  andern  Theil  fig,  welcher  dem  Pole  P^  entspricht, 
sich  hinzuzudenken.     Es  sei  <)C  J  OB:=ß. 

Erster  FalL  120»  <fJ  <  180». 
Wir  führen  zwei  lineare  Massenvertheilungen  s  und  t  ein,  welche 
folgendermassen  definirt  werden:  Es  sei  P^  (Fig.  18)  der  eine  Pol,  P^^  sein 
Spiegelpunkt  in  Bezug  auf  den  zunächstliegenden  Rand  Oji,  Wir  verlängern 
A 0  und  ziehen  OF so,  dass  «)C ^^^ ^=i<^BOC  sei.  Dann  denken  wir  uns 
auf  OF  und  OC  eine  solche  Massenvertheilung ,  dass  deren  Wirkung  auf 
jeden  innerhalb  des  Winkels  FOC  liegenden  Punkt  identisch  sei  mit  der 
Wirkung  der  beiden  Punkte  P^  und  P^,  wenn  in  jedem  derselben  die 
Masse  4*191  concentrirt  ist.  Eine  solche  Massenvertheilung  muss  nach 
dem  Princip  der  äquivalenten  Massen transposition  immer  möglich  sein. 
Es  möge  hierbei  auf  OF  die  Vertheilung  s  und  auf  0  V  die  Vertheilung  / 
hervortreten. 
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LöBuug  des  Problems,     fi^  besteht  ans  +m  im  Punkte  P\ 

und  der  Massenvertheilang  (^  —  0  ^^^  ^^* 

Beweis.     Es  ist  zu  zeigen,  dass  +m  in  /\,  +tn  in  P^  nnd  (s  —  Cj 

dV 
auf  OC  am  ganzen  Rande  sich  „aufheben^S  d.  h.  —-^=0  geben. 

dV 

Rand  OA.     Es  ist  -^  =  0  nach  Satz  C. 

on 

Rand  OB.  Wir  ziehen  OF  so,  dass  <):  FOB=^<Y^  BOG  wird,  und 
denken  uns  auf  Oi^  die  Massen  +s  und  ^s  übereinander  gelegt.  Dann 
heben  sich  auf: 

1.  +s  auf  OF  und  +8  auf  0(7  (Satz  C), 

%   —s  auf  OF,   — /  auf  00,  +m  in  P'j  und  +w  in  /^^  nach  der 
Definition  der  Buchstaben  s  und  t. 
Es  ist  nicht  schwer,  s  und  /  zu  berechnen,   d.  h.  die  lineare  Dich- 
tigkeit als  Function  der  Entfernung  von  0  zu  bestimmen.     Doch  begnüge 
ich  mich  mit  dem  Nachweise  der  Möglichkeit,  das  Problem  zu  lösen. 

Ist  j3<l20^  so  wird  die  angegebene  Lösung  nicht  mehr  für  jede 
beliebige  Lage  der  Pole  durchführbar,  indem  P^  nicht  ausserhalb  des 
Winkels  FOB  zu  liegen  kommt. 

Zweiter  Fall.    90 » <  /?  <  isö». 

Wie  im  ersten  Falle,  wollen  wir  zuerst  gewisse  lineare  Massenver- 
tbeilungen  Sy  (i  und  r  definiren,  deren  Existenz  unzweifelhaft  ist.  —  Es 
sei  AOB  (Fig.  20)  die  gegebene  Platte,  P^  der  eine  Pol,  /^^  sein  Spie- 
gelpunkt in  Bezug  auf  OA;  OC  und  OD  sind  die  Verlängerungen  der 
Seiten  OA  und  OB.  Wir  ziehen  FG_LJO  und  bestimmen  auf  FG  eine 
solche  Massenvertheilung,  deren  Wirkung  auf  jeden  rechts  von  FG  liegen- 
den Punkt  gleich  der  Wirkung  der  beiden  Punkte  P^  und  P^^  sei.  Hierbei 
erhalten  OP  und  OG  ein  und  dieselbe  lineare  Massenvertheilung,  welche 
wir  mit  s  bezeichnen  wollen.  Wir  ziehen  nun  OH  und  Oi?  so,  dass 
<)C  HOB  =  <)::  TOB  und  <):  Ä00=  <)C  HOC  sei,  und  bestimmen  auf  Z>0 
und  OC  eine  solche  Massenvertheilung,  dass  deren  Wirkung  auf  Punkte 
ausserhalb  des  Winkels  DOC  identisch  sei  mit  der  Wirkung  von  +f 
auf  OG  und  +s  auf  OE,  Dabei  entfalle  auf  OD  eine  gewisse  lineare 
Massenvertheilung  r  und  auf  OC  die  Vertheilung  ^i. 

Lösung  des  Problems.  Die  gesuchte  äussere  Massenver- 
theilung t^i  besteht  aus  +m  im  Punkte  P'j,  +s  auf  OE^  +s 
auf  OH  und  —  f*  auf  OC  (Fig.  21). 

dV 
Beweis,  dass  hierbei   ^^  =  0  ist  auf  dem  ganzen  Rande. 

Rand   0 A.     Es  ist   •--}  =  0,   weil    die    sämmtlichen    Massen    theils 
.  on 

symmetrisch  zu  OA,  theils  auf  der  Verlängerung  von  OA  (Fig.  21)  liegen 
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Rand  OB.  Wir  fügen  +*  und  — «  auf  ÖF,  +s  und  —5  auf  OG, 
+  r  und  —  r  auf  OD  hinzu  (Fig.  22).     Dann  heben  sich  auf: 

1.  +s  auf  OF  und  +«  auf  OH  (Satz  C); 

2.  +m  in  Pj,  +m  in  P\,  —5  au?  OF  und  — *  auf  OG^  (nach  der 
Definition  von  s); 

3.  +5  auf  OC,   +*  auf  DE,   — r  auf  0/?  und  — ^  auf  OC  (nach 
der  Definition  von  r  und  fi); 

4.  +r  auf  0Z>  (Satz  C). 

Hiermit  sind  alle  Massen  erschöpft  und  bewiesen,   dass  am  ganzen 

dV 

Rande   -^-^  =  0  ist. 

dn 

Nachschrift.  Zu  den  in  §  1  behandelten  Fällen  lässt  sich  noch 
hinzuftlgen : 

16.  Eine  unendliche  Platte  von  der  Form  eines  rechten  Winkels, 
an  dessen  Scheitel  ein  Stück  in  Form  eines  Viertelkreises  ausgeschnitten 
ist,  dessen  Centrum  mit  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels  zusammen- 
fällt. —  fii  besteht  aus  sieben  Funkten:  den  drei  Spiegelpunkten  des 
Poles  Pi  in  Bezug  auf  die  beiden  geradlinigen  Ränder  der  Platte  und 
den  vier  Spiegelpunkten  jener  drei  und  des  Poles  P^  in  Bezug  auf  den 
zum  vollen  Kreise  ergänzt  gedachten  viertelkreisförmigen  Rand.  V  ist 
also  das  Potential  von  16  Punkten. 

^      ,.  ,  ^       28.  Nov.    ^-.^ 

St.  Petersburg,  den  Jq-tt —  1875. 
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I.    Zar  Theorie  der  Bliminatioii. 

Das  Problem,  aas  zwei  Gleichnngen  mit  zwei  Unbekannten  die 
Wertbepaare,  welche  beiden  Gleichungen  genügen,  herzuleiten,  ist  längst 
vollständig  gelöst.  Es  ist  leicht,  die  Endgleichung  für  eine  der  Unbekannten 
aufzustellen,  und  zwar  nach  B^zout,  Sylvester  und  Cayley  in  De- 
terminantenform, sowie  für  jeden  Werth  dieser  Unbekannten  den  zu- 
gehörigen Werth  der  andern  zu  bestimmen. 

Anders  stellt  sich  das  Verhältniss  bei  drei  Gleichungen  mit  drei 
unbekannten.  Die  Methoden ,  die  Endgleichung  in  einer  der  Unbekann- 
ten aufzustellen,  weichen  wesentlich  yon  der  bei  zwei  Gleichungen  an- 
gewendeten ab,  sind  wenig  Übersichtlich  und  kaum  ausführbar.  Ich  ver- 
weise hierbei  auf  die  neueste  Auflage  von  „Salmon's  Vorlesungen^S 
übersetzt  von  Fiedler.  Auch  Hesse  (Geometrie  des  Raumes,  2.  Aufl.} 
muss  bei  drei  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  drei  Unbekannten  Eigen- 
schaften der  Functionaldeterminante  zu  Hilfe  nehmen,  um  zu  beweisen, 
dass  die  Endgleichung  vom  achten  Grade  sei. 

In  dem  Folgenden  wird  der  Versuch  gemacht,  die  Theorie  de  Eli- 
mination für  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  auf  elementare  Weise  , 
zu  entwickeln,  indem  blos  die  Bekanntschaft  mit  dem  Fundamentalsatze 
vorausgesetzt  wird,  dass  jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  mit  einer  Unbekannten  als  eine  rationale  Function  der  Co- 
efficienten  dieser  Gleichung  dargestellt  werden  kann. 

I.     Zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Es  seien  zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  resp.  vom  m^'" 
und  n**"  Grade  gegeben: 

F(x)^a^9:'^  +  a^af^-^  +  .,.  +  a^^xX  +  a„,^Q, 

/•(a:)  =  6o^"+/^ia— i+...-h6«^i.T  +  6„  =  0. 

Welche  Bedingungen  zwischen  den  Coefficienten  a  und  6  müssen  erfüllt 

sein,   wenn    1,  2,  3,  ...,  y  Wurzeln   der   Gleichung  F(a?)  =  0  auch  die 

Gleichung  /'(x)  =  0  befriedigen  sollen? 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  F(a?)  =  0  seien  «j,  «fg,  ...,  am»  Wir 
bilden  uns  die  Gleichung 
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*{0=N'--/'K)}U--/^(«2)l  ..{^-- A«i»)}=0==  :-  +  /?,  :---^+.-. 

oder,  wenn  wir  statt  A(«i).  /"(«j)»  •••»  /"(«m)  resp.  /■,,  /i,  ...,  fm  setssen. 
die  Gleichung 

i/;W  =  (2r-/J(z-/;)...(t  -/;„)  =  0=2«"  + 7?,  2'«-^  +  ..  +  Äin-i  t +/?,„. 
Diese  Gleichung  hat  die  m  Wurzeln  Z*^,  /j,  ...,  /m*  Soll  nun  eine  der 
Wurzeln  o  die  Oleichung  /*(a;)sO  befriedigen,  so  hat  die  Gleichung 
t^(z)s=0  eine  Wurzel  =0,  d.  h.  es  muss  /^ni  =  0  sein.  Ist  umgekehrt 
/^„=£0,  so  hat  die  Gleichung  t/;(2)csO  eine  Wurzel  =0,  und  es  be- 
friedigt eine  der  Wureeln  o  auch  die  Gleichung  /'(a;)  =  0. 

Sollen  zwei  Wurzeln  a  der  Gleichung  f(x)  =s  0  genügen ,  so  muss  die 
Gleichung  t^  (z)  =  0  zwei  Wurzeln  =  0  haben ,  d.  h.  es  muss  Am  =  0  und 
/?«-!  =  0  sein.  Und  ist  umgekehrt  Ä,„s=0  und  Äm_i  =  0,  so  hat  die 
Gleichung  if;(z)=:0  zwei  Wurzeln  =0,  und  es  genügen  zwei  Wurzeln  a 
der  Gleichung  /'(a;)  =  0. 

Allgemein  findet  man  folgenden  Satz: 

Sollen  j  Wurzeln    a   der   Gleichung  /'(a:)  =  0  genügen,    so 
müssen    die   Gleichungen    Ä„,c=0,  Äto_i  =  0,  ...,   ^,«-.^-4.1  =  0 
stattfinden;   und  finden   umgekehrt  diese  Gleichungen   statt,  so 
genügen  j  Wurzeln  a  der  Gleichung  f[pc)  =  0. 
Nach  den  Elementen  der  Theorie  der  Gleichungen  ist 

"m        ^^^  f\*f%  •  •  •  / m» 

J^m-^l  =/3*/4  •••  An  +  ••.  +  /"!. /i  •    •  /m  -2=-^/i./i  •••  fm  —  l-, 
» 

allgemein  ^^f   f        / 

Alle  diese  Ausdrücke  sind  in  den  Coefficienten  b  rational  und  in  den 
Wurzeln  a  symmetrisch,  folglich  auch  rational  in  den  Coefficienten  a. 

Bei  ihrer  Bildung  ist  es  wichtig,  auf  ihr  Gewicht  zu  sehen.  Gewicht 
eines  Terms  nennen  wir  die  Summe  der  Indices  desselben.  So  ist  das 
Gewicht  des  Terms  ka^a^b^z=.\l.  Nach  der  elementaren  Theorie  der 
symmetrischen  Functionen  zeigt  man  leicht,  dass  in  den  einzelnen  Aus- 
drücken R  alle  Terme  gleiches  Gewicht  haben.  Aus  einem  einzigen  Term 
können  wir  also  das  Gewicht  aller  Terme  bestimmen.  Wir  wählen  dazu 
den  letzten,  von  a  freien  Term,  und  finden,  dass  Rm  vom  Gewichte  m n, 
Am— 1  ▼om  Gewichte  (m  — l);i,  und  so  fort,  allgemein  Rp  vom  Gewichte 
{rn—p)n  ist. 

In  Bezug  auf  die  wirkliche  Darstellung  der  Ausdrücke  R  als  ratio- 
nale Functionen  der  Coefficienten  a  und  b  ist  noch  Folgendes  zu  be- 
merken. Ist  Rm  (die  sogenannte  Resultante)  wirklich  als  rationale 
Function  der  Coefficienten  a  und  b  dargestellt,  so  ersiebt  man  aus  der 
Bildungsweise  der  Functionen  R  sofort,  dass 
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II.  Darstellnng  der  gemeiDBamen  Wurzeln  zweier  Oleich- 
nngen  als  rationale  Functionen  der  Coefficienten  derselben. 

Wir  »teilen  nns  nun  die  Aufgabe,  die  gemeinsamen  Wurieln  zweier 
Gleichungen  F{x)  =  0  und  f{(c)t=0  rational  durch  die  Coefficienten  a  und 
b  auszudrücken. 

Ist  aj  eine  gemeinsame  Wurzel  der  beiden  Gleichungen,  so  reducirt 
sich  die  Aufgabe  darauf,  eine  symmetrische  Function  der  a  zu  bilden, 
welche,  wenn  f{aj)  =  0  ist,  den  Werth  aj  annimmt.  Eine  solche  Func- 
tion ist  offenbar  folgende: 

Denn  diese  Function  ist  offenbar  eine  rationale  Function  der  b  und  eine 
symmetrische  Function  der  a,  also  auch  eine  rationale  Function  der  a. 
Ausserdem  wird  u  =  ccjy  wenn  f{aj)=^0  ist.  Haben  also  die  beiden 
Gleichungen  eine  gemeinsame  Wurzel  o^-,  so  wird  diese  durch  die  lineare 
Gleichung  UqU  —  u^^^O  dargestellt,  wo 

i/o  =  i?A-/2--/'»»-i  «»^  Wi  =  -2:ai.A-/8  •••/"». 
ist.  Ist  aber  ausser  f{aj)  =  0  noch  /'(ojt)  =  0,  d.  h.  genfigen  zwei  Wur- 
zeln fr  der  Gleichung  f{x)  =  0 ,  so  wird  u  =  ^.  In  diesem  Falle  lassen 
sich  aber  die  beiden  Wurzeln  aj  und  ajt  als  die  beiden  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung  UqU^ ^u^u  +  u^^O  darstellen,  in  welcher  t^o, 
t/j  und  t/g  rationale  Functionen  der  a  und  b  sind. 

Setzen  wir  nämlich  «o  —  '^A'/i  ••• /'«-2>  "i  =  '^(«i  +  **2)/3*A*-  A»» 
M2  =  -S«ia8-/3«/4  •.. /iw,  so  sieht  man,  wie  oben,  sofort,  dass  —  und  — 
rationale  Functionen  der  a  und  h  sind,  und  dass,  wenn  zu  gleicher  Zeit 
/•(ffj)  =  0  und  /"(«*)  =  0  ist ,  -i  =  oj-  -f  a^  und  —  =  «;•.  «jt  wird ;  dass  also 

Oj  und  aie  die  beiden  Wurzeln   der  Gleichung  «oM*  — Ujtt  +  ttjSsO  sind. 

Genügen  allgemein  p  Wurzeln  a  der  Gleichung  f{x)=»0^  so  kann 
man  dieselben  als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  p^^"  Grades  tiQU^'—u^ti'*^^ 
+  «j|WP-*..,  +  (— l)PMpac=0  darstellen,  deren  Goef&cienten  m^,  Wj,  tig, ...,  W|» 
ganze  rationale  Functionen  der  a  und  b  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 

Wo=-2A»  +  l-/r  +  2---Aii,       Wi  =  -^(«i  +  02+    ••+«Ar).A»  +  l«A'+2---/''«l 
f<j  =  2:(a^  er, +  «1  «3 +  ...  +  orp_iap)./*p+l./'p+,  .../•,„,    ... 
...,  tip  =  2;ai0f2...  ap./'p+i./*p+2    ../'m. 

Alsdann  sind  offenbar  die  Functionen  Vq^  h^,  <<8t  *'.,  ^'p  ganze  rationale 
Functionen  der  a  und  b.     Wenn  ferner  zu  gleicher  Zeit  /'(aj)=aO,  /(o^) 
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=  0,  ...,  /'(«p)  =  0   ist,   so   werden   —  =  ai  +  a,  + .. . +  ap,    -^  =  aia2  + 

a^a^  +  .,.  +  Up^lap,   ...,  —  =«1«^  .. .  «p,  und  folglich  sind  «j,  Og,  ...,  a,, 
die  Wnrzeln  der  Gleichung  UquP —  u^uv-^ +u^uP-^ +.,.  +  (-- l)PUp^O. 

Ist  die  Resultante  Bm  durch  die  Coefficienten  a  und  6  rational  dar- 
gestellt, so  ist  es  auch  hier  leicht,  die  Functionen  ti^,  t/^,  ...y  u^  durch 
hlosse  Differentiationen  von  Rm  zu  finden. 

Denn  es  ist 

Wo  =  ^/p  +  1  -fp-\-2"fm^Rm^p—  j    2...p  '  ^^^F* 

Femer  findet  man 

^  1 dPRn. 

1 dPR^ 

1  apÄ„ 


'"'i.2...(p-^).i.2...^"a6«p-«.a6^-i'  "■' 
''''^i.2...p-a^p,_x- 

Geoügen  also   die  Wurzeln   «i,  «g,  ...,  «     der   Gleichung  /'(x)s=0,   so 
sind  diese  diß  Wurzeln  folgender  Gleichung  n^"  Grades: 

av        i'db„p-^.db„.i       ^    1.2    'aö,"-».»*»,-, 


III.     Zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten. 

Es  mögen  nun  in  den  Gleichungen  F{x)=^0  und  /'(a:)  =  0  die  Co- 
efficienten  a  und  b  Functionen  einer  zweiten  Variabein  y  sein,  deren 
Grad  durch  den  Index  angegeben  ist ,  so  stellen  F(x^  y)  =  0  und  f{x,  y) 
=  0  zwei  allgemeine  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  resp«  vom  m^'" 
und  n^^*^  Grade  dar.  Die  Gleichung  Rm^O  enthält  dann  blos  die  Un- 
bekannte y,  und  zwar  ist  sie  flir  diese  vom  Grade  m;i,  da  der  Grad 
offenbar  durch  das  oben  angegebene  Gewicht  bestimmt  wird.  Es  giebt 
also  mn  Werthe  von  y,  für  welche  die  Gleichung  J?m  =  0  erfüllt  wird. 
Setzt  mau  also  diese  mn  Werthe  von  y  in  die  Gleichungen  F(ar,  y)  =  0 
und  f{Xy  y)  =  0  ein ,  so  werden  beide  Gleichungen  von  demselben  Werthe 
von  X  befriedigt.  Der  zu  jedem  Werthe  von  y  gehörige  Werth  von  x 
lässt  sich  nach  §  II  rational  durch  y  ausdrücken.  Wir  haben  also 
den  Satz: 
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Zwei   Oleicbnngen    zwischen   zwei   Unbekannten    resp.   vom 
m'*"  nnd  vom  n'*"  Grade  werden  durch  mn  Werthepaare  von  x 
und  y  befriedigt. 
Bemerkung.     Es  giebt  verschiedene  andere  Methoden,  die  Resul- 
tante i?M  =  0  darzustellen.     Am  leichtesten  wird  sie  nach  Sylvester's 
Methode  als  eine  Determinante  dargestellt.  . 

lY.     Drei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Es  seien  drei  Gleichungen  F{x)ss=0^  /'(x)«=0,  q>{x)s=0  resp.  vom 
iw**°,  „len  u^^  pteo  (jy^^e  gegeben  mit  den  Coefficienten  a,  6,  c.  Wir 
suchen  die  Bedingungen ,  welche  stattfinden  müssen ,  wenn  eine  der  Wur- 
zeln a  der  Gleichung  F{x)  sss  Q  auch  den  anderen  beiden  Gleichungen 
/■(a:)  =  0  und  q>{x)  =  0  genügen  sölL 

Wir  bedienen  uns  wieder  der  Abkürzungen  fj  statt  f{aj)  und  q>j  statt 
(p{uf).  Damit  nun  die  beiden  ersten  Gleichungen  F(ar)  =  0  und  f{x)=^0 
durch  denselben  Wurzelwerth  ay  befriedigt  werden ,  muss  nach  dem  Voran- 
gehenden die  Bedingungsgleichung  Bm  =  /i  •  /s  •  •  •  /m  =  0  stattfinden.  Da- 
mit ferner  die  erste  und  die  dritte  Gleichung  F{x)^=sO  nnd  9^(0;)  =  0 
durch  ebendenselben  Wurzelwerth  ccj  befriedigt  werden,  ist  es  nicht 
ausreichend,  die  neue  Bedingungsgleichung  q)^.(p^,.,  9^m  =  0  aufzustellen. 
Denn  diese  besagt  blos,  dass  irgend  eine  der  Wurzeln  a  auch  der  Gleich- 
ung ^(x)  =  0  genügt,  nicht  aber,  dass  dies  gerade  diejenige  Wurzel  aj 
ist,  welche  auch  die  zweite  Gleichung  /'{x)  =  0  befriedigt. 

Um  also  eine  passende  zweite  Bedingungsgleichung  zu  finden,  müssen 
wir  eine  Function  S  suchen,  welche  in  Bezug  auf  die  b  und  c  rational 
und  in  Bezug  auf  die  a  symmetrisch  ist,  die  ferner  von  der  Art  ist,  dass, 
wenn  f{oj)^=0  ist,  aus  5=0  folgen  muss,  dass  auch  q>{aj)  =  0  ist. 

Als  einfachste  Function  dieser  Art  ergiebt  sich  folgende: 

Wir  wollen  nun  die  beiden  Gleichungen  11^=^0  und  SssQ  genauer 
untersuchen. 

Erstens  sehen  wir,  dass,  wenn  zu  gleicher  Zeit  fj^O  und  q>jssO 
ist,  d.  h.  wenn  die  gegebenen  drei  Gleichungen  eine  gemeinsame  Wurzel 
üj  haben,  die  beiden  Bedingungsgleichungen  Rm=^^  ^^A  5=0  befriedigt 
werden  müssen.  Anders  stellt  sich  aber  das  Verhältniss,  wenn  wir  die 
Umkehmng  dieses  Satzes  betrachten.  Ist  nämlich  ^„  =  0  und  zugleich 
5=0,  so  besagt  die  Bedingungsgleichung  /?m  =  0,  dass  eine  der  Wur- 
zeln a  auch  die  Gleichung  f{x)ssO  befriedigt«  Ist  aj  diese  Wurzel,  so 
geht  die  Gleichung  5=0  in  folgende:  qpy.  fi-Zs •*./}— i*0+i-/}+3*'*^m=0 
über,  d.  h.  wenn  /}=0,  so  ist  entweder  ^^  =  0,  oder  eine  der  Func- 
tionen /i,  /i,  ...,  /5-1,  /}+!,  /54.2,  ...,  fm  verschwindet.  Wir  haben 
daher  folgendes  Sesultat: 
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Genügt  eine  der  Wurzeln  a  der  Gleichung  F(a;)  =  0  auch 
den  beiden  anderen  Gleichungen  /'(j:)s=sO  und  9'(a:)  =  0,  so 
müssen  die  beiden  Bedingungsgleichungen  /^m  =  /"i  •  /«  •  •  *  ^m  =  0 
und  S  =  2q>^  •  A-A  •  •  /i«  =  0  erfüllt  sein. 

Sind  umgekehrt  die  beiden  Bedingungsgleichnngen  jßm  =  0 
und  6's=0  erfüllt,  so  haben  entweder  die  drei  Gleichungen 
F(a;)  =  0,  /*('2;)  =  0  und  g)(x)  =  0  eine  gemeinsame  Wurzel, 
oder  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  F(a;)  =  0  genügen  der  Gleich- 
ung/'(x)  =  0. 
Wie  oben ,  ist  es  auch  hier  leicht  zu  sehen ,  dass  Rm  vom  Gewichte 
mw,  und  S  vom  Gewichte  (m  — l)n+p  ist. 

y.     Drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten. 

In  den  Gleichungen  der  vorigen  Nummer  mögen  die  a,  6,  c  ganze 
Functionen  zweier  Variabeln  y  und  z  sein,  deren  Grad  durch  den  Index 
angegeben  wird.  Dann  sind  F{x^  ^,  z)  =  0 ,  /*(x,  y,  z)  =  0  und  (p  (o:,  y,  z) 
s=0  drei  allgemeine  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  resp.  vom  m^^", 
n^"  und  p'*"  Grade.  Alle  Werthe  von  y  und  z,  welche  den  Gleichungen 
Ä|«  =  0  und  5=0  genügen,  liefern  nach  §  IV  entweder  einen  Werth 
von  07,  welcher  die  drei  gegebenen  Gleichungen  zugleich  befriedigt,  oder 
zwei  Werthe  von  fl?,  welche  zugleich  die  ersten  beiden  Gleichungen  be- 
friedigen. Da  Rm  nach  §  IV  in  Bezug  auf  y  und  z  vom  Grade  mn^ 
und  S  vom  Grade  (^m  — l)«-f;>  ist,  so  giebt  es  nach  §111  mn  j(m  — l)w+p} 
Werthepaare  von  y  und  r,  welche  die  beiden  Gleichungen  /^m  =  0  und 
SssO  befriedigen.  Von  diesen  Werthepaaren  müssen  jedoch  diejenigen 
ausgeschlossen  werden ,  fiir  welche  zwei  Wurzeln  x  der  ersten  Gleichung 
auch  der  zweiten  genügen.  Diese  Werthepaare  werden  aber  nach  §  I 
durch  die  beiden  Gleichungen  ^^„  =  0  und  /?m_i=:0  bestimmt,  von 
denen  die  erste  vom  Grade  mn  und  die  zweite  vom  Grade  (m— l)n 
ist  Es  giebt  also  mn{m^l)n  Werthepaare  von  y  und  z,  welche  zwar 
den  Gleichungen  Rm^Q  nnd  5c=0  genügen,  zu  denen  jedodi  nicht 
ein  X  gehört,  welches  allen  drei  gegebenen  Gl«chungen  genfigt.  Von 
den  obigen  mn|(iit  — l)n-fp{  Werthepaaren  der  y  und  z  müssen  also 
diese  mn{m~^l)n  Werthepaare  als  unbrauchbar  weggelassen  werden.  Es 
verbleiben  also  mnp  Werthepaare  der  y  und  z  von  der  Art,  dass  zu 
jedem  Werthepaare  ein  x  gehört,  welches  allen  drei  gegebenen  Gleich- 
ungen genügt.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Sind  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  F(0,  y,  t)  «s  0, 
/"(«^.yiO^O,  <p(^,y,  z)  =  0  resp.  vom  m*«",  «^"  und  p*"  Grade 
gegeben,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  mnp  zusarnmeogehörige 
Werthepaare  von  x^  y  und  z,  welche  alle  drei  Gleichungen  be- 
friedigen. 
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Um  diese  init;>  Werthepaare  zu  bestimmen,  bildet  man  zunächst  die 
beiden  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten :  /^m  ^  /i  •  /s  •  •  /m  =  0  und 
8s=2?<Pj./2./^3.../'m  =  0  und  findet  aus  diesen  nach  §  III  eine  resultirende 
Gleichung  r=0  in  y  vom  Grade  m«{(m  — l)«+pj.  Ferner  findet  man 
aus  den  beiden  Gleichungen  /?,«&= /'^./'^.../'„^sO  und  ^m— 1  =  •£/!•/*»•  •• 
/ia.i=sO  eine  resultirende  Gleichung  I7s=0  in  y  vom  Grade  mfi(m  — 1)/}. 

T 

Die  Gleichung  "^  =  0  vom  m«p**"  Grade  liefert  die  mnp  Werthe  von  y. 

Da  sich  sowohl  T,  als  auch  Ü  in  Determinantenform  darstell  Bn  lassen, 
80  folgt  daraus,  dass  sich  die  Sesullante  dreier  Gleichungen  mit  drei 
Unbekannten  immer  als  der  Quotient  zweier  Determinanten  darstellen 
lässt;  ein  Satz,  der  in  „Salmon^s  Vorlesungen^^  angeführt,  aber  nicht 
bewiesen  ist. 

Lissa.  Julius  Tobplitz. 


n.    Teber  bestimmte  Integrale. 
In  Crelle*s  Journal  Bd.  63,  8.364,  wo  von  dem  Integral 

™   Inj  J  J         r^      J  (^  +  tiL)- 

—  00  —OD 

die  Rede  ist,  findet  sich  die  Bemerkung:  „/n  ^uo  miegrali,  guum  sensum 
delerminaium  reiineaty  etiatnsi  elemenio  valorem  ejus  absolulum  subsUluaSy  ordo 
iniegraiionum  mterverti  poiesiy  etc,*^ 

Hieraus  würde  wohl  folgen,  dass,  wenn  zwei  aufeinanderfolgende 
Integrationen  in  Torgeschriebener  Reihenfolge  ausführbar  sind,  sich  die 
Reihenfolge  rertauschen  lassen  müsse,  wenn  die  Function  unter  dem 
Int^ralzeichen  immer  positiv  ist  Dass  dies  nicht  der  Fall  ist,  zeigt 
folgendes  Beispiel.     Es  ist 

1       1 


jdxjdyf{xyy)^\. 


wenn 

f{x^  y)  (==  1  für  rationale  a?, 

f(Xyy)^2y  für  irrationale  x 
ist.     Hingegen  hat  das  Integral 

1        1 

jdyjdxf{x,y) 

0        0 
dorchaus  keinen  Sinn. 
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Id  allen  bekannten  Bebpielen  für  die  Ansfübrbarkeit  der  Integration 

0 

* 

g>(x)dXj  wenn  9^(00)  s=oo  ist,   wecbselt  die  Function  q>{x)  nnendlicb 


j 


oft  ihr  Zeichen.     Dass  dies  keine  nothwendige  Bedingung  sei,  hat  Herr 
Du  Bois-Reymond  bemerkt.   Ein  correctes  Beispiel  eines  solchen  Falles 
ist  das  folgende. 
Es  sei 


y('^)=S^„y"(^)t 


9>ib(^0   sei   für  alle  x  *der  Null  gleich;  nnr  in  dem  Intervalle,   zwischen 

x=n  und  ge=w+      ,  ^  werde  (pni^)  graphisch  definirt  durch  ein  Dreieck, 

welches  dieses  Intervall  zur  Basis  hat,   und  2nf^  zur  Höhe.     Die  Func- 
tion q>  wird  dann  wie.  xf*  mit  x  unendlich.     Es  ist  aber 


/ 


g,(a?)da?=  1  +  1  +  1  +  1  +  ...!  +  ...  =  ^'. 


0 

Nebenbei  ist  die  Reihe  £q>u  vielleicht  das  einfachste  Beispiel  einer 
ungleichmäseigen  Convergenz.  Denn  obgleich  für  jeden  Werth  von  x 
immer  nur  ein  Term  bei  der  Summation  in  Betracht  kommt,  so  entfernt 
sich  doch  derselbe  mit  wachsendem  x  ins  Unendliche.* 

Freiburg  i.  Br.  *  J.  Thomae. 


*  Herr  Du  Boia-Beymond  theilte  mir  kürzlich  mit,  daes  er  ein  ähnlichoB 
Beispiel  in  seinen  Vorlesungen  gebe. 
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Stud.  Frz.  Schellhammer. 

(Mitgetheilt  von  Prof.   J.  Thomae.) 


Hierzu  Taf.  III,  Fig,  1—3. 


Die  conforme  Abbildung  eines  einfach  zusammenhängenden  Ebenen- 
Stückes  auf  ein  anderes  mit  gegebener  Contour  führt  auf  interessante  Pro- 
bleme, welche  in  den  letzten  Jahrzehnten  vielfache  Bearbeitung  gefunden 
haben.  Die  Kartographie  kennt  noch  eine  andere  brauchbare  und  inter- 
essante Abbildungsart,  die  äquivalente,  welche  die  Flächengleichheit  (oder 
Proportionalität)  des  abgebildeten  Stückes  mit  dem  Bilde  in  allen  Theilen 
zum  Princip  macht.  Diese  scheint  weit  weniger  Beachtung  gefunden  zu 
haben.  Ich  beauftragte  deshalb  ein  Mitglied  meines  Seminars,  Herrn 
Frz.  Schellhammer  aus  Mühlhausen  i.  B.,  sich  mit  der  Aufgabe  zu 
beschäftigen ,  ein  gegebenes  Ebenenstück  auf  ein  anderes  mit  vorgegebener 
Contour  äquivalent  abzubilden,  und  zwar  sollten  vornehmlich  geradlinig 
begrenzte  Figuren  auf  den  Kreis  bezogen  werden.  Dabei  zeigte  sich  nun 
freilich  '  sogleich ,  dass  die  Aufgabe  nicht  dadurch  zu  einer  bestimmten 
gemacht  werden  könne,  dass  man  bestimmte  einzelne  Linien  und  Con- 
touren  auf  gegebene  andere  abbildet,  und  dass  die  Auffindung  von  Lö. 
sungen,  welche  solche  Forderungeii  erfüllen,  bei  Weitem  leichter  sei,  als 
bei  den  entsprechenden  Problemen  der  con formen  Abbildung.  Namentlich 
gelingt  es  ausserordentlich  leicht,  ein  beliebiges  Polygon  auf  den  Kreis 
abzubilden ,  wenn  man  für  die  gegenseitige  Beziehung  Functionen  zulässt, 
die  nicht  durch  einen  analytischen  Ausdruck,  sondern  durch  mehrere, 
etwa  durch  die  Fourier'scbe  Beihe  oder  das  Fourier^sche  Integral 
erst  zu  einer  Form  zusammenzufassende  Ausdrücke  dargestellt  werden. 
Will  man  aber  durch  einen  analytischen  Ausdruck  dargestellte  Functio- 
nen finden,  welche  die  Abbildung  leisten,  so  wird  die  Abbildung  in  etwas 
erschwert.     Da  dies  in  einer  grösseren  Reihe  von  Fällen  Herrn  S che  11- 
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bammer  gelungen  ist,  und  da  die  dabei  auftretenden  Verhältnisse  ganz 
anderer  Natur  als  bei  der  conformen  Abbildung  sind,  so  kann  wobl  eine 
kurze  Mittbeilung  dieser  Untersuchungen  manchen  Leser  dieser  Zeitschrift 
interessiren  und  kann  zu  weiterer  Untersuchung  dieses  Beziehungsprin- 
cips  Veranlassung  geben,  weshalb  seine  Resultate  hier  folgen  mögen. 

Thomab. 


§  1.  Sind  xy  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene  und  £17  die 
entsprechenden  in  einer  andern^  wobei  Itj  Functionen  von  x  und  y  be- 
deuten, so  ist  der  Flächeninhalt  des  dem  Elemente  dxdy  in  der  £17- 
Ebene  entsprechenden  Elementes,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


\dxdy     dx  dy)         ^' 


und  daher  ist  die  Bedingung  der  Flächengleicbfaeit  der  beiden  Elemente*^ 

A)  —  ^  — ^  —  =  1 

dx  dy     dx  dy 

Um  f^lle  möglichen  Lösungen  dieser  Differentialgleichung  zu  erhalteiiy 
können  wir  für  eine  der  unbekannten  Veränderlichen  (I17)  eine  beliebige 
Function  von  x  und  y  setzen.  Substituiren  wir  i=^f{x,y),  so  erhalten 
wir  leicht  die  Integralgleichungen 


dx  J       dy 


wobei  .Fd)  und  (9(1)  willkürliche  Fnnctionen  von  %  und  tf  sind,  ao  dass 
also  die  allgemeinste  Lösung  obiger  Differentialgleichung  ist 


Sy  J     dy 


In  den   Ausdrücken  und       \^        ,  die  unter  dem  Integral- 

zeichen stehen ,  muss  nach  der  Differentiation  s^  bezw.  y  in  Function  von 
I  und  y^  resp.  von  |  und  x  ausgedrückt  werden.  (Dies  ist  in  dem  Lehr- 
buch der  Kartenprojection  von  Dr.  H.  Gretschel  [Weimar  1872,  S.  175] 
nicht   bemerkt;  in    den   dort   angefahrten  Beispielen   freilich   tritt  dieser 


*  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eigentlich  =±1.  Wir  können  uns 
aber  auf  das  positive  Vorzeichen  beschränken,  da  im  Falle  des  negativen  durch 
eine  Vertanschnng  der  Coordinaten  {  und  ^  die  rechte  Seite  stets  positiv  gemacht 
werden  kann. 
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Umetand   dadnrch  ausser  Wirkung,   dass   die  Function  fd^^y)   die  Yer- 

df(x  y)  \ 

änderliche  x  nur  linear  enthält,  also  — ^  von  x  unabhängig  ist.) 

ox  / 

§  2.  Zunächst  wird  man  fragen,  was  die  Functionen  F(£)  und 
<!>($)  für  eine  Bedeutung  haben?  Dies  erkennt  mau  am  Leichtesten 
dadurch y  dass  man  i^=x  setzt,  also  eine  Abbildung  betrachtet,  bei  der 
die  Abscissenlängen  ungeändert  bleiben;  dann  ist 


fl=fd9  +  Fii)=j,+F(S). 


Die  0(i)  enthaltende  Form  ist  in  diesem  Falle  unbrauchbar;  sie  würde 
anzuwenden  sein,  wenn  |  nur  eine  Function  von  y  wäre.  Uebrigens 
kann  man  sie  von  der  Untersuchung  ausschliessen ,  da  sie  durch  Ver- 
tauschung von  X  und  y,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  in  die  erste  Form 
übergeht. 

Aus  der  Gleichung 

geht  hervor,  dass  jede  Ordinate  um  eine  Strecke  vergrössert  worden ,  die 
eine  Function  der  zugehörigen  Abscisse  und  daher  mit  dieser  veränder- 
lich ist  Ein  unendlich  schmaler,  zur  ^-Aze  paralleler  Streifen  wird  also 
ohne  Veränderung  der  relativen  Lage  seiner  inneren  Punkte  in  der 
Richtung  der  ^*Aze  verschoben.  Die  geometrische  Anschauung  lehrt, 
dass  durch  ein  solche  Verschiebung  der  Flächeninhalt  nicht  geändert  wird, 
selbst  wenn  F(|)  eine  unstetige  Function  von  £  ist,  nur  wird  in  die- 
sem Falle  eine  Trennung  stetig  benachbarter  Punkte  bewirkt.  Man 
könnte  aber  wohl  von  der  Existenz  eines  Differentialquotienten  der 
Function  F(^)  absehen,  obgleich  dann  die  Differentialgleichung  nicht  be- 
friedigt wird. 

Diese  .Abbildung  soll  eine  Abbildung  durch  Verschiebung 
paralleler  Streifen  und  F{^)  die  Verschiebungsfunction  genannt 
werden.  Eine  solche  Verschiebung  kann  offenbar  in  jeder  Biehtung 
stattfinden. 

§  3.  Vermittelst  einer  Abbildung  durch  Verschiebung  paralleler 
Streifen  kann  jede  geradlinig  begrenzte  Figur  auf  ein  Dreieck  abgebildet 
-werden.  Es  gentigt,  diese  Abbildung  für  das  Viereck  durchzuführen, 
da  in  ganz  analoger  Weise  ein  n-Eck  sich  auf  ein  (n~l)-Eck  abbü- 
ßten läset. 

Wir  wählen  einen  der  Eckpunkte  des  Vierecks  ABCD^  etwa 
A^  zum  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems,  die 
Diagonale  AC  zur  ^-Axe;  es  sei  ferner  B^  der  Durchschnittspunkt  von 
der  verlängerten ^eite  D C  mit  der  durch  den  Punkt  B  zu  AC  gezogenen 
Parallelen,  m|  und  m^  seien  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Win- 
kel, welche  AB'  resp.  AB  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Axe->bilden,T 
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und   68  bedeute  n  eine  positive  Zahl,  die  grösser  als  die  ir-Coordinate 
des  Punktes  B  ist.     Dann  bildet  die  Substitution 


m«  (n  —  0?)  +  sinax 


a 

0 

das  Viereck  ABCD  auf  das  Dreieck  AB'D  äquivalent  ab;  denn  das 
Dreieck  ABC  wird  durch  dieselbe  auf  das  Dreieck  AffC  verschoben, 
während  das  Dreieck  ACD  ungeändert  bleibt.     (Fig.  1.) 

§  4.  Bei  dieser  Abbildung  wurde  eine  einen  discontinuirlichen  Fac« 
tor  enthaltende  Function  angewendet,  zu  deren  Bildung  ein  Fourier- 
sches  Integral  benutzt  werden  musste,  da  sich  dieselbe  nicht  durch  einen 
analytischen  Ausdruck  darstellen  lässt. 

Dagegen  gelingt  es,  auf  die  besprochene  Weise  durch  eine  ana- 
lytische Function  einen  Halbkreis  auf  eine  Ellipse  äquivalent  abzu- 
bilden. 

Setzen  wir  nämlich  unter  Annahme  rechtwinkliger  durch  das  Centrum 
eines  Kreises  gehender  Azen 

also 


wobei  a  der  Radius  des  Kreises  ist ,  so  bildet  sich  dadurch  der  über  der 
(T-Axe  liegende  Halbkreis  äquivalent  auf  eine  Ellipse  ab,  deren  Halb- 
axen  a  und  \a  sind. 

In  einem  späteren  Paragraphen  werden  wir  die  Ellipse  auf  einen 
Kreis  abbilden,  womit  also  gleichzeitig  die  Aufgabe  gelöst  wird,  einen 
Halbkreis  auf  den  ganzen  Kreis  äquivalent  abzubilden.  Denn  wenn 
eine  von  zwei  äquivalenten  Abbildungen  einer  dritten  äqui- 
valent ist,  so  sind  sie  unter  sich  äquivalent. 

§  6.  Das  unter  §  4  angeführte  Beispiel  kann  als  specieller  Fall 
einer  allgemeineren  Abbildungsweise  betrachtet  werden. 

Es  lässt  sich  nämlich  vermittelst  der  Abbildung  durch  Verschiebung 
paralleler  Streifen  jede  Figur  mit  beliebiger  Begrenzung  auf  eine  sym- 
metrisch zu  einer  Geraden  liegende  abbilden ,  wenn  eine  Richtung  ezistirt, 
so  dass  alle  zu  derselben  gezogenen  Parallelen  die  Contour  nur  in  zwei 
Punkten  schneiden. 

Um  dies  zu  zeigen,  wählen  wir  die  ^-Axe  parallel  zu  dieser  Rich- 
tung und  bezeichnen   die  zur  Abscisse  x  gehörigen  Ordii^aten  der  Be- 
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grensaogscoTve  durch  yi  =  fi{x),  bez.  y%  =  fi{x).  Nun  setzen  wir  f(|) 
=  -  i[/"i  (I)  +  /■« (S)].     Dann  ist  also 

|  =  a:,    i)=y-i[/i(a;)  +  A(*)]. 
woraus  hervorgeht,  dass   das   entsprechende  Bild  eine  symmetrisch  znr 
x-AuB  liegende  Fignr  ist,  deren  Begrenznngscnrre  die  Gleichung  hat 

4.j»=i/,(i)-r,(i)]*.       

In  dem  ohigen  Beispiel  ist  /*j(x)  =  0,  /'2(a:)  =  f^a*  — .r*,  die  Begren- 
zungslinie  der  Bildfignr  hat  daher  die  Gleichung  £^-|-4i7*  =  a^  ist  also 
eine  BIlipse. 

§6.  Es  ist  nützlich,  einige  Fälle  äquivalenter  Abbildung,  bei  der 
möglichst  einfache  Functionen  in  Anwendung  kommen,  näher  zu  be- 
trachten. 

Es  sei 

Diese  den  Bedingungen  der  Aequivalenz  genügenden  Gleichungen  sagen 
aus,  dass  eine  Figur  in  der  Richtung  der  x-Axe  in  demselben  Verhält- 
nisse sich  ausdehnt  oder  zusammenzieht,  in  welchem  sie  sich  in  der  Rich- 
tung der  y-Axe  zusammenzieht  oder  ausdehnt.  Diese  Abbildungsweise 
soll  daher  eine  durch  gleichen  Zug  und  darauf  senkrechten 
Druck  bewirkte  Abbildung  genannt  werden. 

Es  entspricht  hier  jeder  Geraden  wieder  eine  Gerade,  einem  Kegel- 
schnitte wieder  ein  gleichartiger  Kegelschnitt,  einem  Kreise  also  eine 
Ellipse. 

Um  eine  Ellipse,  deren  grosse  und  kleine  Axe  in  dem  Verhältnisse 
min  stehen,  auf  einen  Kreis  abzubilden ,  müssen  wir  J9  =  )^n:m  setzen, 
so  dass  wir  also  für  diesen  Fall  die  Relationen  haben 


-m/n  --  /m 


Hieraus    und    aus   §  4   ergeben  sich   die  Gleichungen    der   Aequivalenz 
zwischen  einem  Halbkreis  mit  dem  Radius  a  und  einem  ganzen  Kreise: 

wobei  xy  die  laufenden   Goordinaten   der  Halbkreisfläche,    ^ij   die  ent- 
sprechenden der  Kreisfläche  bedeuten. 

§  7.     Setzen  wir  weiter 

i  —  So  +  ö^  +  ^y»     »?  =  %  +  «i^  +  ^y» 
so  Enden   wir  durch   Substitution    dieser  Ausdrücke  in   die  Differential- 
gleichung leicht,  dass  diese  Gleichungen  eine  äquivalente  Abbildung  be- 
deuten,  wenn    die    Coefflcientön    a,   6,  a^,   6^    der   Bedingung   gentigen 
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Da  die  Abbildung  S  —  5©  ==  ^»  fi  —  rf^  =  Tf  offenbar  nur  eine  Ver- 
schiebung des  Bildes  ohne  innere  Veränderung  bewirkt,  so  kann  man  die 
Gleichungen 

als  die  allgemeinste,  eine  äquivalente  Abbildung  vermittelnde  lineare  Sub- 
stitution betrachten ,  vorausgesetzt ,  dass  ab^  —  ba^^^l  ist. 

Die  Bedeutung  dieser  Abbildung  lässt  sich  in  folgender  Weise 
erkennen. 

Wir  beziehen  die  Punkte  der  o:^ -Ebene  auf  andere  Axen,  die  zu 
den  ursprünglichen  unter  einem  Winkel  a  geneigt  sind,  durch  die  Re- 
lationen ,  ,  ,  f  .       ,     , 

x  =  x  cosa  —  y  stna^     y  ^=x  stna+y  cosa. 

Es  ist  dann 

5  =  af'  {acosa  +  b  sin  a)    +  y  (b  cosa^  a  sin a) , 

fl  =  x'  (a^  cos  a  +  b^  sin  a)  +  y  (6j  cosa  —  a^  sin  a). 

Den  Winkel  a   bestimmen   wir  durch  die  Gleichung  6co5a  — a  si>ia  =  0, 

woraus  sich  ergiebt  igti  =  b\a.     Mit  Berücksichtigung  der  Beziehung  ab^ 

—  6  a^  =  1  ist  also 

Nun   bilden   wir  die  Figur   in   der  ä;V- Ebene   dnrch  gleichen  Zug  und 
Druck  auf  eine  andere  ab,  indem  vir  setzen 


Dadurch  nehmen  die  Ausdrucke  für  i  und  i;  die  Form  an 

1=^.  ^=^    a»+fe«  +y  =y  +  ,,»+<^  ^ 

Daraus  ersehen  wir,  dass  die  durch  die  lineare  Substitution 

bewirkte  äquivalente  Abbildung  sich  aus  zwei  bereits  erwähnten  Abbil- 
dungsarten zusammensetzt,  nämlich  aus  einer  durch  gleichen  Zug  und 
darauf  senkrechten  Druck  hervorgebrachten,  in  den  durch  die  Gleich* 
ungen  ^a  =  +  6:a  bestimmten  Richtungen  und  aus  einer  Abbildung  durch 
Verschiebung  paralleler  Streifen  in  der  durch  die  Gleichung  iga=^  —  h\a 
bestimmten  Richtung. 

§  8.  Als  Beispiel  hierzu  wollen  wir  die  Aufgabe  behandeln,  ein 
Dreieck  auf  ein  anderes  äquivalent  abzubilden,  dessen  Winkel  gegeben 
sind.     (Fig.  2.) 

Eä  ^^\  ABC  das  gegebene  Dreieck ,  A  der  Anfangspunkt  eines  recht- 
winkligen Cöordinatensystems,  dessen  a:-Axe  auf  BC  senkrecht  stehe; 
AB  bilde  mit  der  positiven  Richtung  der  a?-Axe  den  Winkel  ti  und  AC 
den  Winkel  v.     Die  vorgegebenen  Winkel  des  Bilddreiecks  ^ien  o,J3,  /• 
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Wir  bilden  zuerst  das  gegebene  Dreieck  ABC  auf  ein  anderes  AWC' 
ab»  und  zwar  so»  dass  BC  nnd  BC  der  Richtung  nach  zusammenfallen 
und  das  Bild  von  AB^  nämlich  AB^  mit  der  positiven  Richtung  von  BC 
den  Winkel  /3  einschliesst.  Dies  erreichen  wir  vermittelst  einer  Abbil- 
dung durch  Verschiebung  paralleler  Streifen  durch  die  Substitution 

x'=x^     y  =  y  —  {tgu  +  cotgß)x. 
Nun  bilden  wir  das  so  erhaltene  Dreieck  ABC'  in  der  Weise  auf  ein 
drittes  ab,  dass  der  Winkel  /3  ungeftndert  bleibt,  während  die  Bilder  von 
A  B  und  A  C'  einen  vorgegebenen  Winkel  u  einschliessen.     Eine  solche 
Abbildung  wird  vermittelt  durch  die  Relationen 

\^ax\     i?  =  ai«+-y, 

wenn  die  Grössen  a  und  a^  den  Bedingungen  unterworfen  werden 

Daraus  ergeben  sich  für  a  und  a^  die  Werthe 


'/. 


cotgß  +  cotgy'        ^  V{tgv -tgü){cotgß  +  coigy) 


Snbstituiren  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen 
,  •/         tgu  +  coigß\    ^  1 

so   erhalten   wir  die  Relationen,  welche  die  gestellten  Bedingungen  er- 
fOll'en. 

§  9.     Es  sei  jetzt  ^     , 

'^  ^__       Consl. 


aar  +  6y +  c 

Dieser  Ausdruck  nimmt  eine  einfachere  Form  an,  wenn  wir  in  der  xy- 
Ebene  die  Gerade  ax"\'by  +  c  =  0  zur  .a;-Axe  machen,  also  eine  Drehung 

um  den  Winkel  arctang^  vornehmen  und  dann  die  neue  ^-Axe  um  die 


Strecke  c:j/ä^+ö*  verschieben.  Da  durch  diese  Drehung  und  Verschie- 
bung in  der  Bildebene  keine  innere  Veränderung  bewirkt  wird,  so  bedeutet 
die  obige  Substitution  ihrem  Wesen  nach  dasselbe,  was  die  folgende  be- 
deutet :  p 

Bescl^ränkep  wir  uns  also  auf  diese  letztere  Form ,  so  erhalten  wir  für  i;, 
von  der  willkürlichen  Verschiebungsfunction  abgesehen, 

„ ^y 

Bei  dieser  Substitution  bildet  sich  die  a;-Axe  auf  die  ^-Axe  ab,  während 
d^r  l/'Aw  der  un^eodlich  ferne  Punkt  der  $-Aze  entspricht  3  eme  in  dem 
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Abstände  c  zur  y-Axe  gezogene  Parallele  bildet  sieb  wieder  auf  eine  zur 
i^-Axe  parallele  Gerade  £  =  p:c  ab,  eine  Parallele  zur  x-Axe  y=6  da- 
gegen auf  die  Cunre  i}§'  =  — p6.  Dem  von  den  Axen  und  den  Geraden 
x=ia^^  y  =  b^  gebildeten  Rechteck  entspricht  also  in  der  Bildebene  ein 
ins  Unendliche  sich  erstreckendes  Flftchenstück ,  das  begrenzt  ist  von  der 
§-Axe,  der  Geraden  £=/>:ffi  und  der  der  $-Axe  asymptotisch  sich 
n&hernden  Curve  ri^^^—pb^.  Der  Inhalt  dieses  Flftchenstückes  ist  also 
jp:a, 

=  ^  I {pb^i I*) dg==  flj b^ ,  also  in  der  That  fleich  dem  Inhalt  des  Rechtecks. 

§  10.     Wir  wählen  nun  für  |  die  Substitution 

bo  +  b^x  +  b^y' 
Auch  dieser  Ausdruck  lässt  sich  durch  passende  Drehung  und  Verschie- 
bung der  Coordinatenaxen  auf  einen  einfacheren,    dem  Wesen  nach  mit 
ihm  gleichbedeutenden  reduciren. 

Macben   wir  zunächst  die  Gerade  b^+b^x  -^-b^y^O  zur  ^-Axe,   so 
nimmt  |  die  Form  an 

a\  +  a\x+a\y      a\  +  a\x    ,     , 
5= -. =  -_^  +  a,, 

daher 

Verschieben  wir  nun  noch  die  y'-Axe  um  die  Strecke  c<V^\>  ii^dem  wir 
setzen 


so  erhalten  wir 
Die  Substitution 


X  =x+-f,    y  =y, 


y" 


kann   also  als  die  allgemeinste  derartige  Substitution  betrachtet  werden. 
Die  Integralgleichung  ergiebt  dann  fEir  i;  den  Werth 

wenn  wir  die  willkürliche  Verschiebungsfunction  ausser  Acht  lassen. 

Da  hier  jeder  zur  ir- Axe  parallelen  Geraden  wieder  eine  zur  £-Axe 
parallele  Gerade  entspricht,  jeder  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  ge- 
raden Linie  aber  eine  Parallele  zur  17-Axe,  so  können  wir  vermittelst 
dieser  Substitution  ein  Dreieck  auf  ein  Parallelogramm  abbilden.  Dabei 
entspricht  aber  ein   Eckpunkt   des   Dreiecks,   nämlich   der /Koordinaten- 
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anfangspunkt,  einer  Seite  des  Rechtecks,  wodurch  die  Bildfignr  sehr  ver- 
serrt  wird. 

§  11.  Um  nun  die  principielle  Frage  zn  erledigen,  inwieweit  die 
äquivalente  Abbildung  dadurch  bestimmt  werden  könne,  dass  wir  ge- 
gebene Contouren  einander  entsprechen  lassen,  untersuchen  wir  zuerst, 
in  welcher  Weise  ein  Kreis  auf  sich  selbst  äquivalent  abgebildet  werden 
kann,  ohne  dass  der  Rand  verschoben  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
Polarcoordinaten  ein.  Bezeichnen  wir  mit  Qq>  die  Polarcoordinaten  in 
der  einen  Ebene,  mit  r^Q'  die  entsprechenden  in  der  andern,  so  lautet 
die  Differentialgleichung  der  Aequivalenz: 

OQ  dg>        dg  dq> 
woraus  sich  die  Integralgleichungen  ergeben: 


dr 


dr 
Dabei  müssen  die   Grössen   o  und   ^- ,    die  unter  dem  Integralzeichen 

dQ 

stehen,  in  Function  von  r  und  q>  ausgedrückt  werden. 

§  12.  Die  Function  ^(r)  ist  wieder  eine  ganz  willkürliche  Func* 
tion  von  r.  Ihre  geometrische  Bedeutung  ist  der  der  Function  F{^  in 
den  Gleichungen  B)  analog.     Denn  setzen  wir 

r  =  ^,  also  ^=^^dip+^f{r)==:q>+W{r), 

so  sehen  wir,  dass  jeder  Punkt,  der  auf  einem  bestimmten,  im  Anfangs- 
punkte centrischen  Kreise  liegt,  auf  diesem  Kreise  um  eine  Strecke 
verschoben  wird,  die  eine  Function  des  Radius  dieses  Kreises  ist.  Ein 
unendlich  schmaler  Kreisring,  dessen  Centrum  der  Anfangspunkt  ist, 
erscheint  also  in  dem  Bilde  in  Bezug  auf  die  relative  Lage  seiner  inne- 
ren Punkte  völlig  unverändert,  aber  um  einen  bestimmten  Winkel  ge- 
dreht. Die  Function  W{r)  bedeutet  also  hier  eine  Drehung  concentrischer 
Kreisringe.  Deshalb  kann  diese  Beziehung  eine  Abbildung  durch 
Drehung  concentrischer  Streifen  genannt  werden. 

Da  es  nun  unendlich  viele  Functionen  ^(r)  giebt,  die  für  einen 
bestimmten  Werth  von  r  einander  gleich,  z.  B.  =0  sind,  so  leuchtet  un- 
mittelbar ein,  dass  sich  ein  Kreis  auf  unendlich  viele  Arten  auf  sich  selbst 
äquivalent  abbilden  lässt,  ohne  dass  der  Rand  seine  Lage  ändert.  Selbst 
wenn  wir  festsetzen,  es  sollen  mehrere  Radien  sich  selbst  entsprechen, 
ist  die  Aufgabe  noch  unendlich  vieldeutig,  da  jeder  beliebige  Kreis  inner- 
kalb der  gegebenen  Kreisfläche,  der  keinen  jener  Radien  schneidet  ^wied^E, 

igi  ize     y  g 
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auf  naendlioh  viele  Arten  auf  sich  selbst  abgebildet  werden  kann,  obne 
dass  sieb  die  übrigen  Theile  und  der  Rand  verschieben. 

Daraus  folgt,  dass  die  Aufgabe,  eine  Figur  auf  eine  andere  in  der 
Weise  äquivalent  abzubilden,  dass  die  Begrenzungscurven  einander  ent- 
sprechen, eine  unendliche  Anzahl  von  Lösungen  zulässt. 

§  13.     Eine  der  einfachsten  Substitutionen  für  Polarcoordinaten  ist 

Gehen   wir  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  zurück,   so  haben  wir  an  die 
Stelle  dieser  Gleichungen  zu  setzen 

y  y 

X  X 

Hierbei  bildet  sich  jede  zur  y-Axe  parallele  Gerade  auf  einen  Kreis  ab, 
dessen  Radius  gleich  dem  Abstände  der  Geraden  von  der  y-Axe  ist, 
während  jeder  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden  wieder  eine 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade  entspricht;  der  a;-Axe  entspricht 
die  $-Axe,  der  y-Axe  der  Nullpi|nkt.  Ferner  sehen  wir,  dass  jede  Ge- 
rade, welche  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Axe  einen  Winkel  bildet, 
dessen  trigonometrische  Tangente  ein  Multiplum  von  2n  ist,  sich  auf  die 
positive  Richtung  der  a;-Axe  abbildet.  Der  ganze  Flächenraum  zwischen 
der  y-Axe  und  der  in  dem  Abstände  a  zu  derselben  gezogenen  Paral- 
lelen bildet  sich  also  unendlich  oft  auf  den  Kreis  mit  dem  Radius  a  ab. 
Einem  Paralleltrapez ,  das  von  den  Geraden  ar  =  ai,  «Tsag)  y==''»i«^i 
y=sm^x  gebildet  wird ,  entspricht  das  von  den  Kreisen  r  =  a| ,  r:=a2  und 
den  Geraden  vi  =  iigm^y  V^iHl^%  begrenzte  Flächenstück.  Ist  02  =  0, 
so  geht  das  Paralleltrapez  in  ein  Dreieck  über  und  das  entsprechende 
Bild  ist  ein  Kreissector.  Damit  sind  wir  also  in  den  Stand  gesetzt,  ein 
Dreieck  auf  einen  Kreissector  äquivalent  ab^subilden. 

§  14.  Es  ist  nun  leicht,  die  Aufgabe  dahin  zu  erweitern,  ein  Dreieck 
auf  einen  Kreisseetor  abzubilden,  der  zu  einem  gegebenen  Centriwiakel 
inzn  gehört. 

Wir  setzen  das  g^ebene  Dreieck  als  ein  rechtwinkliges  voraus,  was 
wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  thun  dürfen,  da  sich  nach 
§  8  jedes  Dreieck  leicht  auf  ein  rechtwinkliges  äquivalent  abbilden  lässt 

Es  sei  der  der  Kathete  a  gegenüberliegende  Eckpunkt  der  Anfangs- 
punkt des  Coordinatensystems,  dessen  a:-Axe  mit  der  Kathete  b  der 
Richtung  naeh  zusammenfalle. 

Wir  bilden  nun  das  gegebene  Dreieck  zuerst  auf  ein  anderes  recht- 
winkliges ab,  in  welchem  die  a  und  6  entsprechende  Katheten  j/2abn:n 
bez.  yabn:27t  sind,  vermittelst  der  Relationen 
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Dieses  zweite  Dreieck  bildet  sich  auf  einen  Kreissector  ab  mit  dem  vor- 


geschriebenen Gentriwinkel  und  dem  Radius  yabn:2n  durch  die  Sub- 
stitution 

t     '     y'  /  .  y 

X  *  X 

Die  Gleichungen  der  Aequivalenz  zwischen  dem  ursprünglichen  Dreieck 
und  dem  Kreissector,  dessen  Centriwink«!  =  2n:n  ist,  sind  also 
.  -m/n      a         y   2  7t   b  -w /  n      a    ,    v   2n  b 

f     2n    b         X    n     a^       '  r     2n    b        x    n     a 

§  15.  Setzen  wir  in  diesen  Oleichungen  »  =  2,  so  sind  damit  Be- 
ziehungen gefunden,  welche  das  gegebene  Dreieck  auf  einen  Halbkreis 
mit  dem  Radius  y^abm  äquivalent  abbilden.     Diese  sind  also 

bn 

a  ' 

Da  wir  nun  diesen  Halbkreis  nach  §  6  auf  einen  ganzen  Kreis  abbilden 
können,  so  sind  wir  nun  auch  im  Stande,  das  Dreieck  auf  den  ganzen 
Kreis  äquivalent  abzubilden,  und  zwar  durch  die  Relationen 

u  1/   "  y  bn 

1/2«    .    y   bn      -f/«''  o    «  ^U  bn 

f     nb       X    a       f     2n  27tb  x     a 

Bei  dieser  Substitution  entspricht  den  vom  Anfangspunkte  nadi  der 
gegenüberliegenden  Seite  a  gezogenen  Geraden  y  =  mx  eine  Schaar  von 
symmetrisch  zu  der  ^-Axe  liegenden  EUipsenbogen 


l=^x  1/  —cos ,     ri  =  xj/  —Sin-' 

r     bn        X    a  '  f     bm       X 


,=.i„4"-^--6'. 


die  Ellipeea  angehören,  welche  alle  ihr  Centrnm  im  Mittelpunkte  des 
Kreises  haben ,  durch  die  Endpunkte  des  Durchmessers  £  =  0  hindurch- 
gehen und  die  beiden  zu  diesem  Durchmesser  parallelen  Tangenten  be- 
rühren. 

Unter  diesen  Ellipsenbogen  sind  als  specielle  Fälle  enthalten:  die 
beiden  unter  der  §-Axe  liegenden  Kreisbogenquadranten  als  Bilder  der 
Kathete  b  und  der  Hypotenuse  c  und  der  Durchmesser  £  =  0  als  Bild  der 
Halbirungstransversalen  der  Kathete  a.  Diese  Kathete  bildet  sich  auf 
den  über  der  |-Axe  liegenden  Halbkreis  ab. 

(In  Fig.  3  sind  zwei  solche  Ellipsenbogen  in  die  Kreisfläche  ein- 
gezeichnet, A' D'  und  ä'E\  welche  den  Geraden  AD  und  ^^^  in  dem 
Dreieck  entsprechen.) 

Einem  Kreise  i^+rf^^p^  innerhalb  der  Kreisfläche  entspricht  in  dem 
Dreieck  die  transcendente  Curve  /-^  t 
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r     nb         X    a  V  X    a       ^     J  f^     27t  2nb         x    a 

in  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  natürlich  als  specielle  Fälle  enthalten 
sind.  Dem  Mittelpunkte  der  Kreises  entspricht  die  Mitte  der  von  dem 
Eckpunkte  A  durch  den  Schwerpunkt  gezogenen  Geraden  AM,  Die  Ge- 
rade xs=  q  bildet  sich  ab  auf  die  algebraische  Curve  vierten  Grades 

die  für  q=^b  in  den  Kreis  übergeht. 

§  16.  Will  man  ein  Parallelogramm  oder  ein  Rechteck,  in  welches 
das  Parallelogramm  durch  Verschiebung  leicht  übergeführt  wird,  auf  den 
Kreis  abbilden,  so  kann  man  dazu  die  Lambert' sehe  Projection  der 
Halbkugeloberfläche  auf  ein  Rechteck  benutzen.  Diese  kartographische 
Projectionsmethode  bildet  nämlich  die  Halbkugeloberfläche  auf  ein  Rechteck 
mit  den  Seiten  g  und  h  äquivalent  ab  durch  die  Substitutionen 

n  L 

wobei  9  und  A  Breite  und  Länge  eines  Kugeloberflächenpunktes  bezeich- 
nen. Der  Aequator  und  der  Anfangsmeridian  entsprechen  dabei  den 
durch  den  Mittelpunkt  des  Rechtecks  gehenden,  zu  den  Seiten  parallelen 
Coordinatenaxen. 

Nun  können  wir  diese  Halbkugeloberfläche  aber  auch  auf  einen  Kreis 
äquivalent  abbilden,  so  dass  ebenfalls  der  Aqquator  und  der  erste  Me- 
ridian sich  auf  die  Axen  projiciren,  und  zwar  durch  die  Gleichungen 

l  =  cos^>  Sink  1/  i- ,     Tj  =  sm q>  1/  —  r-. r. 

Lassen  wir  jetzt  das  Mittelglied  fort,  so  erhalten  wir  als  Bedingungen 
der  Aequivalenz  zwischen  Rechteck  und  Kreis  die  Gleichungen 


I  =  sm  — 


^y     ""  k  +  cos^Ttj/h^^iy^' 


v==^yl/^ 


1/- ■ 

1/    "^  h  +  cos^Ttj/h^-iy^ 


Bei    dieser   Abbildung    entsprechen    den   beiden   Geraden  y=jr^h  die 
Schnittpunkte  der  i^-Axe  mit  der  Kreisperipherie. 

§  17.  Zu  einer  andern  Abbildung  des  Rechtecks  auf  den  Kreis,  bei 
welcher  nur  eine  Seite  in  einen  Punkt  zusammengezogen  wird ,  gelangen 
wir  in  folgender  Weine.  ^^  ^ 
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Wählen  wir  die  Seiten  g  und  A  des  Rechtecks  zu  den  Axen ,  so  bil- 
det sich  dasselbe  nach  §  10  dbrch  die  Snbstitutionen  x'^f/xy  ys=2y}/x 
so  auf  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  j/g^  und  2h]/g  ab, 
dass  die  y-Aze  dem  Nnllpnnkte  entspricht,  also  nach  §  15  auf  einen 
Kreis  durch  die  Relationen 

.      -m/xh         yn  «7/^    .  y^      n/9^     «Ä       «yw 

i=J/  — .cos^'-r-y     «2  =  21/  —  stn\ 1/  ^ <?05*~- 

f      n  h  f      n         h       f      n        n  h 

Dabei  bildet  sich  der  Kreis  $^  +  i7^=/>*  ab  auf  die  transcendente  Curve 

/,      Axh   ,  ^yn     gh^      16xh   .^yn(gh     xh     ^yn\    , 

\  n  h        n  J  Tt  h  \n        n  n  / 

welche  für  r^  =  —  die  Seiten  des  Rechtecks  darstellt.    Der  Geraden  ys=^ 
n 

entspricht,  so  lange  x^g  sec^{bn:h)y  ein  Ellipsen  bogen 
w&hrend  der  Geraden  Xe=a  die  Curve  vierten  Grades  entspricht 


(,+/^_,.)'=i<,»_.,, 


Weiter  unten  werden  wir  noch  ein  Verfahren  angeben,  um  ein  Rechteck 
durch  eine  analytische  Function  auf  einen  Kreis  äquivalent  abzubil- 
den, ohne  dass  dabei  eine  Seite  des  Rechtecks  einem  Punkte  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  entspricht. 

§  18.  Wir  gehen  nun  zu  einer  allgemeineren  Abbildungsmethode 
über,  nach  welcher  beliebige  Figuren,  die  bezüglich  ihrer  Begrenzung 
gewisse  Bedingungen  erfüllen ,  auf  den  Kreis  äquivalent  abgebildet  wer- 
den können. 

Jede  Figur,  deren  Begrenzungscurve  von  einem  beliebigen  Strahle 
irgend  eines  Parallelstrahlenbüschels  nur  in  zwei  Punkten  getroffen  wird, 
lässt  sich  auf  ein  Rechteck  äquivalent  abbilden. 

Denn  bilden  wir  diese  Figur  nach  §  5  zunächst  auf  eine  zur  x  -  Axe 
symmetrisch  liegende  ab,  deren  Begrenzungscurve  die  Gleichung  habe 
y  =  +  f{x) ,  und  setzen  nun 

X 

IJL 

a  f{xy 
0 

wobei  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  so  entspricht  dem  über  der 
a;-Axe  liegenden  Theile  der  Begrenzungslinie  die  Gerade  iy=l:ö, 
dem  unteren  Theile  die  Gerade  >j  =  —  1 :  a ,  während  das  Bild  einer  zur 
2^ -Axe  parallelen  Geraden  eine  zur  i/-Axe  parallele  Gerade  ist.  Auf 
diese  Weise  bildet  sich  die  ganze  Figur  auf  ein  Rechteck  ab;  dabei  ent* 
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sfprecbeD  im  AllgemeineB,  wenn  nämlich  das  abzubildende  Ebenenstück 
nach  der  einen  Richtung  hin  nicht  von  zwei  zur  y  -  Axe  parallelen  Linien 
begrenzt  ist,  zwei  Punkte,  und  zwar  diejenigen,  in  welchen  die  Contour 
von  der  a?-Axe  getroffen  wird  je  einer  Seite  des  Rechtecks. 

Eine  Figur  von  der  genannten  Eigenschaft  bildet  sich  also  auf  ein 
Rechteck  ab  durch  die  Substitution 

wobei  t/'^C.r)  und  f^(pc)  die  gleiche  Bedeutung  haben  wie  in  §  5. 

§  19.  Die  Aufgabe,  eine  solche  Figur  auf  den  Kreis  äquivalent 
abzubilden ,  ist  also  darauf  zurückgeführt ,  ein  Rechteck  in  der  Weise  auf 
einen  Kreis  abzubilden,  dass  zwei  gegenüberliegende  Seiten  zwei  diame- 
tral gegenüberliegenden  Punkten  der  Kreisperipherie  entsprechen.  Letz- 
tere Aufgabe  haben  wir  in  §  16  bereits  gelöst.  Ist  F  der  Flächeninhalt 
des  abzubildenden  Ebenenstückes ,  so  gelangen  wir  durch  Verbindung  der 
dort  entwickelten  Formeln  mit  denen  des  §  18  zu  den  Relationen 

X 


^-=^j/^ßfi{^)-'f,<.^)]dx, 


wobei 


und   die  y-Axe  so   gewählt  ist,   dass  dieselbe  das  Ebenenstück  in  zwei 
gleiche  Theile  theilt. 

§  20.  Wir  können  indess  auch  noch  andere  Beziehungen  aufstellen, 
welche  den  Bedingungen  dieser  Aufgabe  entsprechen.  Wir  bilden  näm- 
lich den  Kreis  nach  der  in  §  18  angegebenen  Methode  auf  ein  Rechteck 
ab  durch  die  Substitutionen 

£  ^  

0 
.         1  V 


VI 


•I* 


wobei  wir  jetzt  mit  xy  die  Coordinaten  des  Rechtecks,  mit  £if  die  ent- 
sprechenden der  Kreisfläche  bezeichnen. 
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Hierauf  bilden  wir  die  gegebene  Fignr  nacb  derselben  Methode  auf 
das  Recbteck  ab  durch  die  Gleichungen 

0 
Die  Qleichsetzung  der  Werthe  von  x'  resp.  von  y    fiefert  uns  die 
gewünschten  Belationen 

.—  . « 

—  arc9%n\ 

TT 

•  0 

n       _  2y-/'»(*)-/',(^) 


V 


Dabei  ist  die  y-Axe  wieder  so  gewählt,  dass  dieselbe  die  gegebene  Figur 
in  zwei  gleiche  Theile  theilt. 

Die  erste  der  beiden  letzten  Gleichungen  können  wir  auf  die  Form 
bringen 

*tn  2  X  +  2  %  =  «  sin  q>. 

Dabei  hängen   %  und   q>  mit  den  Grössen  £  und  x  zusammen  durch  die 

Relationen 

__  X 

0 
Die  Gleichung  sin2%  +  2x^^^^^^9^  kommt  auch  in  der  Kartographie 
vor,  und  es  giebt  Tabellen,  welche  für  bestimmte,  in  gewissen  Interval- 
len fortschreitende  Werthe  von  g)  die  zugehörigen  Werthe  von  %  ent- 
halten. Man  kann  daher  diese  Tabellen  auch  in  unserem  Falle  zur  Be- 
rechnung der  Werthe  von  %  aus  den  gegebenen  von  q>  benutzen. 

§  21.  Mit  Hilfe  der  bisher  gewonnenen  Resultate  gelingt  es  nun 
auch,  durch  eine  analytische  Function  ein  Rechteck  auf  einen  Kreis 
äquivalent  abzubilden,  ohne  dass  dabei  eine  Seite  in  einen  Punkt  zu- 
sammengezogen wird. 

Wir  bilden  nämlich  nach  §  17  das  Rechteck  zuerst  so  auf  den  Kreis 
ab,  dass  eine  Seite  einem  Punkte  der  Kreisperipherie  entspricht;  dann 
setzen  wir  vermittelst  der  in  §  18  angegebenen  Substitutionen  diese 
Kreisfläche  mit  einem  rechtwinkligen  Dreieck  in  eine  solche  Beziehung, 
dass  dieser  Punkt  als  das  Bild  einer  Seite  des  Dreiecks  erscheint.  Auf 
diese  Weise  haben  wir  also  das  Rechteck  auf  ein  Dreieck  äquivalent 
abgebildet,  ohne  dass  eine  Seite  des  Rechtecks  einem  Eckpunkte  des 
Dreiecks  entspricht,  und  unsere  Aufgabe  ist  auf  die  in  §  18  gelöste  Ab- 
bildnngsaufgabe  zurückgeflihrt. 
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W&hlen  wir  die  Seiten  g  und  h  des  Rechtecks  wieder  zu  den  Azen» 
so  liefert  uns  die  angegebene  Methode  die  Beziehungen 

wobei  zur  Abkürzuüg  gesetzt  ist 
-i/xh       yn 

7t  f      F  w       n 


Ä'=! 


r      n         h       ^      n  n           n 

Hierbei   entspricht  der  Geraden  y=«"  die  5  Axe,   der  Geraden  ^'  — "s~ 
dagegen  eine  transcendente  Curve. 

Freiburg  i.  B.,  im  Juli  1877,  Frz.  ScHELLnAiCMER. 
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Zar  Bynthetüiohen  Behandlung  der  ebenen  Cnrven 
vierter  Ordnung. 

-Von 

Mjlinowski  , 

ObtrlchMr  au  GynuuMiam  sa  WaiMmborg  im  Blf  am. 


I.  Aztilcol. 

Nachdem  kh  eitiige  HatipteigenschafteD  der  ebenen  Cnrven  dritter 
Ordattog  a«f  synthetiscliem  Wege  abgeleitet  habe  (vergl.  diese  Zeitscbr. 
Jahrg.  1876),  verraehe  ich  im  Folgenden,  dasselbe  fttr  die  Ourren  vierter 
Ordnung  %m  thnn.  Es  kam  mir  darauf  an,  mit  alleiniger  Hilfe  der 
Steiner'sehea  Principien  und  ohne  Benutzung  des  Oleiohheitszeichens 
folgende  Sätze  abzuleiten: 

1.  Ist  eine  CuTve  vierter  Ordnung  dureb  zwei  projecti- 
viache  Kegelschuittbüschel  erzeugt,  so  kann  sie  auf  unzäh- 
lige Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt  werdea.  Die 
aämiitlicben  Orundpunkte  des  einen  Büschels  und  einer  des 
andern  können  beliebig  auf  der  Curve  angenommen  werden. 

2.  Ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  durch  zwei  projeeti- 
▼isehe  Büschel  erster  und  dritter  Ordnung  erzeugt,  so  kann 
sie  auf  unzählige  Arien  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt 
werden.  Der  Grundpunkt  des  Büschels  erster  Ordnung  und 
aeeka  Orundpunkte  des  Büschels  dritter  Ordnung  sind  be- 
liebig auf  der  Curve  zu  wählen. 

8.  Eine  Curve  rievter  Ordnung,  welche  durch  «wei  pro- 
jeetivisabe  Btsehel  zweiter  Ordnung  erzeugt  ist,  kann  auch 
durch  zwei  projeotivische  Büschel  erster  und  dritter  Ord- 
nung erzeugt  werden. 

4.  Alle  (auf  eine  der  genannten  Arten)  erzeugten  Ourven 
vierter  Ordnung,  welche  13  Punkte  gemeinschaftlich  habet), 
gehen  ausserdem  noch  durch  dieselben  drei  Punkte. ^^  j 
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5.  Eine  Curve  vierter  Ordnnng  ist  durch  14  Punkte  be- 
stimmt. 

In  einer  im  Jahre  1868  mit  dem  Steiner* sehen  Preise  gekrönten 
Abhandlung  ,,Ueber  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vierten  Grades^* 
von  Kortum  sagt  der  Verfasser,  dass  ihm  von  diesen  Sätzen  keine  stich- 
haltigen geometrischen  Beweise  bekannt  wären  und  dass  der  strenge  Be- 
weis derselben  eine  vollständige  geometrische  Theorie  der  Curven  vierter 
Ordnung  invoivirt. 

Wie  ich  hoffe,  ist  es  mir  gelungen,  nicht  nur  diese  Sätze,  sondern 
auch  die  BUu]ftpoiareigeiisbhalllii'&tf:..ßorTea  Hiarta«  OodLtmngLäxd  geo- 
metrischem Wege  abzuleiten^  Hafi{)tfäpMid\'  stütze  ich  mich  dabei  auf 
die  Eigenschaften  des  Curvennetzes  dritter  Ordnung.  Die  benutzten 
Methoden  lassen  sich  übrigens  verallgemeinem ,  so  dass  die  Eigenschaften 
der  Curven  fünfter  Ordnung  aus  denei|  ^er  Curven  vierter  Ordnung,  die 
der  Curven  sechster  Ordnung  aus  denen  der  C«rven  fünfter  Ordnung 
u.  s.  f.  sich  herleiten  Hessen.  Dadurch  gelang  es,  von  einer  Curve  n^^' 
Ordnung  folgende  Sätze  zu  beweisen: 

6.  Ist  eine  Curve  n**' Ordnung  durch  zwei  projectivische 
Büschel  erster  und  («  —  1)**^  Ordnung  erzeu-gt,  so  kann  sie 
auf  unzählig«  Arten  durch  zwei  solche  Büsohel  oder  auch 
durch. zwei  Büschel  «weiter  und  (#1  —  2)^^''  Or/dnuag  eraaugt 
werden.  Jede  so  erzeugte  Curve  /iV^  Ordnung  wird  von  einer 
Curve  dritter  Ordanng  in  3f«  .Funkten  g«^chnitteB. 

Jede  auf  eine  der  genannten  Arten  eraeugteiiCürve  n^^' 
Ordnung  kann  auf  unzählige  Arten  dur4k  awei  projecti- 
vische Büschel  drit.ter  und  («•— 3)^®^  Ordnusg  erzeugt  werden. 

Die  so  erzeugten  Curvenn^^'  Oxd.audg:aind  durob.^fi(rt+^l 
ihrer  Punkte  bestin^mt. 

Wenn  mu\,  diß  Zahl.äer  Punkte  beatiiAnien  könnte,  in.  deUB»  .«ich 
zwei  Curven.  n^""^  und  m^^'  Ordnung,  «i  >4,  schneiden,  so.wttrde<sieh  der 
letzte  Sete  dahin  verallgemeinern  lasaon»  dass  eine  Crnnre-^i^'^  Ordnung, 
die  durch  zwei  projectivische  .BiOschßl  erster  und  (»—1)^  OtdnnUg  er- 
zeugt ist,  auch  dufch  s^FEei  pr^jjeetiyische  Büsibhel  m^^  und  {n  —  mY*' 
Ordnung  eraeagt  werden  kann. 

Nach  der  in  44  angegebenen  Methode,  welche  die  YoraUgenfiiBO- 
rung  der  von  Kortum  a.  a.  O.  i^gfirendelen  ist,  iKast  aieh  durch 
^n(n+3)  gegebene  Piinkti»  vermittelst  projeeiivischer  Büachel 
erster  und  («— 1)^*""  Ordnung  oder  zweitdr  ün-d  («-r-a)*"  Ord- 
nung eine  Curve  n^""'  Ordnung  legen.  Könnte  man . dasselbe  .er- 
mittelst zweier  projecti vischen  Büschel  dritter  uo4  (w---3.)**^  Oo^Bvag  dina, 
so  würde  sich,  wie  in  35a,  die  Umkehrung  des.  atsten.TheileB  des  in  6 
angegebenen  Sataea  ableiten  lasa^n^,  :   ...    . 


j.        .    - . 
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I. 
Ällgemebid  Sigenaohaften. 

1.  Der  Ort  der  SchDittpankte  homologer  Elemente  zweier 
pr^jectivischen  Eegelschnittbüschel  ist  eine  Carve  vierter 
Ordnung. 

Darch  irgend  einen  Schnittpunkt  M  zweier  homologen  Kegelschnitte 
lege  man  eine  beliebige  Qerade  /  und  verbinde  die  Panktpaare  der  bei- 
den Involutionen,  in  denen  /  von  den  beiden  Büscheln  geschnitten  wird, 
mit  3LW£i  Punkten  S  und  @,  die  mit  M  in  einer  Geraden  liegen ,  so  erhält 
man  in  diesen  Punkten  zwei  projectivische  Strahleninvolutionen,  in  denen 
der  gemeinsame  Strahl  sich  aelbst  entspricht.  Wir  bezeichnen  sie  mit 
S(aajÄ6jCCj^...)  und  ©(aaibbiCC^ ...)»  so  dass  00^  und  aOj,  66^  und  bb^, 
(Cj  und  cq,  ••.  entsprechende  Strahlenpaare  sind.  Je  zwei  beliebige 
Strahlenpaare  bestimmen  ein  Vieraeit.  Ist  g  eine  beliebige  Gerade  und 
sind  ?li^33i*Gi*...  die  Kegelschnitte,  welche  die  Seiten  je  eines  von  ent- 
sprechenden Strahlenpaaren  gebildeten  Vierseits  und  g  berühren,  so  lä^st 
sich  zeigen,  dass  alle  diese  Kegelschnitte  eine  Scliaar  von  vier  festen 
Tangenten  bilden.  Di6  beiden  Kegelschnitte  3l^93^  welche  den  Vierseiten 
aa^aa^,  bb^hh^  eingeschrieben  sind,  haben  noch  drei  gemeinschaftliche 
Tangenten  hik  und  bestimmen  eine  Kegelschnittsqhaar  (^^83^)  von  vier 
gemeinschartlichen  Tangenten  g  hi k.  Den  Kegelschnitt  dieser  Schaar* 
welcher  c  berührt,  nennen  wir  C^  und  die  zweite  Tangente,  die  sich 
aasser  c  von  S  an  C^  ziehen  lässt,  c\  dann  sind  die  drei  Strahlenpaare 
aa^bli^cc^  in  Involution  und  es  muss  c' mit  Cj^  zusammenfallen.  Hieraus 
lässt  sich  jschliessen ,  dass  die  Kegelschnitte  der  Schaar  (^^  ^^)  die 
Strahlenpaare  der  Involution  {S)  berühren,  und  ebenso  folgt,  dass  sie 
auch  die  Strahlenpaare  von  (©)  berühren  müssen.  Zu  den  Kegelschnit- 
ten der  Schaar  gehört  auch  derjenige  $^,  welcher  die  Gerade  S®  be- 
rttbrt.  Lassen  wir  jedem  Kegelschnitte  der  Schaar  dasjenige  Strahlen- 
paar entsprechen,  welches  er  berührt,  so  sind  die  Kegelschnitte  projec- 
tivisch  auf  die  Strahlenpaare  bezogen,  so  dass  also 

Tina 

ist,  wenn  (?,.,   und  C^...    diejenigen  Kegelschnitte   der  Schaar  {g^iik) 
sind,  welcbe  cc^y  ...  und  tCi,...  berühren.     Da  aber  (S)a(®)  ist,   so 

sein  und  ä^hex  müssen  C^,..  und  C|'.*.  zusammenfallen. 

Die  aech«  Scbnittpnnkti»  (§h),  (iä),  igk)^  (lA),  (pi),  (kk)  sind  die 
Ecken  eines  yol]«U(ndigen  Vienieita  und  die  drei  Geradenpaare,  welche 
von  S  und  @  nach  den  drei  Gegeneckenpaaren  (gh)  und  (tir),  {gi)  und 
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{hk),  {ht)  und  (gk)  gezogen  werden  können,  sind  drei  Strahlenpaare  der 
Involutionen  S(aa^...)  und  ©(aa^...);  daher  liegen  diese  Ecken  auf  der 
Ortscurve  der  Schnittpunkie  dex.  hofDo)9gen  Stmblenpaare  der  projectivi- 
sehen  Involutionen  {S)  und  (@).  Wir  lassen  die  beliebige  öerade  g  um 
den  Punkt  (gh)  sich  drehen,  so  muss  auch  der  Punkt  (ik)  fest  bleiben, 
weil  in  diesen  beiden  Punkten  sich  entsprechende  Strahlen  der  Involu- 
tionen treffen.  Die  übrigen  vier  Ecken  durchlaufen  die  ganze  Ortscurve, 
so  dass  die  variablen  Strahlen  g^  h  und  i ,  k  entsprechende  Strahlenpaare 
zweier  projectivischen  Involutionen  mit  den  Scheiteln  (gh)  und  (ik)  bil- 
den; denn  es  sind  Tangenten  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  mit  vier 
festen  Tangenten  r/^^aai  ^^^^  bb^hh^^  ...  und  wir  können  je  zwei  Paare, 
die  denselben  Kegelschnitt  berühien,  einander  zuweisen,  wodurch  eine 
projectivische  Beziehung  hergestellt  ist.  Es  wird  also  die  Ortscurve  ans 
irgend  zwei  Gegeuecken  eines  der  erhaltenen  eingeschriebenen  vollstän- 
digen  Vierseite  durch  zwei  projectivische  Involutionen  projicirt,  und  wenn 
man  irgend  einen  Punkt  mit  den  Gegenecken  paaren  dieser  unendlich 
vielen  eingeschriebenen  vollständigen  Vierseite  verbindet,  so  bilden  die 
Strahlen  eine  quadratische  Involution,  denn  man  kann  jeden  Punkt  der 
Curve  als  eine  Ecke  eines  vollständigen  ihr  eingeschriebenen  Vierseits 
ansehen.  Sind  nun  M^M^M^  irgend  drei  Punkte  der  Ortscurve,  so  werden 
von  ihnen  alle  Punkte  derselben  durch  quadratische  Involutionen  proji- 
cirt, deren  Doppelstrahlen  fioji^'o»  fiif*\i  11*2 1^'«  ®®^^  mögen.  Wir  betrachten 
sie  als  Kegelschnitte,  so  bestimmen  sie  ein  Netz,  dessen  Tripelcurve 
(vergl.  Schroeter,  Steiner^s  Vorlesungen)  mit  unserer  Ortscurve  zu- 
sammenfällt. Dann  sind  {gh)  und  {ik)  irgend  zwei  Gegenecken  eines 
eingeschriebenen  vollständigen  Vierseits,  so  bilden  MQ{gh)  und  MQ{ik\ 
Mi{gh)  und  M^{ik),  ^U^9^)  ^^^  M^{ik)  Strahlenpaare  der  Involutionen 
in  ^„,  ^1,  M^,  Jedes  von  ihnen  wird  durch  die  Doppelstrahlen  fi^fi^ 
jiijfi'i,  ^%li^\  harmonisch  getrennt,  so  dass  also  (gh)  und  {ik)  conjngirte 
Punkte  in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  (fiof*'o)>  (/^il*i)»  (l!*2/*'j)  «»od. 
Dasselbe  gilt  von  je  zwei  Gegenecken  eines  der  unendlich  vielen  ein- 
geschriebenen Vierseite,  woraus  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  homo- 
"loger  Strahlenpaare  der  projectivischen  Involutionen  (S)  und 
(@)  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  der  Tripelcurve  des 
durch  (fiof^'o))  (Mii^i)>  ((x^f^'s)  constituirten  Kegelflchnittnetzes 
liegen.  .       .« 

Diese  Curve  trifl't  die  Gerade  /  in  drei  Punkten,  so  da«s  «bo  auf  / 
vier  Schnittpunkte  homologer  Kegelschnitte  der  im  Satze  genannten  pro- 
jectivischen Kegelschnittbüschel  liegen.  Daraus  folgt  aber,  dass  der  Ort 
aller  Schnittpunkte  solcher  Kegelschnitte*  eine  Curve  vierter  Ordnung  ist 
Sie  geht  durch  die  acht  Grundpunkte  der  Büschel  und  hat 
soviel  Doppelpunkte,  als  di'es^  Büi^cbel  gemeinBChaftti^he 
Grandpunkte  haben. 
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Dm  erhidtene  BetiulUt  giebt  folgenden  Satz: 

2.  Der  Ort  der  Sehnittpankte  homologer  Strahlenpaare 
ftweier  projectivischen  In:Vol!itionen  ist  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  wenn  der  gemeinsame  Strahl  aich  seihst  ent- 
spricht,  sonst  eine  Cnrve  vierter  Ordnung,  welche  die 
beiden  Scheitel  au  Doppelpunkten  hat. 

Wir  nennen  diese  Scheitel  S  und  (S  und  legen  durch  den  Schnitt- 
punkt J  asweier  homologen  Sirahkn  zwei  Gerade  g  und  g,  so  werden 
diese  von  den  beiden  Stirahlenibvolutionea  in  zwei  projeetiv jachen  Punkt- 
invelutionen  geschnitten,  in  welchen  ./  sich  seihst  entspricht.  Daher 
w^en  die  ßeradeii,  welche  homologe  Punkte  verbinden,  von  einer 
Cnrve  dritter  Classe  eingehüllt,  die  auch  g  und  g  zu  Tangenten  hat.  Da 
diese  durch  sieben  Tangenten  ausser  g  und  g  bestimmt  ist,  so  rauss  ftir 
den  Fallt  dass  der  gemeinsame  Strahl  der  Involutionen  (S)  und  (@)  sich 
nicht  selbst  entitpricht,  die  von  diesen  erzeugte  Curve  A"^  vierter  Ordnung 
ausser  durch'  die  Doppelpunkte  5  und  @  durch  acht  andere  Punkte  voll- 
ständig nnd  eindeutig  bestimmt  sein. 

Aus  dem  Gesagten .  ergieht  sich  leicht  die  Gonstruction  einer  Curve 
vierter  Ordnung,  wenn  von  derselben  die  beiden  Doppelpunkte  und  acht 
andere  Punkte  gegeben  siikd.  Wenn  aber  ausseor  den  beiden  Doppel- 
punktes S  und  @  nur  noeh  sieben  andete  Punkte  ji  J^  ...  A^  gegeben 
sind ,  so  werden  sich  darbh  dieselben  unendlich  viele  Curven  vierter  Ord- 
nung legen  lassen.  <  Man  ziehe  zu  dem  Zwecke  durch  ^4  zwei  beliebige 
Gerade  g  und  g,  schneide  sie  durch  die  Strahlen  S(A^..,A^  und  @(w^^...  ^q) 
in  ß^..,h\  und  95i.-.^^<^,  ziehe  die  Geriaden  ^i©, ,  -,  B^^^y  so  be- 
stimmen  diese  mit  g  und  9  eine  Schaar  von  Curven  dritter  Classe,  die 
noch  eine  neunte  gemeinschaftliche  Tangente  haben ,  welche  g  und  g  in 
Bj  und  ©7  schneidet.  Der  Schnittpunkt  der  Geraden  S B^  und  SS.,  ist 
ein  allen  Curven  gemeinsamer  Punkt.  Hieraus  folgt  für  Curven ,  welche 
durch  projectivische  Involutionen  erzeugt  sind: 

3.  Durch  acht  Punkte  lässt  sich  nur  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung l«gen,  welche  zwei  gegebene  Punkte  zu  Doppel- 
punkten hat. 

Alle  Ourven  vierter  Ordnung,    welche  zwei  gegebene 

Punkte  zu  Doppelpunkten   und  sieben  gemeinschaftliche 

Punkte     haben,     schneiden    sich    noch    in    einem    achten 

Punkte. 

Ist   J   iiigend   ein  Punkt   von  A^  und    man   dreht   die   erzeugenden 

involutorischen    Strahl enbüschel    um   S    und    @    so    weit,    dass   SA  und 

@^  in   eine  Gerade  zusammenfallen,   so   ist   der  Ort  der  Schnittpunkte 

homologer  Strahlenpaare  eine  Curve  fi^  dritter  Ordnung.     Jedem  Punkte 

der  einen   Curve   entspricht  ein  bestimmter  der  andern  und  umgekehrt. 

Auf  K*    wähleu    wir    zwei   beliebige  Punkte  J^N,   deren    entsprechende 
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9R  und  91  sein  mögen;  ist  dann  $  auf  H*  der  gegettllberUegende 
Pnnkt  der  Punkte  5@9R9Ri  so  kann  man  sich  ft'  erzengt  denken 
durch  die  pro jecti vischen  Büschel  (8@9R9l)  und  (^).  Alle  Elemente 
der  beiden  Büschel  werden  von  S  und  &  dnrch  projectivische  Strahlen- 
büschel  projicirt;  dreht  man  nun  wieder  die  Involutionen  in  S  und  @ 
und  sämmtliche  ebengenannten  Strahl enbttschel  um  8  und  @  so,  dass  die 
in  5@  vereinigten  Strahlen  sich  in  A  schneiden,  so  werden  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  (5@aR>R)  m  die  Kegelschnitte  des  Büschels  (S&MN) 
und  die  Strahlen  des  Büschels  ($)  in  die  Kegelschnitte  des  BüsdieU 
{S@AP)  sich  verwandeln  und  die  projectivisehen  Büs^el  (Se^ff)  und 
(S&^P)  müssen  die  Curve  X^  eraengen.  l>m  AMN  beliebige  Punkte 
derselben  sind,  so  folgt  der  Sata: 

4.  Die  Curve  A'^  der  geometrische  Ort  der  homologen  fttrah- 
lenpaare     projectivischer    Involutionen,     kann     auf    un- 
zählige   Arten    durch    ewei    projectivische   Kegelschnitt* 
büschel  erzengt  werden,   welche  die  Scheitel  der  Involu- 
tionen zu  gemeinschaftlichen  Grundpunkien  haben.     Von 
den   anderen  vier  Grundpunkten   können   drei  auf  1^^  be- 
liebig gewählt  werden. 
Die  Strahlen  a  und  a^  eines  Strahlen paares  von  {S)  werden  von  den 
Strahlenpaaren  von  (6)  in  den  Punktpaaren  zweier  projectivisehen  In* 
volntionen  geschnitten ,  in  denen  S  ein  sich  selbst  entsprechender  Punkt 
ist.     Daher  werden  die  Verbindungslinien  homologer  Pnnktpaare  von  einer 
Curve    dritter  Classe  eingehlillt,    die   aber  in  den   Punkt  @   und   einen 
Kegelschnitt  \aa^\  zerfällt,  welcher  die  Geraden  a  und  a^  und  die  beiden 
Doppelstrahlen  b'b"'  des  Büschels  {&)  berührt.     Wählen  wir  66^,  0C|,  ..., 
so  erhalten  wir  andere  Kegelschnitte  [hb^]^  [^^i]«   •••i  welche  sämmtlich 
t't"  EU  Tangenten   haben.     Wenn   wir  aber  die  Strahlenpaare  von  (@) 
durch  die  von  (S)  schneiden,  so  entstehen  auf  dieselbe  Art  Kegelschnitte 
[aaj,  [bbj,  [cc,],    ..,  welche  die  Doppelstrahlen /d''  von  (5)  berühren. 
Die  Kegelschnitte  [anj  und  [aa^]  haben  die  Geraden ,  welche  die  Pnnkte 
(tfa)  und   {(t^a)t  («kCi)  und  (a^a)  verbinden,   zu  gemeinschaftlichen  Tan- 
geuten; die  beiden  anderen  gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  die  Ver- 
bindungslinien d'd"  der  Pnnktpaare  (bV'j,  (b'V)  und  (bV),  (b*'rf").     Also 
bilden    alle  Kegelschnitte  [oai]«  [^^i])  -••    eine  Schaar  von  vier  festen 
Taogenten    i'h'ö'ö"  und  alle  Kegelschnitte  [aaj,  [bbj],  ...  eine  Schaar 
von  vier  festen  Tangeuten  d[dt'^6'\     Diese  beiden  Kegelschntttschaaren 
stehen  aber  in  projectivischer  Besiehung,  wenn  wir  je  zwei  Kegebchnitte, 
wie  [aa^]  und  [aQj],    [bb^  und   [bb^],  ...    einander  zuordnen,   und  ihre 
gemeinschaftlichen  Tangenten  werden  daher  von  einer  Curve  K^  vierter 
Classe  eingehüllt,  welche  b' ö"  zu  Doppeltangenten  hat     Dabei  schnei* 
den  sich  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  homo- 
logen Kegelschnite  auf  einem  Kegelschnitte  ft^     Es  bilden  die 
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Polaren  Ton  S  1}ez8g}ick  der  Btrühlenpaare  von  (@)  and  die  Polaren  von 
@  besttgUeb  der  6trählenpai|Te  von  {S)  zwei  pjojeetivisehe  Strableabilachel 
und.. dieae  erse^gea  einen  KegeUehnitt ,  anif  dem  eiob  die  gemeinscbaft- 
liobto  Tangenton  eobnetdeu  tDüsfien.  Denn  nennt  man  a'  nnd  a  die 
Polaren  von  (5  n4ch  {^a{)  nnd  von  8  nack  (axti )  t  so  müssen  äi'  nnd  a 
sieh  in  d^a  Scbnlttpankte  der  Diagonalen  des  Vierseits  aa^aai  treffen 
und  diese  Diagonalen  sind  die  gemetnscbafilicben  Tangenten  von  [qo^] 
und  [aaj4  ' 

.Wir/ geben  noeh.  auf  Iden  Fall  ein«  daas  dar  ^bmeinsohafUicbe  Strabl 
s  der  beiden  lüvolttiaiilien  sieb  selbst  entspiicht..  In  diesetn  Falle  sind 
die  PnnJktpaare  S  .tinA'(4'6")t  sowie  @  und  {ö'(f:)  bomologe  Kegelsebnitte 
der  beiden  Scfaaueh  {d^df'i'd")  und  (b'^"i'.^"),  denn,  die  Kegdiscbnitte 
[l^i]-nnd  [s[i']  diegenenren  in  jene  Punktpaare.  Daber  werden  die  ge- 
sieinaehaftliobea  Tangenten  homologer  Kegdaebnitte  von  einher  Curve  ifg 
drittev.  QUaBe.  eingebüllt.  Bie  scbneiden  sieb  auf  einer  Geraden  kj  in 
welebe  der  Kegelscknitt  £^  degeneriren  muss ,.  weil  der  gemeinsame  fitrabl 
s  ^ielizeitig  Polare,  ven  61  in  Bezug  auf  daa  StraUea»paar  (^fi))  als  aucb 
voft  @  in  Bezug;  üii  (as^)  iit  und /die  fitrahlenbüacbel,  welobe  R^  erzeug- 
ten,'in  perspeclivificbet  Libge.aich  befinden.  Die Kä^egeneeken  der  durch 
«tie  Scfanittl^unkte  homologer  Strahlet) paare  entstandenen  Vierecke  beiaaen 
in  unaMem-apefiiellen  FalUxqnjughrte  Punkte.  Wir  haben  jetzt  fol- 
gendea  Beanitat  erhalien.:   ' 

5.  Die  Geraden,  welche  die.Schnittpnnkte  homologer  Strab- 
lenpaare  tw^i^r  projectivi8.chen  Involutionen  verbinden, 
haben  als  Enveloppe  eine  Curve  vierter  Classe  i^^  mit  zwei 
Doppeltangenten    und  ■  schneiden    sich    in    den    Punkten 
einea  Kegelschnittes  $^   welcher  K^  in   vier  Punkten   be- 
rührt.    Die  Doppeltangenten  sind  die  Diagonalen  ^'d^des 
von  den  beiden  D  op  p  eis  trab  len  paaren  gebildeten  Vierecks. 
»  Entspricht  in  den   projectivischen  Involutionen   der 
,  gemeinschaftliche  Strahl  aich  selbst,  so  ist  die  Enveloppe 
der  Diagonalen   der  von  entspreohehden  Strahlfenpaaren 
gebildeten  Vierecke  eine  Curve  A^^  dritter  Classe,  welche 
d'und  d'' zu  Tangenten  hat,  und  der  Ort  der  Scbnittpnn'kte 
dieser  Diagonalen  eine  Gerade  iic,  welche /f^  berührt.    Oder: 
Die    Geraden,     welche    die    conjugirten    Punkte    der 
durch  }die  Bttsebel  (S)  und  (®)  erzeugten  Ourve  verbinden, 
werden  von  einer  Curve  k^  dritter  Classe  eingehüllt. 
Wenn  man  zwei  inviolutoriscbe  Strahlenbüschel  (S)  und  (®)  auf  alle 
möglichen   Arten    projectiviseh    aufeinander    bezieht,    so   wird    der   geo- 
metrische Ort  det  Schnittpunkte'  homologer  Elemente  im  Allgemeinen  eine 
Cufve  vievter  Ordnung  sein;   in  dem  Falle  aber,   dass  der  gemeinsebaft- 
liebe  Strahl  sich  selbst  entspricbt,  reducirt  sich  die  Curve  vierter  Ordnung 
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auf  eine  Cunre  dritter  Ordnung  und  die  Gerade  S&,  Es  entsteht  die 
Frage,  ob  man  noch  auf  andere  Arten  projectiTische  Beziehungen  swi* 
sehen  den  Involutionen  herstellen  kann,  derart,  dass  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte homologer  Strahlenpaare  eine  Gurre  dritter  Ordnung  wird.  Und 
in  der  That  kann  man  noch  auf  zwei  verschiedene  Arten  die  Strahlen- 
paare  projectivisch  einander  so  suordnen,  dass  sich  die  homologeB  Ele- 
mente auf  einer  Ourve  dritter  Ordnung  schneiden,  die  jedoch  in  eine 
Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfUUt^  Die  Doppelstrahlenpaare  d'^T 
und  b'b"  bilden  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  d'6"  sind.  Auf  jeder 
derselben  schneiden  sich  die  Strahlenpaare  beider  Involutienen.  Denn 
nennen  wir  />'  und  Z>"  die  Schnittpunkte  (rf'b')  und  (rf"b"),  so  ist  D'D" 
die  Diagonale  d'  und  es  trennen  diese  Punkte  die  Schnittpunkte  von  6' 
mit  je  zwei  Strahlen  irgend  eines  Paares  harmonisch,  und  in  jedem  sol- 
chen Punktpaare  müssen  sich  deshalb  die  Strahlen  von  zwei  Paaren  der 
Büschel  (S)  und  (@)  treffen.  Dasselbe  gilt  von  if\  Ordnet  man  je  zwei 
Sirahlenpaare  einander  zu,  die  sich  auf  d'  schneiden,  so  hat  man  zwi- 
schen den  Involutionen  eine  projeetivische  Beziehung  hergestellt,  in  wel- 
cher der  gemeinschaftliehe  Strähl  S&  sich  seihet  entspricht.  Es  ist  di^er 
die  Ortscurve  von  der  dritten  Ordnung  und  da  die  Gerade  d"  ein  Theil 
derselben  ist,  so  muss  der  andere  Theil  ein  Kegelschnitt  sein,  welcher 
durch  S  und  @  geht;  da  also  die  Schnittpunkte  homologer  Strahlen  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen,  so  müssen  die  Verbindungslinien  derselben! 
sich  in  einem  Punkte  schneiden.     Es  folgt: 

6.  Wenn  man  die  Strahlenpaare  zweier  Involutionen  auf 
alle  mög'lichen  Arten  einander  proje^ctivisch  zuordnet, 
so  giebt  es  drei  Arten  der  Zuordnung,  bei  welchen  der 
Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  in  die  Ver- 
bindungslinie der  Scheitel  und  in  eine  Ourve  dritter  Ord- 
nung zerfällt,  welche  letztere  in  zwei  Fällen  wieder  in 
eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  degenerirt»  In  den 
letzten  Fällen  zerfällt  die  Gurre  /T,  dritter  Classe,  die 
Enveloppe  der  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte 
homologer  Elemente,  in  einen  Kegelschnitt  und  einen 
Punkt. 

Es   giebt  drei  Punktpaare,   welche   in  Bezug   auf  alle 

Strablenpaare    beider   Büschel    zugleich  conjugirte   Pole 

sind,    nämlich    die   Scheitel  5®   und   die  Endpunkte   D'l/' 

und    ^''C    der    beiden    Diagonalen    d'    und    d"   desjenigen 

Vierecks,    dessen    Ecken    die    Schnittpunkte   der    beiden 

Doppelstrahlenpaare  der  Involutionen  sind. 

Hier  sei  es  mir  erlaubt,  auf  einen  Irrthum  aufmerksam  zu  machen, 

der  von   Herrn  Dur^ge  auf  S.  84   des   .5.  Bandes  der  mathematiseheD 

Annalen  in  der  Abhandlung  „lieber  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
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den  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegelschnitiscbaar  bildet*^ 
begangen  zn  sein  scheint,  indem  er  behauptet,  dass  das  Punktpaar  S& 
das  einsige  wftre,  welches  in  Bezug  auf  alle  Strahlenpaare  beider  Bäschel 
ein  Paar  von  eonjugiflen  Polen  bildet. 

Die  Strahlenpaare  aa^,  66^,  cc^y  ...  der  Involution  (S)  sind  in  pro* 
jectivischer  Besiehung  mit  den  Diagonalenpaaren  aa^^  ßß^^  yy^y  ...  der 
von  entsprechenden  Strahlenpaaren,  me  aa^  und  aa|,  bb^  und  Ibb^,  ^^i 
und  CC|,  ...  gebildeten  Vierseite  und  daher  auch  mit  den  Schnittpunkten 
A^  B^  r,  ...  der  einnelnen  Diagemalenpaare.  Wir  schneiden  eine  Gterade 
/  durch  aO],  bb^y  cr^y  ...  in  jiA^y  BB^y  CC^y  ...,  so  ist,  für  den  Fall, 
dass  ^®  sich  selbst  entspricht, 

k{AyB,ry,..)7^l{Aji^yBB^yCC,y...). 

Die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  homologe  Elemente  verbinden,  ist 
eine  Curve  dritter  Olasse  €3 ,  welche  k  berührt  und  /  snr  Doppeltangente 
hat.  Sie  hat  mit  K^  ausser  k  noch  acht  gemeinschaftliche  Tangenten ,  so 
dass  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Strahlenpaare  an^,  66^,  oc^,  ... 
und  «tti,  /3|3|,  yy^^  (..  eine  Ourve  achter  Ordnung  ist.  In  unserem  Falle 
zerfällt  dieselbe  aber  in  die  Ourve  K^y  die  durch  die  Involutionen  (5) 
und  (@)  erzeugt  ist ,  den  geroeinsamen  Strahl  S®  und  die  Doppelstrahlen 
ifd^'y  von  denen  jeder  doppelt  zu  zählen  ist. 

Es  llls8t  sich  nun  erkennen,  dass  die  Curven  K^  und  iC^  sich 
in  neun  Punkten  berühren.  Irgend  ein  Strahl  durch  S  schneide  K^ 
in  sechs  Punkten ;  die  Tangenten  in  diesen  werden  von  einem  Kegel- 
schnitt K^  berührt.  Jedem  Strahl  durch  S  ordnen  wir  auf  diese  Art  einen 
Kegelschnitt  zu  und  alle  diese  Kegelschnitte,  welche  eine  Schaar  von 
vier  festen  Tangenten  bilden,  sind  involutorisch  geordnet,  da  sie  ein- 
deutig den  Strahlen  von  (S)  entsprechen.  Deshalb  ist  auch  diese  invo- 
lutorische  Kegelscbnittschaar  projectivisch  auf  die  Punktreihe  ABT,.. 
bezogen.  Die  Enveloppe  der  von  ABF.,.  an  die  homologen  Kegel- 
schnitte gezogenen  Tangenten  ist  eine  Curve  Cg  fünfter  Classe,  welche 
mit  i^s  15  gemeinschaftliche  Tangenten  hat.  Von  diesen  scheide  man  die 
Oeraden  k  und  S&  und  die  doppelt  zu  zählenden  Geraden  /  und  </' 
aus,  so  bleiben  noch  neun  übrig.  Eine  von  ihnen  sei  r,  der  sie  be- 
rührende Kegelschnitt  /T«  der  Schaar  entspreche  dem  Strahl  t  von  (S)  und 
deshalb  muss  der  Pol  von  r  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  auf  t  liegen. 
Er  liegt  aber  auch  auf  iTj  und  auf  iT«;  daher  berühren  sich  in  ihm  k\ 
und  ^t'  Weil  sich  in  ihm  aber  auch  t  und  r  schneiden,  so  geht  I^^ 
durch  ihn  hindurch.  Dass  A"^  in  diesem  Punkte  auch  von  r  berührt 
wird,  ergiebt  sich  ans  folgender  Ueberlegung.  Es  sei  91  der  Schnittpunkt 
zwfli^  homologen  Strahlen  a  und  «;  es  seien  femer  a  und  a  die  den 
obigen  Strahlen  unendlich  benachbarten,  die  einander  auch  entsprechen 
müssen,  und  %'  sei  ihr  Schnittpunkt,  so  ist  die  Gerade  3191'  die  Tan- 
gente in  91  an  K^,     Wir  verbinden  91  mit  ABr..,y  so  ist 
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HABT. . .)  Ä  ^(A B  r. ..)  Ä  S(«Äi,  bb^,cc^,. . .)• 
Der  8tr«hl,  i^eloher  in  (%)  der  Tangente  or  nnendlich  beaacbbart  ist, 
hat  einen  ihm  projectiviaoh  entsprechenden  Strahl  in  (S)^  weloher  dem 
Strahl  a  nnendlich  nahe  liegt.  Diese  beiden  Strahlen  sind  a  nnd  a\  sie 
sehneiden  sich  in  91'  auf  dar  Cnrve  dritter  Ordnung  %^  mit  dem  Doppel- 
punkte 5»  welche  von  den  Büscheln  (Sl)  und  (S)  erseugt  wbd.  Auf 
dieser  liegt  auch  der  Schnittpunkt  91  von  a  und  a,  so  dass'  also  die  Ge* 
rade  %9['  oder  «  gleichseitig  Tangente  an  %^  und  X^  Ist. 

Wenn  der  Sehnittpunkt  %  von  0  und  a  der  Berührungspunkt  von  « 
mit  J^^  ist,  so  mtlssen  sich  in  diesem  Punkte  die  drei  Curyen  JT^A'^Sl^ 
berühren,  weil  jede  in  ihm  die  Gerade  a  berübrt»  Dies  ist  aber  der  Fall 
mit  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  C^  und  Afg. 

Die  Cnrve  iT^  heisst  die  Gay ley' sehe  Curve  von  A'^^  so  dass  wir 
auch   auf  dieeem  Wege  zu   dem  bekannten  Satze  gekommen  sind,'  dass 
die  Cajley'sche  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnung  dieselbe 
in  allen  Punkten  berührt,  welche  sie  mit  ihr  gemeinsam  hat. 
7.  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  der  homologen  Kegel- 
schnitte    projectivischer    Büsehel    andere    Kegelschnitt- 
büsehel,   so  lassen   sich  die  Kegelschnitte  derselben   un- 
endlich   oft   so    zu    neuen    Büscheln    gruppiren,    dass    zu 
jedem  solchen  aus  jedem  der  vorigen  Büschel  ein  Kegel- 
schnitt gehört. 
Die    projectivischen    Kegelschnittbüschel    {J  BClJ)\n^Xj^K^^.,.\    und 
(^'B'C'J>')\l^k^^k^^..»\  erzeugen  eine  Curve  A'*  vierter  Ordnung,  welche 
durch  .die  acht  Grundpunkte  ABCDÄßC*ti  geht.     Alle  Kegelsehnitte 
x^x^^...  schneiden  )?  in  solchen  Fun  ktgruppen  von  je  vier  Punkten,  dass 
deren  sechs  Verhindungslinien  eine  Cnrve  £3  dritter  Classe  einhüllen,  die 
auch  die  sechs  Geraden,   welche  die  vier  Punkte  ABCJ>  verbinden,   zu 
Tangenten   hat.     Denn   der  Kegelschnitt  k^  constituirt  mit  dem  BUßcbel 
(k^X|^...)   ein   Kegekchnrttnetz  und   die   Geradenpaare,    welche  au   den 
Kegelschnitten  dess^ben  gehören,  haben  als  Enveloppe  eine  Curve  dritter 
Classe,   die  Oayley'sche   Curve  des  Netzes.     Lassen   wir  x^  von   den 
Kegelschnitten  i^A^^...  geschnitten  werden,   so  erhalten  wir  auf  dieselbe 
Art  eine  Curve  K^  dritter  Classe,  welche  die  sechs  Verbindungslinien  der 
Punkte  a' b'C'D'  berührt.     Beide  Carven   haben  neun   gemeinschaftliche 
Tangenten;  sechs  von  ihnen  sind  die  Geraden,  welche  die  vier  Schnitt- 
punkte von  v?  und  Jl^  verbinden.     Sind  'i^g^s  ^^^  ^^^^  anderen,  so  schnei- 
den   sich    auf  jeder  von   ihnen   zweimal   zwei  Kegelschnitte  in  je  zwei 
Punkten.     Da  nämlich  /^   eine  Tangente  von  L^  ist,   so  liegen  auf  ihr 
zwei   Schnittpunkte  Ml^   von    A^    und   einem  Kegelschnitt  des   Büschels 
{ABCB)^  z.  B.  »^m;  da  aber  t^  auch  Tangente  von  K^  ist,  so  muss  in 
zweien    ihrer  Punkte  M\N\   auch   %^  von   einem  Kegelschnitte  }?n  <le8 
andern  Büschels  geschnitten  werden.    Es  wird  iy  von  den  Kegebchnitten  der 
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beiden  Btlsebel  in  BWei  Involutionen  gescbnitten,  die  entweder  nur  ein 
gemeinsebaftliches  Puirktpaar  haben  oder  Tollständig  zasammenfalleA«  In 
nnterem  Falle  nrass  das  Letetere  gegcheben,  weil  beide  Involutionen  die 
Pmiktpaare  A^j^i  nnd  M\^\  gemein  haben.  Daher  wird  t,  von  beiden 
Bfigcheln  in  den  Pnnktpaaren  M^N^^  M\N\^  M'\N*\^  ...  derselben  In- 
volution geschnitten.  Dasselbe  gilt  von  1^  nnd  /,  und  es  seien  M^^i^ 
Sf\X\,  9t'\J^'\,  ..  nnd  M^JH^,  M\fi\,  M'\N'\,  ...  die  PnnktpaKre 
der  Involutionen  anf  ihnen,  in  denen  sie  von  den  beiden  Btscheln 
getroffen  werden.  Sind  EFGH  die  Schnittpunkte  von  x*  und  A^  so  ist 
durch  die  acht  gemeinschaftlichen  Tangenten  EF^  EG^  ^H,  FG^  FH, 
GH^  t^^  <i  die  neunte  ^3  bestimmt.  In  gleicher  Weise  bestimmen  die 
Kegelschnitte  %^  und  l^  swei  Curven  dritter  Classe,  die  auch  t^t%f^  zn 
gemeinsamen  Tangenten  haben  müssen,  da  es  keine  anderen  Geraden 
geben  kann ,  die  von  beiden  KegelschnittbUsoheln  in  derselben  Involution 
geschnitten  werden.  —  Wir  nennen  nun  EFGH^  E^F^G^E^^  E^F^G^H^^  ... 
die  Schnittpunkte  von  x'A^  >*l^^l^  ^s^V»  •••1  'bo  müssen  die  Kegelschnitte 
der  Büschel  {EFGH),  (E^F^G^B^),  (E^F^G^If^),  ...  die  drei  Qeraden  /i^g/j 
in  den  Pnnktpaaren  derselben  Involutionen  schneiden,  da  siwei  Kegeln 
schnitte  dieser  . Büschel  x*A*,  «j*!,*,  x«*V»  ••  durch  «wei  Punktpaare 
dieser  Involutionen  gehen.  Nun  sei  ^*  irgend  ein  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels (EFGE)'j  er  wird  von  allen  Kegelschnitten  der  Büschel  (^i^i^^ii^i) 
and  {E^F^G^B^)  in  solchen  Punktgruppen  von  je  vier  Punkten  geschnit- 
ten ,  dass  deren  Verbindungslinien  zwei  Curven  L'^  und  K\  dritter  Classe 
einhüllen.  Eine  gemeinschaftliche  Tangente  derselben  sei  m,  so  müssen 
sich  in  zweien  ihrer  Punkte  J"  und  B"  drei  Kegelschnitte,  aus  jedem 
der  drei  Büschel  einer,  schneiden.  Diese  müssen  daher,  weil  sie  ausser- 
dem die  drei  Geraden  iif^t^  in  Punktpaaren  derselben  Involutionen  schnei- 
den, sich  noch  in  denselben  zwei  Punkten  C"/>"  treffen ,  und  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  {Ä'Fl'C"D")  treffen  auch  i^t^i^  in  den  Punktpaaren 
derselben  Involutionen.  Die  drei  sich  in  A' B''C"D"  schneidenden  Kegel- 
schnitte der  drei  Büschel  {EFGH),  {E^F^G^H^),  {E^F^G^H^  seien  j»*v*o*. 
Oleicherweise  giebt  es  in  den  beiden  letzten  Büscheln  Kegelschnittspaare 
Vi'oj*,  v^o^y  ...,  die  sich  in  viei^  Punkten  der  Kegelschnitte  fAj^  \iL^y  ... 
der  ersten  Büschels  schneiden.  Wir  nennen  die  Schnittpunkte  A\  ff\  (f\  D'\, 
^\V\C'\D'\,  ...  Wenn  wir  je  drei  Kegelschnitte  der  Büschel  (EFGE\ 
(^i'^^i^i)»  (^2^2^2^a)'  d*®  ^^^  ^'^  denselben  vier  Punkten  schneiden, 
einander  zuordnen,  so  erhalten  wir  drei  projectivische  Kegelschnittbüschel, 
Dftmlich 

Nun  sei  P  ein  ganz  beliebiger  Punkt;  es  seien  %,  $1',  V\  V!\^  Wg,  *.., 
@,  @i,@2,€t3  9  ...  die  conjugirten  Punkte  von  P  bezüglich  der  Büschel 
(ABCD),    (^^C'^'),  {rB"C"V''),   {A\Bf\€'\D\),    ...,    {EFGB), 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Zur  synthetiseKen  Behandlung  etc. 

{E^F^G^H^)y  (E^F^G^H^),  {E^F^G^H^,  ...,  so  liegen  sie  sämitttlich  aof 
einenf  KegelschniU  St^.  Denn  die  Strahlenbüschel  der  Polaren  von  P 
bezüglich  (ABCD)  nnd  {ABC'D')  sind  die  Geraden  «(6(^1  V^s®»...)  «»d 
^^((SSiSjGs'*)  ^^^  erzeugen,  da  sie  projectivisch  sind,  einen  Kegel* 
schnitt  ft^  Es  bilden  aber  auch  die  Polaren  von  P  bezüglich  der  Kegel- 
schnitte der  Büschel  {EFGH),  (fi,  F^G^H^)^  (E^E^G^ff^)  drei  projedivisohe 

stvahienbüschei (g(ar9i"ri ...),  6i(««'Ä"rv  O»  e»(«si'«"a"i •  •  •) 

und  erzeugen  also  denselben  Kegelschnitt  SP.  Wenn  wir  die  Hegel- 
schnitte   des  Büschels  {Ä'1^'C"[>")   mit   i^n^n^...    bezeichnen,    so   ist 

Lassen  wir  P  in  P' P*'..,  sich  ändern,  so  ändern  sich  (5@i@,^3  in 
P/e^e^lTs,  e"e"i(?"2<S"8,  ...  und  es  sind  P  und  ^3,  P'  lind  «^  P" 
nnd  ©"3,  . . .  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  «3^^3*753* 
und  deshalb  müssen  diese  drei  Kegelschnitte  sich  in  denselben  vier  Punk- 
ten, also  in  E^F^G^H^  schneiden.  In  gleicher  Weise  zeigt  man,  dass 
die  Kegelschnitte  der  Büschel  {^'B"V"D"),  {A'\B'\C'\D\),  ...durch 
die  Schnittpunkte  (^3 ^3^3^3)1  {^^F^G^H^,  ...  je  zweier  homologen 
Kegelfichnitte  der  Büschel  (^^(7 />)  und  {A'B'C'D')  hindurchgehen. 

Anderer  Beweis.  Eine  beliebige  Gerade  g  werde  durch  einen 
Schnittpunkt  0  zweier  homologen  Kegelschnitte  ä*,  und  A'^  gezogen  und 
von  X*,  X,*,  X2',  ...,  vflq  und  iL*,  X^^  l^^  ...,  A*,  in  den  Involutionen  'KK\ 
K^K\,  k^K\,  ...,  QK\  und  LL\  L^L\,  L^L\,  ..,  0L\  geschnitten.  Das 
gemeinschaftliche  Punktpaar  beider  Involutionen  sei  MM'  und  durch  das- 
selbe A/*  ein  beliebiger  Kegelschnitt,  welcher  x*  in  SSSKI)  und  A*  in 
?l'9?'®'3)'  schneidet.  Diese  Punktgruppen  sehen  wir  als  Grundpunkte 
zweier  Kegelschnittbtischel  [7(,^K^ K^  ..M^)  und  (A*Zj«Zg*...^f«)  au,  welche 
(j  in  denselben  Involutionen  schneiden  müssen.  Wenn  wir  den  Punkt- 
paaren dieser  Involutionen  die  durch  sie  gehenden  Kegelschnitte  zuord- 
nen, so  muss,  da 

ist^  auch 

sein.  Diese  Btischel  erzeugen  also  eine  Cnrve  ft^  vierter  Ordnung,  die  g  in 
denselben  vier  Punkten  wie  K^  trifft;  da  die  Grundpunkte  der  Büschel, 
welche  9^  erzeugen,  auf  einem  Kegelschnitt  ^f^  liegen,  so  kann  diese 
Curve  auch  durch  zwei  Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden ,  deren  Grand- 
punkte die  Schnittpunkte  EFGH  und  (gg®^)  von  xU*  und  K^L^  sind. 
Dies  ergiebt  sich  daraus,  dass  man  die  Büschel  (x^Xj^...)  und  (k^L^,..) 
und  die  von  ihnen  erzeugte  Curve  projectivisch  auf  zwei  St rablen husche l 
und  den  von  ihnen  erzeugten  Kegelschnitt  bezieht.  Wenn  00'  und  QZx' 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  den  durch  EFGHQ  und  68f®$0  bestimmten 
Kegelschnitten  sind,  so  sind  die  Involutionen  h'li\  LL\  00\  •••  und 
Ä'jÄ'j,  L^L\^  öiCl'n  •••    ^"^   projectivischer    Beziehung    und   hab^n    die- 
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selben  gemetneehaftlieh  entsprecbenden  ^nkte,  wie  die  Inrolntionen  KK\ 

Wir  beeeiehnen  noch  die  Schnittpunkte  von  ^'^l^  mit  E'F'G'H\  so 
sehneiden   die   Kegelschnitte  dieses  Büschels  g  in   devselben  Involntion, 
wie  diejenigen  des  Büschels  ((S|$®^)  nnd  sind  dadurch  projeetiTisch  anf 
diese,  «wie  aaf  diejenigen  des  Bttschels  {EFGH)  besogen.    Daher  erzeugen 
die  Büschel   {EFGB)  und  {E'F'ffB')   eine  Cunre  AT/  vierter  Ordnung, 
welche   durch   die  Schnittpunkte  von  g  und  üf^  geht.     Da  dies  für  jede 
Oerade  durch  Q  gilt,  so  müssen  K^  und  K^  susammen fallen. 
8a.  Demnach   kann   die   Curve  K^  auf  unEählige  Arten   durch 
projectivische  Ke gelsch ni ttbtischel   ersengt  werden, 
deren  -Ornndpunkte  man   erhält,   wenn  man  durch  irgend 
awei  Gruppen  von  vier  Schnittpunkten  homologer  Kegel- 
schnitte der  Büschel  {ABCD)  und  {^^ E^C/D')  zwei  beliebige 
Kegelschnitte    legt  und   deren   Schnittpunkte  mit  K^   be- 
stimmt.    Es  folgt  also,   dass,  wenn  man  zur  Construction 
von  K^  irgend  eine  der  so  erhaltenen  Oruppen  von  Punk- 
ten   als    Basis    eines    erzeugenden    Kegelschnittbüsehels 
wfthlt,  von   der  Basis   des  andern  Büschels  nur  ein  Punkt 
beliebig  gewählt  werden  kann;  die  drei  anderen  sind  da- 
durch bestimmt.   Wenn  also  ABCDEAy^A^.,   Ax  soviel  Punkte 
sind,  als  eliae  Curve  vierter  Ordnung  bestimmeni   so  hat 
man,  um  diese  zu  construiren,  drei  Punkte  ^  FZ  zu  suchen, 
welche  der  Projeotivität  genügen 

(ABCD)\A^A^.,.As\l\{EXYZ)\A,A^...Ax\. 
Hierüber   vergleiche  Kortum,,  Aufgaben    des  dritten   und  vierten 
Grades. 

Der  letzte  Satz  behält  seine  Geltung,  wenn  die  Kegelsthnittbüschel 
einen  oder  zwei  Grundpunkte  gemeinschaftlich  haben.  Wir  beschäftigen 
uns  zunächst  mit  dem  letzten  Falle.  Die  Büschel  (ABCD)  und  {AfiC'D') 
erzeugen  eine  Curve  £*  vierter  Ordnung,  welche  A  und  B  zu  Doppel- 
punkten hat. 

Alle  Kegelschnitte  der  Büschel  (ABCD)  nnd  (ABC^B)  können  aus 
den  Punkten  A  nnd  B  durch  projeetivische  Strahlenbttschel  projicirt 
werden.  Dreht  man  alle  diese  Büschel  um  A  und  B  so,  dass  die 
Strahlen  AD'  und  BB'  in  eine  Gerade  fallen,  während  die  gegensei- 
tige Lage  aller  übrigen  Strahlen  ungeändert  bleibt,  so  erzeugen  die 
Büschel,  welche  die  Kegelschnitte  (ABCD)\x^ny^..  \  erzeugten,  auch  in 
der  neuen  Lage  Kegelschnitte  eines  Büschels  (//i?@^)|A*ft]'...j,  und 
die  Büschel,  welche  die  Kegelschnitte  des  Büschels  {AB CD')  projicirten, 
erzeugen  die  Strahlen  eines  Strahlen büschels  @'(ggi...)-  ^^  ^^^  ^i^  ^ 
erhaltenen  Büschel  (^^6S))|S'fti^.. .}  und  S'Cggi..-)  in  profectivischer 
Beziehung  stehen ,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  homologen  Eie- 

Digitized  by  VjOOQ IC 


98  Zur  synthetischen  Behandlung  etc. 

mente  eine  Cnrre  8*  dritter  Ordnung.    Dieae  kann  auf  uns&hUge  Arten 
durch    ein   Kegelschnittbüschel    und    ein  proJeetiTisehes  StrahlonbttaeheJ 
erzeugt  werden»     Wir  wählen  auf  St*^  zwei  ganz  beliebige  Punkte  M  und 
Nj  so  ist  durch  deren  entsprechende  äß  und  ^t  auf  &^  und  durch  A  und 
B  ein  Kegelschnittbüschel  bestimmt;   die  Kegelschnitte  desselben  treffen 
Sfi  in  solchen  Punktpaaren,  dass  die  Verbindungslinien  dex  Punkte  der 
einaeinen  Paare  sich  in  einem  Punkte  $  von  $^  schneiden.     Es  werden 
die  Elemente  der  beiden  Büschel  (Aß^il)  und  ($)  aus  A  und  B  durch 
Strahlenbüschei  ereeugt,  und  wenn  wir  alle  diese  Büschel  um  A  und  B^ 
indem  ihre  gegenseitige  Lage  durchaus  ungeftndert  bleibt,  so  drehen,  dass 
die  in  A  B  vereinigten  Strahlen  sich  in  D'  schneiden ,  so  verwandeln  sich 
die  Büschel  {ABd^)  und  ((£')   wieder  in  {4BCD)  und  {ASC'D^)  und 
erzeugen  Af^;  aber  die  Büschel  (^^äK SR)  und  ($),  welche  &^  erzeugten, 
verwandeln  sich  in  (ABMN)  und  (ABPff)  und  diese  müssen  natürlich 
auch  AT^  erzeugen,   womit  gezeigt  ist,   dass  mau  zu  Grundpankten  de^ 
einen  erzeugenden  Büschels  ausser  AB  zwei  ganz  bdiebige  Tunkte  von 
J{*  wählen  kann.     Im  andern  Büschel  aber  ist  />'  als  ein  beliebiger  Punkt 
anzusehen.     Denn   legt  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte,  in  denen 
irgend  ein  K/egelschnitt  des  Büschels  {ABMN)  die  Curve  i^*  schneidet, 
ferner  durch  A  B  und  irgend  einen  Punkt  JC  von  ^^  einen  Kegelaebnitt, 
welcher  AT^  noch  in  7 schneiden  mag,  so  kann  &*  auch  erzengt  werden  durch 
die  beiden  Büschel  {ABMN)  und  {ABXY).    Hieraus  aber  folgt  der  Satz: 
8b.  Wenn  .eine  Curve  K^  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten A  und  B  durch  zwei  projectivische  Kegelschnitt- 
büschel,  welche   A  und   B  als   gemeinsame  Doppelpunkte 
haben,  erzeugt  ist,  so  kann  sie  auf  unendlich  viele  Arten 
durch  zwei  solche  Büschel   erzeugt  werden.      Die  beiden 
.Grundpunkte,    ausser  A    und  ^,    des  einen  Büschels  und 
einen    de^  andern  kann  man   beliebig  auf  der  Curve  an- 
nehmen.     Dadurch    aber   ist    der   letzte   Grundpunkt   des 
aweiten  Büsschels  bestimmt. 
Soll  man  durch  sieben  Punkte  CDEFGHJ  eine  Curve  viertem  Ord- 
nung legen,  welche  zwei  gegebene  Punkte  A  und  B  zu  Doppelpunkten 
hat,  ^0  hat  man  nach  dem  Vorigen  einen  Punkt  X  zu  suchen,   welcher 
der  Bedingung  genügt,  dass 

{ABOD)\F,Q,H,J\j;:^{ABEX)\F,G,H,J\ 
ist.  Es  giebt  unendlich  viele  Punkte ,  welche  dieser  Bedingung  genügen ; 
sie  liefen  sämmtlicb  auf  einer  Curve  vierter  Ordnung,  welche  darch 
FGHJ  geht  und  ABE  zu  Doppelpunkten  hat.  Daher  giebt  es  unendlich 
viele  Curven  vierter  Ordnung,  welche  A  und  B  zu  Doppelpunkten  haben 
und  durch  CDEFGHJ  gehen.  Wir  denken  uns  wieder  die  Kegelschnitte 
aller  Büschel,  welche  diese  Curven  erzeugen,  durch  projectivifl<$he  Strahlen- 
büschel projicürt  und  diese  um  A  und  B  unter  Pesthaltumg  ihrer  gc^en- 
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•eitigeife  Lage  so  gedreht,  dass  die  Strahlen  AE  and  B^  \ji  JJB  znsaan* 
menflRllen,  6o  gehen  alle  Kegeltcfanitte  des  Büsofaela  {AB CD)  in  solche 
nnes  andern  Büschels  (ASiS^Si)  vmd  alle  übrigen  Kegelschnttthüachel  in 
Strahlenbüachel  (^),  ...  über,  deren  Scheitel  sämmtlich  anfeinen  Ke^l- 
sohBitt  liegen«  Daa  Kegelschnittbüschel  {AB HS))  erzengt  mit  jedem  der 
Strahlen bÜBchel  (D) , . . .  eine  Carve  dritter  Ordnnng.  Alle  so  echaMeneii 
Cnrven  dritter  Ordnnng  gehen  doreh  die  acht  Punkte  ABtS^^^ib^^ 
Ton  denen  dije  letzten  sechs  diejenigen  sind,  in  welchen  sich  nach  der 
Drehung  die  Strahlen  schneiden,  die  sich  vorher  tu  C DFG HJ Mohniiten. 
Daher  müssen  diese  Cnrven  dritter  Ordnnng  einen  nennten  Punkt  ft  nad 
alle  Cnrren  vierter  Ordnnng  den  ihm  enisprecheeden  Pnnkt  IT  gemefinsaro 
haben.     Wir  folgern: 

9.  Alle  Cnrven  vierter  Ordnnng  mit  denselben  beiden  Dop^ 
pelpnnkten  A  nnd  ß,  welche  durch  projectivise4iB  Kegel- 
sehn^ittbüsehel'  erzeugt  sind  und  durch  dieselben  sieben 
Punkte  gehen,  schneiden  sich  noch  in  einem  achten 
Punkte. 

D^oreh  acht  Punkte  Ijlest  sich  vermittelst  pr.ojeotivi- 
scher  Kegelschnittbfischel  nur  eine  Gnrve  vierter  Ord* 
nung  legen,  welche  zwei  bestimmte  Punkte  zu  Doppel- 
punkten hat. 

Jede  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei.DoppeJlpunkten, 
welche  dnrch  zwei  projec^ivisohe  Kegelsohniltbüschel 
erzengt  ist,  kann  auch  durch  zwei  proj.ectiviache  inv.oln- 
torisohe  Strahlenbüachel  erzeugt  l^erden,  deren  Scheitel 
in  den  beiden  Doppelpunkten  liegen. 

Legt  man  durch  die  Doppelpunkte  AB  nnd  irgend 
zwei  Punkte  QD  ein  Kegelschnittbttschel,  so  schneiden 
die  Elemente  desselben  die  Curve  in  aolchen  Punktpaaren, 
dass  deren  Verbindungslinien  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes 11^  sind,  welcher  CD  un^  die  Curve,  letztere  in 
vier  Punkten,  bevtthrt.  .  « 

Der  erste  Theil  des  Satsaes  folgt  kus  7.  Die  Kegelschnitte  Mo^x^^... 
des  Büschels  {AB CD)  sind  den  Tangenten  (q^  -••  ^^  ^'  ^^^^l  daher  auch 
den  Bertthrnngspunkten  derselben  projectitisch  zugeordnet,  weoin  ^(i*.. 
diejenigen  Geraden  sind«  wekhe  die  Schnittpunkte  von  «o^fi^  '••  ™^  ^^f 
Gurve  vierter  Ordnung  verbinden.  Projiciren  wir  ans  einem  beliebigen 
Punkte  B  von  ft^  die  Berührungspunkte,  so  erhalten  wir  ein  zu  (Ko^»i^..kO 
projeclivisches  Sirahlenbüschel.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  Immologer 
Elemente  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,  wekfae  »^  noch  in  fü'nf  Punk- 
ten F^F^F^F^F^  ausser  in  E  schneidet.  Eliner  von  ihnen  mnss  ;der  Be- 
rührungspunkt von  CD  an  &^  eein,  er  sei  #\.-  Die  Tangente  in  F,  s€d  /,. 
Sie  wird  von  Kq^Ni'...  und  den  Tangenten  t^i^  .•.  in  einer  IiMrolution  und 
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einer  dazu  projectivischen  Punktreihe  geschnitten.  Von  ihren  Doppel- 
punkten fällt  einer  auf  F^,  die  anderen  sind  die  Schnittpunkte  Ton  i^ 
mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  Die  Schnittpunkte  von  i^  mit  der  Curve 
vierter  Ordnung  sind  erstens  die  beiden  Schnittpunkte  von  i^  mit  1C2^ 
femer  die  drei  Doppelpunkte  der  genannten  Punktreihen.  Einer  von 
diesen  liegt  stets  auf  CD.  Von  den  beiden  anderen  f&llt  einer  mit  dem 
Schnittpunkte  ^2  ^^^  ^2  ^°^  H^  zusammen,  so  dass  also  in  F^  zwei 
Punkte  der  Curve  sich  vereinigen  und  in  F^  die  Curve  vierter  Ordnung 
von  S^*  und  i^  berührt  wird.  Auf  dieselbe  Art  folgt,  dass  sich  in  F^F^F^ 
die  Curve  vierter  Ordnung  und  St*  berühren. 

Hieraus  lAsst  sich  auf  die  Natur  der  beiden  Doppelpunkte  schiiessen. 
Wir  legen  durch  A  eine  beliebige  Gerade  a  und  suchen  ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  Auf  a  sei  P  ein  beliebiger  Punkt; 
von  ihm  lassen  sich  zwei  Tangenten  p  und  p  an  St*  ziehen ,  denen  zwei 
Kegelschnitte  K*p  und  K*p'  entsprechen,  welche  a  noch  in  Qp  und  Qf  schnei- 
den. Aendert  sich  Pauf  a,  so  werden  Qp  und  Qp'  die  Punktpaare  einer  zur 
Punktreihe  P»».  projectivischen  Involution  durchlaufen,  weil  die  Tangenten 
pp'  eine  Involution  bilden.  Von  den  drei  Doppelpunkten  der  Bieihen  (P...) 
und  {QpQp'j ...)  fällt  einer  auf  C/>,  die  anderen  sind  die  Durchschnitte  von  a 
mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  Wählt  man  an  Stelle  der  beliebigen  Ge- 
raden a  eine  der  beiden  Tangenten  von  A  an  $^  z.  B.  ia^  und  ist  K*g^ 
der  ihr  eivtsprechende  Kegelschnitt  und  ta  die  Tangente  an  demselben 
in  ^,  so  Ist  A  einer  der  Schnittpunkte  von  ta  mit  der  Curve  vierter 
Ordnung,  also  r«  eine  Tangente  in  A  an  diese  Curve.  Ebenso  folgt, 
dass  es  noch  eine  andere  Tangente  A  an  die  Curve  giebt.  Diese  beiden 
Tangenten  heissen  die  Doppelpunktstangenten.  Im  Punkte  i9  giebt 
es  natürlich  auch  zwei  Doppelpunktstangenten.     Wir  sehliessen: 

10.  In  jedem  der  Doppelpunkte  lassen  sich  zwei  Tangeu- 
ten an  die  Curve  vierter  Ordnung  ziehen,  wenn  diese 
Punkte  ausserhalb  jl^  liegen.  Liegt  einer  von  ihnen  auf 
S*^  so  ister  eine  Spitze,  und  liegt  er  innerhalb  fi',  so 
ist  er  ein  umeigentlicher  Doppelpunkt. 

Wir  denken  uns  in  A  und  ß  die  b^den  projectivischen  Strahlen- 
involutionen, welche  die  Curve  AT^  projiciren.  Es  seien  o^^  und  a\^  die 
beiden  Doppelstrahlen  von  (A);  ihnen  entsprechen  in  {B)  die  Strahlen- 
paare 6j  b^  und  b\  b\ .  Diese  sind  die  vier  Tangenten ,  welche  sich  von  B 
an  A'^  ziehen  lassen.  Ebenso  folgt,  dass  sich  von  A  vier  Tangenten  an 
^^  ziehen  lassen.     Also: 

11.  Von  jedem  der  Doppelpunkte  lassen  sich  an  die  Curve 
AT*  vier  Tangenten  ziehen. 

Mit  Hilfe  von  8  lässt  sich  der  Satz  beweisen: 

12.  Wenn  eine  Curve  Ä*  vierter  Ordnung  durch  zwei  pro* 
jeetivische    Kegelschnittbüschel    erzeugt    ist,    so    wird 
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sie  von  jedem  EegelBcbnitte  K^  in  acht  Punkten  ge- 
schnitten. 
Die  Cnrve  iT*  sei  erzeugt  durch  die  Böschel  {J  BCD)  und  {^ÄB'C'D'). 
Zwei  Schnittpunkte  von  K^  und  K^  seien  E  und  ^.  Man  kann  K^  dann 
auch  erzeugen  durch  zwei  projectivische  Kegelschnittbüschel  {EFGH) 
und  {E'F'G'B')  (vergl.  8).  Die  Kegelschnitte  dieser  Büschel  treffen  K^ 
in  Punktgruppen  von  je  drei  Punkten.  Man  lege  durch  jede  dieser 
Gruppen  und  zwei  feste  Punkte  A"  und  L,  von  denen  Ä"  auf  £^  liegt, 
Kegelschnitte,  so  bilden  diese  zwei  projectivische  Büschel  {KLMN)  und 
{KLM'N')^  welche  eine  Curve  Ä*  vierter  Ordnung  erzeugen,  die  K  und 
L  zu  Doppelpunkten  hat.  Sie  schneidet  A"^  in  den  Schnittpunkten  von 
K^  und  K^,  —  Aus  K  und  L  denke  man  sich  die  Kegelschnitte  der 
beiden  Büschel  durch  projectivische  Strahlenbüschel  projicirt  und  diese 
um  K  und  L  gedreht,  bis  die  Strahlen  KM  und  ZiV  in  die  Gerade  KL 
fallen.  Dann  verwandeln  sich  die  Kegelschnitte  des  Büschels  {KLMN) 
in  die  Strahlen  eines  Büschels  (91)  und  die  Kegelschnitte  des  Büschels 
{KLM'N'j  in  die  eines  andern  (J5rzaR'?>').     Da  aber 

(irZ5[R'3fl')A(9l), 
so  erzeugen  diese  Büschel  eine  Curve  Sfi  dritter  Ordnung. 

Der  Kegelschnitt  K^  wird   aus  L  und  K  durch  ein  Strahlenbüschel 
{L)  und   eine  zu  ihm  projectivische  Involution  {K)  projicirt;    beide  Bü- 
schel erzeugen  nach  der  Drehung  eine  Curve  K^  dritter  Ordnung,  welche 
in  R  einen  Doppelpunkt  hat  und  durch  L  geht.     Sie  schneidet  die  Curve 
S^  ausser  in  ÜT  und   L  noch  in   sechs   Punkten    $i  • . .  ^^  •     Dreht  man 
Bämmtliche  Büschel   in  die  alte  Lage  zurück,  so  folgt,  dass  die  Curv6n 
9^  und  K^   ausser  in  K  sich  noch  in  sechs  Punkten  P^.,,Pq  schneiden. 
Durch  diese  sechs  Punkte  geht  auch  K^;  also  schneidet  diese  Curve  den 
Kegelschnitt  K^  in  den  acht  Punkten  EE'P^...P^. 
13.  Sind  (V«iS^-)   '»»d  (/Jo^ft^Ä*..*)   zwei  Büschel  von  Cur- 
ven   dritter  Ordnung  und   es  schneiden  sich  a^^  und  /}Q^ 
ftj^   und   ß^^  in  je  drei  Punkten  derselben  Geraden  g^  so 
schneiden  sich  auch  die  übrigen  Curven  paarweise  in  je 
drei  Punkten  dieser  Geraden. 

Die  Grundpunkte  der  beiden  Büschel  seien  A^,,,A^  und  ß|...  ^9; 
-man  denke  sich  die  einzelnen  Curven  durch  die  Kegelschnittbüschel 
(^i*-*^4)  vi^d  {B^,,,B^)  und  die  zu  ihnen  projectivischen  Strahlen- 
büschel (^'o)>  (A)»  (^'«)>  -  «^d  (^0)»  (^i)»  (^'«)»  -  erzeugt,  so  liegen 
alle  Punkte  A^  auf  dem  Kegelschnitte  A\  der  durch  die  Punkte  A^.,.  J^ 
bestimmt  ist,  und  alle  Punkte  B'  auf  einem  Kegelschnitt  B*^  der  durch 
die  Punkte  B^  »..  B^  bestimmt  ist.  Es  seien  M' M''  und  N' N''  die  Schnitt- 
punkte von  A^  und  5*  mit  g. 

Die  Kegelschnitte  des  Büschels  J^,.,  A^  und   die  Strahlen  der  Bü- 
schel (i^o),  {A'^^  ...  schneiden  g  in  der  Involution 
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P  P'     P   P'     P  P' 

und  den  zu  ihr  projectiyischexi  Reihen 

%»  ^'oj  ?"o»  ••'  ^'»  ^"» 
^1»  ^1»  ^"i>  •••  -^'»  ^"i 


In  gleicher  Weise  werden  dnrch  das  Kegelscbnittbüschel  (^i .  • .  ^4)  nud 
die  zu  ihm  projectivischen  Strahlenbüschel  (B^q)^  (^1)»  •••  ^^^  9  die 
Involution  ^^^,^^  ^^^^^  ^^^^^ 

nnd  die  projectivischen  Panktreihen 

o«,  o'o,  o"o.  •••»  ^^  Ä", 

Ol.  O'.,  0"i,  ....  W',  AT", 

bestimmt.  

Einen  beliebigen  Punkt  J  verbinde  man  mit  den  beiden  Involutionen 
auf  g\  irgend  zwei  Gerade  /|  und  l^  durch  /i  treffen  g  in  zwei  Punkten, 
die  Pa  und  Ph  oder  Qe  und  Q4  heissen  mögen ,  je  nachdem  sie  der  ersten 
oder  zweiten  Involution  angehören.  Ihnen  entsprechen  ^q^'>  und  $o<*^ 
oder  Do^^^  ^^^  ^0^^'  ^^^  diesen  Geraden  /^  und  /^  nehme  man  zwei 
beliebige  Punkte  C^  und  (7,,  ziehe  %^'*>Cj^  und  ^o^*^^^»,  die  sich  in  Dq, 
femer  Oq^^^^i  und  Oq^^^^s«  ^^®  ^^<^^  ^^  ^0  schneiden  mögen ,  dann  erzen- 
gen die  Büschel 

JiPoP'o.  PxP\.  ...)  und  Z>o(*o.  *'o»  ..•), 

zwei  Curven  dritter  Ordnung  S^  und  «q^,  die  J  zum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkte haben  nnd  durch  die  Punkte  C^  und  C^  gehen.  —  Man  lege 
nun  durch  M' M'^C^C^D^  einen  Kegelschnitt  /^,  so  ist  zwischen  seinen 
Punkten  und  denen  von  g  eine  projectivische  Beziehung  dadurch  her- 
gestellt, dass  den  Punkten  «Po^«)$o^*)Af' JW"  von  g  die  Punkte  Cj  ^g  Äf'Jf" 
von  J)^  zugeordnet  sind.  Deshalb  muss  die  Punktreihe  auf  />'  auch  mit 
den  Punktreihen 

^i>  ?'ii  ^'1»  •••>  ^\  ^' 


in    projectivischer  Beziehung    und   perspectivischer  Lage  sich   befinden. 
Bind  D^y  D^,  ...   die   perspectivischen  Centra,   so  erzengen  die  Büschel 

(^i)i  (^a)»  •^-  ™*  der  Involution  J{PqP'q,  ...)• 
Curven  dritter  Ordnung  Äj',  tfg*»  •••»  ^^^  ^^^  V  *^  einem  Büschel  gehören» 
welches  C^  und  6^  zu  zwei  Grundpunkten  und  J  zum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkt hat. 

Durch  die  Punkte  N'N*'C^C^E^  ist  ein  Kegelschnitt  ff*  bestimmt, 
dessen  Punkte  mit  den  Punkten  DoD'o**-  von  g  in  projectivische  Be- 
ziehung dadurch  gebracht  sind,  dass  den  Punkten  Oo^^^Clo***^'^' ▼00  9 
die  Punkte  C^C^N' N"  von  fi*  zugeordnet  sind.  Diese  Punktrei}ie  auf  ff  * 
muss  mit  den  Punktreihen 
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ebenfalls  in  projectivisclier  Beziehung  nnd  perspeotivischer  Lage  steh  be- 
finden.    Wir  nennen  die  perspectiviscben  Centra 

^o>  ^i>  ^8»   ••' 
und  erhalten  in  ihnen  Strahlen büschel 

(Äo),  iE,),  (Ä,),  .... 
welche  mit  der  Involution 

^(PoP'o.  PiPn-.O 
in  projectivischer  Beziehung  stehen  und  mit  ihr  die  Curyen 

*o  >  *i '  *2  »  •  •  • 
dritter  Ordnung  eines  Büschels  erzeugen ,  welche  siimmtlich  J  zum  Dop- 
pelpunkt haben  und  durch  C^C^  gehen. 
Aus  der  Erzeugung  der  Curven 

V»  *i*i  V>  •••  ^^d  V»  *A  's'»  ••• 
folgt,  dass  sie  die  Gerade  g  in  denselben  Punktgruppen  treffen,  in  denen 

*o  >  "i  >  "1 »  •  •  •  ""^^  Po  >  Pi  j  Pä  >  •  •  • 
geschnitten  werden. 

Man  kann  sich  jede  der  Curven  Öq^^  d^^  •••  und  $A  «j*,  ...  auch 
erzengt  denken  durch  eine  Involution  mit  dem  Scheitel  J  und  ein  Strahlen- 
büficbel  mit  dem  Scheitel  6\.  Dreht  man  dann  alle  Involutionen  und 
alle  Büschel  um  J  und  C^,  so  dass  die  Strahlen  JC2  und  C^C^  in  die 
Gerade  JC^  fallen,  so  erzeugen  die  Büschel  in  der  neuen  I^itge  zwei 
Kegelschnittbüscbel 

(VV...)  «nd  K**x^..), 
welche  /l  zum  gemeinsamen  Grundpunkt  haben.  —  Die  Gerade  g  wird 
durch  zwei  projectivischo  Büschel  in  perspectivischer  Lage  projicirt, 
welche  nach  der  Drehung  einen  Kegelschnitt  y^  erzeugen.  Dieser  wird 
▼OQ  jedem  der  Kegelschnitte  der  beiden  Büschel  ausser  in  d  noch  in 
drei  Punkten  geschnitten.  Da  sowohl  die  Kegelschnitte  ö^^  und  Fq^  als 
anch  ö^  und  9^*  sich  in  drei  Punkten  von  y^  treffen,  so  müssen  sich  alle 
Kegelschnitte  der  beiden  Büschel  paarweise  auf  y^  treffen. 

Dreht  man  die  Büschel  in  J  und  C^  wieder  in  die  alte  Lage  zurück, 
80  schliesst  man  zunächst,  dass  die  Curven  der  Büschel 

(V*i^..)  nnd  («o^^i'...) 
und  dann  auch  diejenigen  der  Büschel 

W«.»...)  und  (Ä,»ft»...) 
sich  paarweise  in  drei  Punkten  von  g  schneiden, 
14.  Zwei   projectivische   Büschel    von    Curven    dritter   Ord- 
nung   erzeugen    eine   Curve   sechster   Ordnung,    welche 
durch  die  Qrundpunkte  der  Büschel  geht. 
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Die  projectivischen  Cnrvenbüschel  seien  (ao'««)  ^^^d  (/^o'...)?  durch 
die  PunktgTuppen ,  in  denen  die  Cnrven  eine  beliebige  Gerade  g  schnei- 
den,  und  drei   feste  Punkte  C^C^C^  lege  man  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  einen  gemeinschaftlichen  Doppelpunkte  haben,  so  erhält  man  zwei 
neue  projectivische  Curvenbüschel  {J  JC^C^C^C^C^  und  {JJ C^C^C^C'^C^). 
Jede  dieser  Curyen  kann  man  sich  erzeugt  denken  durch  eine  Involution 
in  J  und   ein   projectivisches  Büschel  in  C^;   die  Gerade  g  wird  aus  ^ 
und  C^   durch    zwei   projectivische  Büschel  projicirt.     Dreht  man  sämmt- 
liehe  Büschel  um  d  und  C^,   bis   die  Strahlen  JC^   und    O^C^  mit  JC^ 
zusammenfallen,   so   erzeugen  sie  in  der  neuen  Lage  zwei  Kegelschnitt- 
büschel   (^636465)   und   (^ßs^'^^'s)   ^"^   einen  Kegelschnitt  y^  durch 
JC^,     Die  beiden  Büschel  sind  in  projectivischer  Beziehung  und  erzeu- 
gen eine  Curve  K^  vierter  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  J  und  S3« 
welche    y^  noch   in    sechs   Punkten  schneidet.      Die   diesen  verwandten 
Punkte  auf  g  sind  solche,   in  denen  sich  homologe  Curven  der  Büschel 
(«'...)  und  (^'...)  schneiden.     Daher  ist  die  von  diesen  Curven  erzeugte 
Curve  von  der  sechsten  Ordnung. 
15.  Die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer  Ke- 
gelschnitte zweier  projectivischen  Kegelschnittbüschel 
verbinden,  werden  von  einer  Curve  sechster  Classe  mit 
drei    Doppeltangenten    eingehüllt    und    schneiden   sich 
in  den  Punkten  einer  Curve  sechster  Ordnung  mit  sechs 
Doppelpunkten. 

Sind  (ABCD)\k*»;»...\  und  {J'ß'CD')\X^Xj»...\  die  projectivischen 
Kegelschnittbüschel ,  so  wird  %*  von  allen  Kegelschnitten  des  andern  Bü- 
schels in  solchen  Punktgruppen  geschnitten,  dass  die  Verbindungslinien 
derselben  von  einer  Curve  dritter  Classe  A^g  eingehüllt  werden,  welche 
auch  die  sechs  Verbindungslinien  der  Punkte  AK  CD'  berührt.  In  gleicher 
Weise  wird  )?  von  allen  Kegelschnitten  des  andern  Büschels  in  solchen 
Punktgruppen  geschnitten ,  dass  deren  Verbindungslinien  von  einer  Curve 
Z3  eingehüllt  werden,  welche  die  Verbindungslinien  der  Punkte  ABCD 
berührt.  Diese  beiden  Curven  haben  die  drei  Geraden  ^x^gA),  welche  von 
beiden  Büscheln  in  denselben  Involutionen  geschnitten  werden,  zu  gemein- 
schaftlichen Tangenten  und  ausserdem  die  sechs  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte  von  x'  und  iL*.  Je  zwei  homologe  Kegelschnitte  liefern 
zwei  homologe  Curven  zweier  Curvenschaaren  dritter  Classe,  von  denen 
die  eine  Schaar  die  Geraden  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD  und  r^tg/j,  die 
andere  A'K,  AtC\  AD^,  lfC\  B'D\  CD'  und  i^i^i^  zu  Grundtangenten 
hat.  Die  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  werden  daher  (vergl.  14) 
von  einer  Curve  C^  sechster  Classe  eingehüllt,  welche  ix^^%  zu  Doppel- 
tangenten hat. 

Der  Kegelschnitt  x'  constituirt  mit  dem  Büschel  {)H^,.^  ein  Kegel- 
schnittnetz ;  die  Scheitel  der  im  Netze  vorkommenden  Geradenpaare  liegen 
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aaf  einer  Curve  x^  dritter  Ordnung,  welche  durch  neun  feste  Punkte 
gebty  nämlich  erstens  durch  die  Scheitel  L^L^L^  der  im  Büschel  (A^Aj^...) 
vorkommenden  Geradenpaare  und  zweitens  durch  die  Doppelpunkte  T,  T\ , 
T^T\^  T^T\  der  Involutionen,  in  denen  /j,  /g,  t^  von  den  Kegelschnit- 
ten heider  Büschel  geschnitten  wird.  Auf  dieselbe  Art  rufen  die  Kegel- 
schnitte x^n^,,.  Curven  dritter  Ordnung  n^n^,,,  hervor,  welche  sftmmt- 
lieh  durch  die  neun  Punkte  L^  L^  L^  T^  T\  T^  T'^  T^  T\  gehen  und  daher  ein 
Büschel  bilden. 

Sind  K^K^K^  die  Tripelpunkte  des  Büschels  (x^x^*...),  so  ruft  jeder 
Kegelschnitt  des  Büschels  (A^il^^...)  mit  diesem  Büschel  eine  Curve  (A^A|'...) 
hervor  und  es  bilden  alle  diese  Curven  ein  Büschel  mit  den  neun  Grund- 
punkten   K^K^K^T^T\T^T\T^T\.     Die  beiden   Büschel   (x^x^*...)   und 
(A'A|'...)   lassen   sich  projectivisch  auf  einander  beziehen,   wenn  man  je 
zwei  Curven  wie  x'  und  A'  einander  zuordnet,  welche  die  Tripelcurven 
der  Netze   x'A^A|'  und  A^x^X|^  sind,   in   denen  x'  und  A'  entsprechende 
Kegelschnitte  sind.     Daher  erzeugen  jene  beiden   Büschel  von  Curven 
dritter  Ordnung  eine   Curve   C®  sechster  Ordnung,    welche  die  Punkte 
'^xT\T^T\T^T\  zu  Doppelpunkten  hat.     Hiermit  ist  der  zweite  Theil  des 
obigen  Satzes  bewiesen,  da  je  zwei  homologe  Curven  der  beiden  Büschel 
(«'...)  und   (A*...)  sich   in    den   drei  Tripelpunkten   der  Büschel   (x'A*), 
^ili)^    ...,    welche    durch    homologe    Kegelschnitte    gebildet    werden, 
schneiden.   Man  kann  diesem  zweiten  Theile  auch  folgende  Fassung  geben : 
16.  Sind    zwei    Kegelschnittbüschel    projectivisch    aufein- 
ander bezogen,   so  bestimmen  je  zwei  homologe  Kegel- 
schnitte ein  Büschel.    Die  Tripelpunkte  aller  dieser  Bü- 
schel liegen  auf  einer  Curve  sechster  Ordnung,  welche 
die    Punkte  T^T\T^T\T^T\   zu   Doppelpunkten  hat,   von 
denen  T^T',,  T^T\^  TgT^g  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf 
beide  Büschel  sind. 

Wenn  man  die  Kegelschnitte  der  beiden  Büschel  auf 
alle  möglichen  Arten 'projectivisch  auf  einander  be- 
zieht, so  erhält  man  andere  Curven  C^  und  C^  von  denen 
die  ersten  sämmtlich  ixi^i^  zu  Doppeltangenten,  die  an- 
deren T^t ^T^T\T^T\  zu  Doppelpunkten  haben.  Unter 
den  ersten  giebt  es  drei,  welche  in  eine  Curve  fünfter 
Classe  und  einen  Punkt,  unter  den  letzten  drei,  welche 
in  eine  Curve  fünfter  Ordnung  und  eine  der  drei  Ge- 
raden <|<)<3  degeneriren.  Jene  drei  Punkte  sind  die 
gegenüberliegenden  Punkte  der  Basen  der  b  ei  den  Kegel - 
Schnittbüschel  in  den  drei  Curven  dritter  Ordnung,  in 
welche  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Kegel- 
schnitte der  beiden  Büschel  bei  einer  bestimmten  pro- 
jectivischen  Anordnung  derselben  degeneriren  kann. 
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Die  Punkte    T^T\,  T^T\,  T^T\  sind   die  Gegenecken 
eines  vollständigen  Vierseits. 
Eine  Curve  sechster  Ordnung,  welche  die  sechs  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits   zu   Doppelpunkten   hat,    kann  auf  unzählige   Arten 
durch  zwei   projectivische  Büschel   von  Curven  dritter  Ordnung  erzeugt 
werden. 

Wenn  eines  der  beiden  Kegelschnittbüschel  in  eine  Strahleninvolution 
übergeht,  so  erleiden  die  vorigen  Sätze  einige  Modificationen. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente 
eines  involutorischeb  Strahlenbüschels  {Ä)  und  eines 
zu  ihm  projectivischen  Kegelschnittbüschels  ist  eine 
Curve  K^  vierter  Ordnung,  welche  A  zum  Doppelpunkte 
hat  und  auf  unzählige  Arten  durch  dasselbe  involuto- 
rischeStrahlenbüschel  und  projectivische^Kegelschnitt- 
büschel  erzeugt  werden  kann.  Von  den  Basen  dieser 
Kegelschnittbüschel  kann  ein  Punkt  beliebig  gewählt 
werden;  die  drei  anderen  erhält  man,  wenn  man  durch 
ihn  und  irgend  vier  Schnittpunkte  eines  Strahlenpaa- 
res von  {A)  mit  K^  einen  Kegelschnitt  legt  und  dessen 
übrige  drei  Schnittpunkte  mit  K^  bestimmt. 
Aus  14)  ergiebt  sich,  wenn  das  eine  Büschel  dritter  Ordnung  in 
eine  Gerade  und  ein  Büschel  zweiter  Ordnung  zerfällt,  der  Satz: 

17.  Zwei  projectivische  Büschel  von  Curven  zweiter  und 
dritter  Ordnung  erzeugen  eine  Curve  fünfter  Ordnung, 
welche  durch  die  Grundpunkte  beider  Büschel  geht. 

Es  folgt: 

Zwei  projectivische  Involutionen  vom  zweiten  und 
dritten  Grade  auf  demselben  Träger  haben  fünf  Doppel- 
punkte. 

18.  Die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer  Ele- 
mente eines  involutorischen  Strahlenbtischels  und  eines 
ihm  projectivischen  Kegelschnittbüschels  verbinden, 
haben  als  Enveloppe  eine  Curve  C^  fünfter  Classe  mit 
zwei  Doppeltangenten  und  schneiden  sich  in  den  Punk- 
ten einer  Curve  C*  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkte. 

Es  seien  aa^^  bb^j  cq,  ...  die  Strahlenpaare  der  Involution  (S), 
>(^  ^l^  ^^  •  •  •  die  Kegelschnitte  des  Büschels  (^]  ^^  ^s  ^d-  -^^  Geraden- 
paar aoj  wird  von  allen  Kegelschnitten  »^...  in  Punktpaaren  projectivi- 
scher  Involutionen  geschnitten;  die  Verbindungslinien  homologer  Punkt- 
paare haben  als  Enveloppe  eine  Curve  a^  dritter  Classe,  welche  die  sechs 
Verbindungslinien  der  vier  Punkte  A^  A^A^A^  zu  Tangenten  hat.  Weiter  wird 
der  Kegelschnitt  v?  von  allen  Strahlenpaaren  üa^^bb^^ ...  in  solchen  Punkt- 
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quadrupeln  geschnitten ,  dafls  die  Verbindungslinien  der  Punkte  eines  jeden 
solchen  Quadrupels  von  einem  Kegelschnitte  k*  eingehüllt  werden,  wel- 
cher die  Doppelstrahlen  tfcf'  von  {Sf)  zu  Tangenten  hat.  Die  Curven  a^ 
und  k*  haben  die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  von  aa^^  und  x' 
zu  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  und  da  sie  noch  zwei  andere  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben,  so  müssen  dies  die  beiden  Geraden  t^ 
und  /,  sein,  welche  von  beiden  Büscheln  in  denselben  Involutionen  ge- 
schnitten werden.  Auf  gleiche  Weise  werden  durch  66|  und  «i',  cc^  und 
x,^...  Curven  /^sys***  ^^^  A^^A/...  bestimmt,  so  dass  alle  Curven  «3/^3 73... 
eine  Schaar  mit  acht  gemeinschaftlichen •  Tangenten  und  k^kj^X^*,.,  eine 
Kegelschnittschaar  mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  bilden  und 

(«,Ays-)7:(i*W-) 

ist  Die  gemeinsamen  Tangenten  homologer  Elemente  beider  Büschel 
haben  als  Enveloppe  eine  Curve  fünfter  Classe  mit  den  beiden  Doppel- 
tangenten t^  und  t^. 

Femer  sind  die  Tripelcurven  der  durch  die  Curven  aa^,  x^  x^';  bb^^ 
x^,  X|';  cc^f  %\  %^\  ...constituirten  Kegelschnittnetze  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  durch  die  Tripelpunkte  K^K^K^  des  Büschels  (x^X|'...),  durch  S 
und  seinen  conjugirten  Punkt  S'  in  Bezug  auf  dieses  Büschel  und  end- 
lich durch  die  Doppelpunkte  Ty  T\  und  T^  T\  auf  t^  und  t^  gehen  und 
also  ein  Büschel   bilden.     Wir  nennen  diese  Curven  a'/?^ >''...•     Weiter 
bestimmt  jeder  Kegelschnitt  des  Büschels  x^x^'x,'...  mit  dem  Büschel  (5) 
ein  Netz,  dessen  Tripelcurven  in  Gerade  degeneriren,  nämlich  in  die  Po- 
laren $Sy8^,..  von  S  nach  x^x^'x,'...,  die  sich  in  S' schneiden.     Da  nun 
^'(^^i^S"-)  A  (^^^r^***)  ^^^>  ^  erzeugen  beide  Büschel  eine  Curve  C^ 
vierter  Ordnung,  welche  S'  zum  Doppelpunkte  hat  und  durch  die  Punkte 
i^iK^K^STyT\T^T\  geht.    Diesem  Resultat  geben  wir  noch  die  Form: 
19.  Sind  ein  involutorisches  Strahlenbüschel  und  ein  Kegel- 
schnittbüschel   projectivisch  aufeinander  bezogen,    so 
bestimmen  je  zwei  homologe  Elemente  ein  Kegelschnitt- 
büschel.    Die  Tripelpunkte  aller  dieser  Büschel  liegen 
auf ^einer  Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  drei 
Paare  von  Punkten  SS\  TyT\,  T^T\  geht,  welche  gleich- 
zeitig   in   Bezug  auf  beide  Büschel   conjugirto   Punkte 
sind,  und  S'  zum  Doppelpunkte  hat. 
Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gerade  SS'  die  neunte  gemein- 
ecbaftliche  Tangente  der  Curven  a^/3'/^...  ist. 

(Forlf«itaiig  folgt.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


VI. 

Kinematisch -geometrische  Theorie  der  Bewegung  der  affin- 

verftnderlichen,  ähnlich -veränderlichen  und  starren 

räumlichen  oder  ebenen  Systeme. 

Von 

Dr.    L.    BüRMESTER, 

Frofesior  am  königl.  Polytechnikum  bu  Dreideu. 


Hierzu  Taf.  III,  Fig.  4— 10. 


Srster  XKeil. 

Ein  räumliches  oder  ebenes  System,  welches  sich  derart  ändert,  dass 
parallele  Gerade  parallel  bleiben  und  jede  gerade  Pnnktreihe  in  eine  ähn- 
liche Pnnktreihe  ttbergeht,  wird  ein  affin-veränderliches  System 
genannt;  dasselbe  ist  der  specielle  Fall  eines  collinear- veränderlichen 
räumlichen  oder  ebenen  Systems,*  dessen  Phasen  beständig  resp.  die 
unendlich  ferne  Ebene  oder  unendlich  ferne  Gerade  selbstentsprechend 
gemein  haben.  In  dieser  Abhandlung  wollen  wir  die  fundamentalen  Be- 
ziehungen der  Bewegung  eines  affin  -  veränderlichen  räumlichen  oder  ebe- 
nen Systems,  welche  die  Bewegung  des  ähnlich  -  veränderlichen  oder  star- 
ren Systems  als  Specialfall  enthält,  mit  den  einfachsten  synthetischen 
Hilfsmitteln  ableiten  und  uns  ein  übersichtliches  geometrisches  Bild  der 
Bewegungsformen  erwirken,  durch  welches  die  Weiterforschung  geleitet 
und  gefördert  wird.  Herr  Durrande**  hat  das  affin  -  veränderliche  räum- 
liche System  zuerst  analytisch  behandelt  und  manche  interessante  Be- 
ziehungen auf  diesem  Wege  abgeleitet  und  angegeben;  aber  dieselben 
verleihen  uns  keine  klare  Einsicht  in  den  Geschwindigkeits  -  und  Beschleu- 
nigungszustand des  veränderlichen  Systems,  sondern  verschleiern  die  geo- 
metrische Uebersichtlichkeit,  weil  er  die  fruchtreiche  Anwendung  der  aus 
den  Lehren    der  projecti vischen   Geometrie   bekannten  Beziehungen  der 


*  Burmester,  Kinematisch -geometrische  Untersuchungen  etc.,  Zeitschrift 
f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  XX,  S.  381. 

♦*  Comptes  Bendiis  LXXIV,  1234;   LXXV,  1177;  LXXVJJI,  1036.     An- 
nales  scientifiques  de  Vecole  normale  supMeure  (1873)  2.  II,  81, 
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Affinität  yerscbmäht.  Ferner  hat  Herr  Eirchhoff  in  seiner  „Mathe- 
matischen PhjBik^'  *  einige  wichtige  analytische  Beziehungen  des  affin- 
▼eränderlichen  räumlichen  Systems  behufs  der  Behandlung  der  hydro- 
dynamischen Differentialgleichungen  abgeleitet,  um  zu  den  Helmholtz- 
schen  Wirbellinien  und  Wirbelfäden  zu  gelangen,  und  mehrere  Besultate 
mitgetheilt,  die  auch  ohne  analytische  Darlegung  aus  der  Definition  des 
aflfin  -  veränderlichen  Systems  hervorgehen;  aber  eine  eingehende  Unter- 
suchung der  Bewegung  dieses  Systems  und  eine  Ableitung  der  funda- 
mentalen Beziehungen  über  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  dessel- 
ben wird  dort  nicht  gegeben. 

Sind  in  Fig.  4,  Taf.  III,  A^B^C^...  xmAA^B^C^...  ähnliche  Punkt- 
reihen auf  zwei  im  Baume  oder  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  (7^,  g^ 
und  theilen  wir  die  Verbindungsstrecken  entsprechender  Punkte  in  gleiche 
Verhältnisse,  so  dass 

^j  A^  B^  Bg  C^  Cx 
A^Ag  B^B^  C^Cx 
ist ,  dann  liegen  auch  die  Punkte  AsB^gCx.,,  auf  einer  Geraden  g^  und 
bilden  eine  mit  jenen  Punktreihen  ähnliche  Punktreihe;  denn  wenn  wir 
A^B^C^..,  parallel  nach  A^ß^y^,..  und  A^B^C^,..  parallel  nach  Agß^y^ 
verschieben,  so  ergiebt  sich  aus  unserer  Figur  die  Aehnlichkeit  jener 
Pnnktreihen. 

Betrachten  wir  die  Eckpunkte  zweier  in  verschiedenen  Ebenen  liegen- 
der Parallelogramnfb  A^B^C^D^  und  A^B^C^D^  (^^g*  ^)  ^^  homologe 
Pnnkte  von  zwei  affinen  räumlichen  Systemen  S^ ,  S^  und  theilen  wir  die 
Verbindungsstrecken  der  homologen  Punkte  durch  A^cy  B^j  C^j  O^  be- 
ziehendlich in  gleiche  Verhälthisse,  so  dass 

A^A^'^B^B^  C^Cx^D^Dx"'' 
ist,  dann  bilden  auch  die  Punkte  A^B^CsDx  ein  Parallelogramm;  denn 
ziehen  wir  A^ß^^A^B^^  A^ß^^A^B^^  ferner  DxYi^D^C^,  D^y^#D^C^, 
so  liegen  die  Punkte  B,,  Cg  resp.  auf  den  Seiten  ß^ß^^  yiy^  der  entstan- 
denen congruenten  Dreiecke  Axßiß^y  ^xfif^  u^d  theilen  diese  Seiten  in 
die  Verhältnisse  ^  ^  ^ 

ß^Bx  y^Cx 
und  demnach  ist  AxBg'^ DgCx»  Denken  wir  uns  die  Verbindungs- 
strecken der  homologen  Eckpunkte  zweier  Parallelepipede  der  affinen, 
ähnlichen  oder  congruenten  räumlichen  Systeme  5|,  S^  durch  Punkte  in 
gleiche  Verhältnisse  getheilt,  so  bilden  auch  diese  Punkte  ein  Parallel- 
epiped,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Punkte,  welche  die  Verbin- 
dungsstrecken  homologer  Punkte  zweier  affiner,   ähnlicher 


*  Kirchhoff,  VorlesimgeQ  über  mathematische  Physik  1876,  lO^orles.    t 
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oder  Gongrnenter  räumlicher  Systeme  5|,  S^  in  gleiche  Verhält- 
nisae  theilen,  ein  mit  diesen  Systemen  affines  räumliches 
System  S,  bilden. 

Da  bekanntlich  zwei  affine  räumliche  Systeme  S^ ,  S^  ausser  der  unend- 
lich fernen  Ebene  drei  selbstentsprechende  Ebenen  besitzen  (von  denen 
zwei  imaginär  sein  können),  die  sich  im  Allgemeinen  in  einem  im  End* 
liehen  liegenden  selbstentsprechenden  Punkte  und  in  drei  selbstentspre- 
chenden Geraden  schneiden ,  so  haben  die  drei  affinen  räumlichen  Systeme 
S^S^Sg  diese  selbstentsprechenden  Elemente  gemeinsam.  Wir  erhalten 
hiernach  den  für  unsere  weiteren  Betrachtungen  fundamentalen  Satz: 

1.  DiePunkte,  welche  die  Verbindungsstrecken  der  homo- 
logen Punkte  zweier  affiner,  ähnlicher  oder  congruen- 
ter  räumlicher  Systeme  5|,  S^  in  gleiche  Verhältnisse 
theilen,  bilden  ein  mit  diesen  affines  räumliches  Sy- 
stem Ssi  welches  die  selbstentsprechenden  Elemente 
von  S|,  Sg  mit  diesen  gemeinsam  hat. 

Bewegt  sieh  das  affin -veränderliche  System  S«  aus  der  Systemphase 
S,  in  die  Systemphase  S^j  so  durchlaufen  alle  Systempunkte  ähnliche 
Punktreihen;  und  nehmen  wir  an,  ein  affin  -  veränderliches  räumliches 
System  S  sei  durch  eine  beliebige  krummlinige  Bewegung  in  eine  Phase 
Sj^  gelangt  und  alle  Systempunkte  bewegen  sich  von  diesem  Moment  an 
in  der  Richtung  der  Tangenten  ihrer  Bahncurven  mit  der  ihnen  zugehöri- 
gen Geschwindigkeit,  wobei  das  affin •  veränderliche  System  5  nach  einer 
Zeiteinheit  in  eine  Phase  Sp  gelangt,  dann  repräsentiren  die  Verbindungs- 
strecken der  homologen  Punkte  von  S^j  Sp  die  Grösse  und  Bichtung  der 
Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  in  der  Phase  5.  Hieraus  folgt  der  Satz : 

2.  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Phase  eines  beliebig  bewegten  affin-ver- 
änderlichen, ähnlich' veränderlichen  oder  starren  räum- 
lichen Systems  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Hiernach  ist  der  Geschwindigkeitszustand  einer  Phase  S^  eines  affin- 
veränderlichen räumlichen  Systems  bestimmt,  wenn  die  Grösse  und  Rich- 
tung i^i^v,  ^i^p,  C^Cp,  D^Dp  der  Geschwindigkeiten  von  vier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Punkten  ^t^i^i^i  ^®'  Phase  S^  gegeben  sind. 
Zu  jedem  fünften  Punkte  E^  in  S^  erhalten  wir  dann  die  Grösse  und 
Richtung  ß^Ep  der  Geschwindigkeit,  wenn  wir  in  Sp  den  entsprechenden 
Punkt  Ep  construiren,  und  die  Gerade  E^Ep  ist  auch  die  Tangente  an 
die  Bahncurve  des  Punktes  E^^  Die  Phase  S«,  welche  uns  in  Verbin- 
dung mit  5|  ein  klares,  übersichtliches  Bild  des  Geschwindigkeitsznstan- 
des im  Moment  der  Phase  S^  liefert,  wollen  wir  die  Geschwindig- 
keitsphase von  5|  nennen.  Die  selbstentsprechenden  Elemente  von 
S^  und  Spy  welche  identisch  sind  mit  den  selbstentsprechenden  Elemen- 
ten von  S|  und  einer  unendlich  nahen  Phase  ^^rt   bleiben  während  der 
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unendlich  kleinen  Bewegung  der  Phase  5j  nach  S^  in  Rnhe.  Der  im 
Endlichen  liegende  selbstentsprechende  Punkt  der  unendlich  nahen  Pha- 
sen 5|  Sx  hat  allein  die  Geschwindigkeit  Null  und  soll  daher  in  der  Folge 
der  Geschwindigkeitspol  heissen.  Für  alle  Punkte  in  den  drei  selbst- 
entsprechenden  Ebenen  dieser  Phase  liegen  die  Geschwindigkeitsrioh- 
tungen  beziehendlich  in  diesen  Ebenen  und  ftir  alle  Punkte  in  den  drei 
selbstentsprechenden  Geraden  liegen  die  Geschwindigkeitsrichtungen  resp. 
in  diesen  Geraden.  Ist  das  bewegte  System  S  ein  ähnlich -veränder- 
liches oder  ein  starres,  so  gelten  dieselben  Beziehungen,  die  zugehörige 
Geschwindigkeitsphase  S^  ist  mit  dem  System  S  affin;  aber  im  letzten 
Falle  liegt  der  Geschwindigkeitspol  stets  im  Unendlichen ,  wie  sich  leicht 
aus  der  bekannten  Schraubenbewegung  des  starren  Systems  ergiebt. 

Die  Eckpunkte  der  Parallelogramme  ^i^i^i^i  und  A^B^C^D^  (Fig.  5) 
können  wir  auch  als  entsprechende  Punkte  von  affinen  ebenen  Systemen 
Sj ,  S^  betrachten ,  die  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  oder  in  einer  Ebene 
liegen,  und  jene  fundamentalen  Beziehungen  bleiben  auch  für  diese  affi- 
nen ebenen  Systeme  bestehen.  Im  letzten  Falle  haben  die  beiden  in 
einer  Ebene  liegenden  Systeme  S^j  S^  bekanntlich  ausser  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Ebene  noch  zwei  selbstentsprechende  Gerade,  die  auch 
imaginär  sein  können  und  sich  im  Allgemeinen  in  einem  im  Endlichen  lie- 
genden selbstentsprechenden  Punkte,  dem  Geschwindigkeitspol,  schneiden. 

Wir  erhalten  demnach  auch  die  speciellen  Sätze: 

3.  Die  Punkte,  welche  die  Verbindungsstrecken  der  homo- 
logen Punkte  zwei  in  einer  Ebene  liegender  affiner 
Systeme  S|,  S^  in  gleiche  Verhältnisse  theilen,  bilden 
ein  in  derselben  Ebene  liegendes  affines  ebenes  Sy- 
stem Sxi  welches  die  selbstentsprechenden  Elemente 
von  5},  S^  mit  diesen  gemein  hat. 

4.  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Phase  5j  eines  in  einer  festen  Ebene  belie- 
big bewegten  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  bil- 
den ein  mit  S^  affines  ebenes  System  5«. 

Sind  in  Fig.  6  A^  B^  C^  und  J^  ^i  ^i  entsprechende  Eckpunkte  zweier 
Dreiecke  von  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  ähnlichen  ebenen  Systemen 
^1)  ^s  ^^^  theilen  wir  die  Verbindungsstrecken  der  homologen  Punkte 
in  gleiche  Verhältnisse,  so  dass 

A^^  Ax     B^  Bx     C^  Cx 

A^  Ax  B^  Bx  C^  Cx 
dann  bilden  auch  die  Punkte  Ax  ßx  (^x  eii^  mit  jenen  Dreiecken  ähnliches 
Dreieck;  denn  ziehen  wir  Axß^'^A^B^^  Axß^Vf-  -^a^s  ^^^  ^»Yi  #-^i^i> 
Axifi^  -^a^8>  so  liegen  die  Punkte  Bx,  Cx  resp.  auf  den  Seiten  ftft,  y^y^ 
der  erhaltenen  ähnlichen  Dreiecke  Axß^ß^y  ^»yiy^  ^^^  theilen  diese  in 
die  Verhältnisse 
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demnach  ist  Aj^B^Cx^^  A^B^C^  oder  A^B^C^  und  diese  Beeiehungen  blei- 
ben auch  bestehen,  wenn  die  beiden  ähnlichen  ebenen  Systeme  in  zwei 
parallelen  Ebenen  sich  befinden.  Da  zwei  in  einer  Ebene  liegende  ahn- 
liehe  Systeme  S^ ,  S^  im  Allgemeinen  einen  im  Endlichen  liegenden  selbst- 
entsprechenden Punkt  besitzen,  so  ergeben  sich  die  speciellen  Sätze: 

5.  Die  Punkte,  welche  die  Verbindungsstrecken  der  homo- 
logen Punkte  zweier  in  einer  Ebene  liegender  ähnlicher 
Systeme  5^,  S^  in  gleiche  Verhältnisse  theilen,  bilden 
ein  ähnliches  System  5,,  welches  den  selbstentsprechen- 
den Punkt  von  5^,  S^  mit  diesen  gemeinsam  hat. 

6.  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Phase  S^  eines  in  einer  festen  Ebene  be- 
liebig bewegten,  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems bilden  ein  mit  S^  ähnliches  ebenes  System  S^. 

Es  seien  in  Fig.  7  A^^  A^^  A^  und  ^|,  B^^  B^  resp.  homologe  Punkte 
in  drei  beliebig  liegenden  räumlichen  oder  ebenen  Systemen  5^,  S^^  S^^ 
deren  Verwandtschaft  erst  im  Nachfolgenden  festgestellt  werden  soll.  Con- 
struiren  wir  die  beiden  Parallelogramme  A^A^A^A^  und  B^B^B^B^^  welche 
(vorausgesetzt,  dass  die  Ecken  A^^  A^  und  B^^  B^  gegentlber  liegen)  resp. 
durch  die  drei  homologen  Punkte  A^A^A^  und  B^B^B^  bestimmt  sind,* 
dann  steht  die  erhaltene  neue  Strecke  A^  B^  der  beiden  vierten  Eckpunkte 
der  Parallelogramme  in  einer  folgenreichen  Beziehung  zu  den  Strecken 
-^1^1)  ^8^2>  -^8^8*  Ziehen  wir  in  unserer  Figur  a^A^if^A^B^^  ferner 
Biß^#A^B^^  so  ist  wegen  der  congruenten  Dreiecke  A^a^A^,  A^B^A^ 
und  B^ß^B^^  B^A^B^  auch  u^Ay^'l^ä^A^B^'^B^ß^  und  demnach  ^^B^i^A^ß^^ 
d.  h.  die  geometrische  Summe  von  A^B^  und  A^B^  ist  gleich  der  geo* 
metrischen  Summe  von  A^B^  und  A^B^.  Legen  wir  also  in  Fig.  7a  die 
Strecken  1,  2,  3,  4,  welche  resp.  gleich  und  parallel  den  Strecken  A^B^^ 
A^  B^ ,  A^B^i  A^  B^  sind ,  an  einander,  so  bilden  die  vier  Strecken 
1,  2,  3,  4  ein  geschlossenes  räumliches  oder  ebenes  Viereck,  je  nachdem 
jene  drei  homologen  Strecken  A^B^^  A^B^y  A^B^  beliebig  im  Baume 
oder  in  parallelen  Ebenen  liegen,  die  auch  in  eine  Ebene  zusam- 
menfallen können.  Und  umgekehrt  ergiebt  sich,  wenn  ein  solches  ge- 
schlossenes räumliches  oder  ebenes  Viereck  gegeben  ist  und  wir  ziehen  die 
drei  Strecken  A^B^y  A^B^^  -^s^s  ^^  beliebiger  Lage  resp.  gleich  und  pa- 


*  Da  drei  Funkte  AiAiA^  drei  verschiedene  Parallelogramme  bestimmen,  so 
wollen  wir,  um  diese  Dreideutigkeit  zu  vermeiden,  in  der  Folge  unter  dem  durch 
AiAfA^  bestimmten  Parallelogramm  stet«  dasjenige  verstehen,  dessen  Ecken  in 
der  Reihenfolge  A^AtA^A^  liegen,  bei  dem  also  ^, ,  At  und  A^y  A^  gegenüber- 
liegende Ecken  sind. 
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rallel  den  VierecksseitBn  1,  2,  3,  constrairen  ferner  die  Parallelogramme 
A^A^A^A^  und  B^B^B^  B^^^  so  ist  auch  die  Strecke  A^B^  gleich  und 
parallel  der  Vierecksseite  4. 

Nehmen  wir  nun  an,  S^S^S^  seien  drei  affine  räumliche  Systeme 
und  denken  wir  uns  in  diesen  Systemen  noch  drei  homologe  Strecken 
^j  ^j,  ^g  ß'„  ^j  Ä'g  gegeben,  welche  resp.  gleich  und  parallel  den  Strecken 
^iB^y  A^B^j  ^i^$  ^^^^  ^^^  durch  die  Parallelogramme  Ä^Ä^Ä^A^^ 
B>^  B^^B'^B^^  die  Punkte  ^4,  B'^  bestimmt,  dann  gehört  zu  den  vier  Strecken 
A*^B\y  A^B\^  Ä^W^^  ^A^i  dasselbe  Viereck  1234  und  demnach  ist 
auch  im  vierten  System  5^,  welches  von  den  vierten  Eckpunkten  der 
Parallelogramme  gebildet  wird ,  die  Strecke  A\  Bf  ^  gleich  und  parallel  der 
Strecke  ^^B^.  Denken  wir  uns  femer  auf  den  homologen  Geraden  ^^i^j, 
Ä^B^^  A^B^  beziehendlich  die  homologen  Punkte  (7|,  C^,  C^  gegeben, 
welche  diese  Strecken  in  gleichem  Verhältnisse  theilen,  und  den  vierten 
Punkt  C^  durch  das  Parallelogramm  C^C^C^C^  bestimmt,  dann  gehört  zu 
den  Strecken  A^C^^  A^C^^  -^3^31  ^4^4  ^^°  Viereck,  welches  dem  Viereck 
1234  ähnlich  ist;  demnach  liegt  auch  der  Punkt  C^  auf  der  Geraden 
Aj^C^  und  theilt  diese  Strecke  in  demselben  Verhältnisse.  Hieraus  folgt 
der  wichtige  Satz ,  welcher  auch  als  specieller  Fall  aus  dem  später  folgen- 
den  Satze  16  hervorgeht: 

7.  Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  je  drei  homologe  Punkte  von  drei 
affinen  räumlichen  Systemen  S^S^S^  bestimmt  sind,  bil- 
den ein  viertes  affines  räumliches  System  ^4. 

Ist  in  den  drei  affinen  Systemen  ^1^3  ^2  ^^®  geometrische  Summe 
von  zwei  homologen  Strecken  A^B^^  ^^^s  gleich  der  entsprechenden 
Strecke  A^B^j  dann  ist  die  Seite  4  des  zugehörigen  Vierecks  gleich  Null 
und  das  vierte  System  S^  zieht  sich  demnach  in  eine  Ebene  zusammen. 
Tritt  dasselbe  noch  bei  drei  anderen  homologen  Strecken  der  Systeme 
S^S^S^  ein,  die  aber  mit  jenen  drei  Strecken  nicht  parallel  sind,  dann 
zieht  sich  das  vierte  System  S^  in  eine  Gerade  zusammen  und  findet 
dasselbe  schliesslich  noch  wieder  bei  drei  anderen  homologen  Strecken 
statt,   dann   schrumpft  das  vierte  System  Sj^  in  einen  Punkt  zusammen. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  S^S^S^  drei  in  einer  Ebene  Hegende  affine 
ebene  Systeme,  dann  erhalten  wir  den  speciellen  Satz: 

8.  Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  drei  homologe  Punkte  von  drei  in 
ein erEbene  liegenden  affinen  ebenen  Systemen  ^^iS^'^s  be- 
stimmt sind,  bilden  ein  viertes  affines  ebenes  System  S^. 

Wenn  in  den  drei  affinen  ebenen  Systemen  S^S^S^  die  geometrische 
Summe  von  zwei  homologen  Strecken  A^B^^  ^^^3  gleich  der  entsprechen- 
den Strecke  ^2^2  ^^^)  dann  zieht  sich  das  vierte  System  S^  in  eine  Ge- 
rade zusammen   und  wenn   dasselbe  noch  bei   drei  anderen  homologen 
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Strecken,  die  mit  jenen  nicht  parallel  sind,  eintritt,  dann  schmmpft  das 
▼ierte  System  S^  in  einen  Pnnkt  zusammen. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  Sj^S^S^  drei  in  einer  Ebene  liegende  fthn- 
liche  ebene  Systeme  und  ausser  den  homologen  Strecken  A^B^^  A^^tt 
A^B^  seien  noch  die  homologen  Strecken  Ä^B^^  ^%^%^  ^s^s»  welche 
also  mit  jenen  resp.  denselben  Winkel  bilden,  g^eben  und  bestimmen 
wir  zu  diesen  beziehendlich  in  dem  vierten  System  S^  die  Strecken  A^B^^ 
-^4  ^4«  M  flind  auch  die  Vierecke  1234,  1'2'3'4',  welche  diesen  Strecken 
beziehendlich  angehören,  ähnlich,  nnd  folglich  bilden  anch  die  beiden 
Strecken  A^B^^  ^a^a  denselben  Winkel,  wie  jene  homologen  Strecken- 
paare.    Hiemach  erhalten  wir  den  speciellen  Satz: 

9.  Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  je  drei  homologe  Punkte  von  drei 
in  einer  Ebene  fthnlichen  ebenen   Systemen  S^S^S^  be- 
stimmt   sind,    bilden    ein   viertes   ähnliches   ebenes  Sy- 
Stern  S^. 
Fallen  zwei  Seiten  des  Vierecks  1234,  z.  B.  2,4,  in  eine  Gerade, 
so  sind  die  homologen  Geraden  der  ähnlichen  Systeme  <$,,  S^  parallel  und 
diese  Systeme  haben  ähnliche  Lage.     Ist  in  den  ähnlichen  ebenen  Syste- 
men S^  S^  S^  die  geometrische  Summe  von  zwei  homologen  Strecken  A^  B^ , 
J3P3  gleich  der  entsprechenden  Strecke  A^B^^  dann  schrumpft  das  vierte 
System  S^  in  einen  Punkt  zusammen. 

In  Fig.  8  sind  durch  vier  entsprechende  Punkte  drei  homologe  Pa- 
rallelepipede  A^B^C^D^^  A^B^C^D^y  A^B^C^D^  in  den  affinen  räumlichen 
Systemen  bestimmt ;  construiren  wir  in  5^  die  entsprechenden  vierten  Eck- 
punkte  A^  B^  C^  D^  der  Parallelogramme  ^,  A^  A^  A^ ,  B^  B^  B^  B^ ,  C^  C^  C,  C^ , 
D^B^D^D^y  so  ist  auch  durch  die  vier  Punkte  ^4 ^4 6*^ />4  in  dem  vierten 
System  S^  das  homologe  Parallelepiped  gegeben  und  die  übrigen  ent- 
sprechenden Eckpunkte  der  vier  homologen  Parallelepipede  befinden  sich 
in  den  Ecken  von  Parallelogrammen.* 

Aus  unseren  Darlegungen  ergeben  sich  weiter  die  folgenden  Sätze: 
10.  Wird  ein  affin-veränderliches  räumliches  System  Äj  durch 
eine  Ursache  in  einer  bestimmten  Zeit  geradlinig  in 
eine  Phase  ^|  und  durch  eine  andere  Ursache  in  dersel- 
ben Zeit  geradlinig  in  eine  Phase  ^3  bewegt,  so  durch- 
laufen, wenn  beide  Ursachen  gleichzeitig  wirken,  die 
Punkte  des  Systems  S^  in  derselben  Zeit  die  Diagonalen 
der   Parallelogramme,    welche    durch  je   drei   homologe 


*  Diese  fdr  unsere  weiteren  Betrachtungen  fundamentalen  Sätse  1  bis  10  kön- 
nen auch  leicht  durch  die  eminent  fruchtbare,  leider  zu  wenig  bekannte  Methode 
abgeleitet  werden,  welche  H.  GrasBrnann  iu  seiner  ,,Au8dehnung8lehre** 
(Leiptig  1844,  zweite  Ausgabe  1878  und  Berlin  1862)  dargelegt  hat  j 
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Punkte  von  S^S^S^  bestimmt  sind,  und  die  vierten  Eck- 
punkte der  genannten  Parallelogramme  bilden  eine 
Phase  S^  des  affin- veränderlichen  r&nmlicfaen  Sy- 
stems S^. 
11.  Wird    ein    in    einer    festen    Ebene    bewegtes    affin-ver- 
änderliches   oder   ähnlich- veränderliches    ebenes    Sy- 
stem S^   durch  eine  Ursache  in  einer  bestimmten   Zeit 
geradlinig  in   eine  Phase  S^  und  durch  eine  zweite  Ur- 
sache  in    derselben   Zeit    geradlinig   in    eine    Phase  S^ 
bewegt,   so  durchlaufen,  wenn   beide  Ursachen  gleich- 
zeitig wirken,   die  Punkte  des  Systems  S^  in  derselben 
Zeit  die  Diagonalen  der  Parallelogramme,  welche  durch 
je  drei  homologe  Punkte  von  S^S^S^  bestimmt  sind,  und 
die   vierten  Eckpunkte   dieser  Parallelogramme  bilden 
eine  Phase  S^  des  affin-veränderlichen,  resp.  ähnlich- 
veränderlichen ebenen  Systems  S^. 
Nach    diesen  Sätzen  können   wir  die  Phasen   eines  affin -veränder- 
lichen räumlichen   oder  ebenen  Systems  und   die  Phasen  eines  ähnlich- 
veränderlichen   ebenen  Systems  in  analoger  Weise  wie  Kräfte  und  6e- 
«ch windigkeiten  zusammensetzen  und  zerlegen. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  iRf  (Fig.9)  in  einem  unendlich  kleinen  Zeittheil  auf 
seiner  ebenen  oder  räumlichen  Bahncurve  um  die  unendlich  kleine  Strecke 
von  Af|  nach  M^  und  in  dem  folgenden  gleichen  unendlich  kleineu  Zeittheil 
auf  seiner  Bahn  nach  M^y  bewegt  sich  ferner  gleichzeitig  mit  M  ein  Punkt  äl' 
im  ersten  unendlich  kleinen  Zeittheil  von  iRf^  nach  M^^  im  folgenden  gleichen 
Zeittheil  aber  in  der  Richtung  M^M^  nach  iRf '3,  so  dass  M^M'^^ssM^M^j  dann 
wird  die  unendlich  kleine  Strecke  Ht^M^  die  Deviation  genannt.  Denken  wir 
uns  das  unendlich  kleine  Parallelogramm  M^M\M^M^  construirt,  so  ist 
^^2^4  die  Richtung  der  Beschleunigung  des  Punktes  M^  und  die  Beschleu- 
nigung selbst  ist  bekanntlich  der  Deviation  proportional.*  Da  M^M^ 
=  ^8^3)  ^^  ^^  die  unendlich  kleine  Strecke  M^M^  auch  die  Diagonale 
des  Parallelogramms  M^M^M^M^^,  Bewegt  sich  ein  affin  -  veränderliches 
räumliches  System  A^  B^C^D^,,,  in  einem  unendlich  kleinen  Zeittheil  nach 
A^B^C^D^  ...  und  im  folgenden  gleichen  unendlich  kleinen  Zeittheil  nach 
"^s^s^s^s  •••;  denken  wir  uns  dann  die  unendlich  kleinen  Parallelo- 
gramme A^A^A^A^,  ^1^2  ^3  ^4»  ^'1  ^8 ^3^41  ^1^8 ^8  ^4  «•  ••  ^'  construirt, 
80  ifit  nach  obigem  Satze  7  auch  A^B^C^D^,.,  eine  Phase  des  affin -ver- 
änderlichen räumlichen  Systems  und  die  unendlich  kleinen  Verbindungs- 
strecken ^2^49  ^8^4t  ^9^49  ^%D\^">  sind  beziehendlich  die  Richtungen 
der  Beschleunigungen  der  Punkte  A^  B^  C^D^,. ..  Denken  wir  uns  femer 
in   diesen   Richtungen    die   Grössen    der  zugehörigen   Beschleunigungen 


*  Schell,  ,,Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte",  Leipzig  1870,  S.  Id3.  , 
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i^2^y,  B^B^^  C^C^^  Dg/)^,  ...,  welche  beziehendlich  den  unendlich  klei< 
nen  Strecken  A^A^^  B^B^y  ^2^4>  ^2^41  ••-  proportional  sind,  aufgetragen, 
so  bilden  die  Endpunkte  A^Bf^C^Dtp  .,.  der  Beschleunigungen  ein  mit 
A^B^C^B^  ,.,  affines  räumliches  System  S^,  Wir  erhalten  hiemach  den 
wichtigen  folgenreichen  Satz: 

12.  Die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  der  System- 
punkte  eine.r  Phase  eines  beliebig  bewegten  affin-ver- 
änderlichen, ähnlich-veränderlichen  oder  starren  räum- 
lichen Systems  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

.Nennen  wir  das  System  S^  der  Endpunkte  der  Beschleunigungen 
die  Beschleunigungsphase,  so  entspricht  jeder  Phase  des  verändere 
liehen  räumlichen  Systems  eine  affine  Beschleunigungsphase  und  die  Ver- 
bindungsstrecken der  homologen  Punkte  der  Systemphase  und  der  au- 
gehörigen Beschleunigungsphase  repräsentiren  die  Grösse  und  Richtung 
der  Beschleunigungen  der  Systempunkte.  Diese  wichtige,  interessante 
Beziehung  liefert  ein  klares,  übersichtliches  Bild  des  Beschleunigungs- 
zustandes eines  affin  -  veränderlichen ,  ähnlich  -  veränderlichen  oder  starren 
räumlichen  Systems  und  wird  die  Grundlage  für  unsere  weiteren  Unter- 
suchungen bilden. 

Eine  Systemphase  S^  und  die  zugehörige  Beschleunigungsphase  S^ 
besitzen  als  affine  räumliche  Systeme  im  Allgemeinen  drei  im  Endlichen 
Hegende  selbstentsprechende  Ebenen,  die  sich  in  drei  selbstentsprechen- 
den Geraden  und  in  einem  selbstentsprechenden  Punkte  schneiden.  Diesen 
Selbsten tsprechendeu  Punkt,  den  einzigen,  dessen  Beschleunigung  gleich 
Null  ist,  wollen  wir  den  Beschleunig ungs pol  nennen.  Für  alle  in 
den  drei  eelbstentsprechenden  Ebenen  liegenden  Systempunkte  der  be- 
treffenden Phase  liegen  die  Beschleunigungsrichtungen  beziehendlich  in 
diesen  Ebenen  und  fiir  alle  in  den  drei  selbstentsprechenden  Geraden 
liegenden  Systempunkte  fallen  die  Beschleunigungsrichtungen  resp.  in 
diese  Geraden.  Da  die  affinen  räumlichen  Systeme  Ss^  ^^  durch  vier 
nicht  in  einer  Ebene  liegende  homologe  Funkte  bestimmt  sind,  so  erhal- 
ten wir  den  Satz: 

13.  Sind  durch  AsA^^  Bg  B^,  CxC^p^  D^g  D^  die  Grössen  und 
Bichtungen  der  Beschleunigungen  von  vier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Punkten  AxB^CxOgf  einer  Phase 
Sg  eines  affin-veränderlichen,  ähnlich-veränderlichen 
oder  starren  räumlichen  Systems  gegeben,  so  ist  der 
Beschleunigungszustand  der  Phase  bestimmt,  und  wenn 
man  zu  einem  beliebigen  fünften  Punkte  Eg  der  Phase 
5,  den  entsprechenden  Punkt  £^y  in  der  affinen  Beschleu- 
nigungsphase S^  construirt,  so  repräsentirt  E^^E^  die 
Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigung  des  Punk- 
tes Eg. 
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Betrachten  wir  ein  in  einer  festen  Ebene  bewegtes  affin -veränder- 
liebes,  ähnlich  -  veränderliches  oder  starres  ebenes  System,  so  gelten  nach 
den  oben  abgeleiteten  Sätzen  die  analogen  Beziehnngen  nnd  es  ergeben 
sich  die  folgenden  Sätze: 

14.  Sind  durch  ^x  ^ipy  ^x^tp^  CgC^  die  Grössen  und  Rich- 
tungen der  Beschleunigungen  von  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegenden  Punkten  A^B^Cx  einer  Phase  Sg  eines 
affin-veränderlichen  ebenen  Systems  gegeben,  so  ist 
der  Beschleunigungszustand  der  Phase  bestimmt,  und 
wenn  man  zu  einem  beliebigen  vierten  Punkte  Z>«  der 
Phase  S^g  den  entsprechenden  Punkt  Dip  in'  der  affinen 
ebenen  Beschleunigungsphase  S^  construirt,  so  reprä- 
sentirt  DxD(p  die  Grösse  und  Richtung  der  Beschleuni« 
gung  des  Punktes  />«. 

15.  Sind  durch  Ax^tp,  B^Bq)  die  Grössen  und  Richtungen  der 
Beschleunigungen  von  zwei  Punkten  AxB,  einer  Phase 
Sx  eines  ähnlich-veränderlichen  oder  starren  ebenen 
Systems  gegeben,  so  ist  der  Beschleunigungszustand 
der  Phase  bestimmt,  und  wenn  man  zu  einem  beliebi- 
gen dritten  Punkte  C,  der  Phase  5«  den  entsprechenden 
C«p  in  der  ähnlichen  ebenen  Beschleunigungsphase  Sg, 
construirt,  so  repräsentirt  CxCtp  die  Grösse  und  Rich- 
tung der  Beschleunigung  des  Punktes  C,. 

Denken  wir  uns  für  alle  Phasen  des  veränderlichen  Systems  den 
selbstentsprechenden  Punkt  mit  der  resp.  zugehörigen  Beschleunigungs- 
phase  bestimmt,  so  bilden  diese  selbsteittsprechenden  Punkte,  die  wir 
Beschleunigungspole,  genannt  haben,  eine  Cnrve,  welche  wir  die  Be- 
schlennigung^polbahn  nennen  wollen;  und  wenn  wir  zu  diesen  den 
verschiedenen  Phasen  angehörenden  Beschleunigungspolen  die  entspre- 
chenden Punkte  in  einer  bestimmten  Systemphase  S^^  construiren,  so 
erhalten  wir  in  ^j  eine  Curve,  welche  wir  die  Beschlennigungspol- 
curve  nennen.  Diese  Curve  in  dem  veränderlichen  System  hat  demnach 
die  Eigenschaft,  dass  ihre  Punkte  successive  die  Beschleunigung  Null 
erhalten. 

Die  Beziehungen  zwischen  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
erster  Ordnung  sind  dieselben,  wie  zwischen  Beschleunigung  erster  und 
zweiter  Ordnung  u.  s.  f.  Demnach  gelten  alle  Resultate,  welche 
wir  für  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  ableiten,  auch 
für  die  Beschleunigung  zweiter  und  höherer  Ordnung. 

Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  ABCD  eines 
affin -veränderlichen  räumlichen  Systems  auf  vier  ebenen  oder  räumlichen 
affinen  Cnrven  affine  Punktreihen  und  nehmen  wir  einen  beliebigen 
fünften  Systempunkt  E  an,    legen    durch    den  Schnittpunkt  G ^^n   die 
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Gerade  DE  mit  der  Ebene  ABC  bildet,  in  diese  Ebene  eine  beliebige 
Gerade,  welche  die  Geraden  AB^  AC  resp.  in  den  Punkten  ß^  y  trifft, 
dann  beschreiben  nach  dem  Satae  1  auch  /?,  y  auf  affinen  Curven  affine 
Punktreihen;  dasselbe  gilt  dann  von  dem  Punkte  G  und  folglich  auch 
von  dem  auf  6/>  liegenden  Punkte  E,     Hiernach  erhalten  wir  den  Sats: 

16.  Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  System- 
punkte eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems 
auf  vier  ebenen  oder  räumlichen  affinen  Curven  affine 
Punktreihen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempnnkten. 

Beschreiben  nur  drei  Punkte  eines  affin  -  veränderlichen  räumlichen 
Systems  auf  drei  ebenen  oder  räumlichen  affinen  Curven  affine  Punkt- 
reihen, so  gilt  dasselbe  nur  von  den  Systempunkten,  die  in  der  durch 
jene  drei  Punkte  bestimmten  Ebene  liegen. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  eines  bewegten  affin- 
veränderlichen  räumlichen  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasen  dieser 
Systemcurve  gebildete  Fläche,  welche  wir  die  Bahn  fläche  dieser  System- 
curve nennen  wollen.  Aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze  16  folgt  dann 
die  Umkehrbarkeit  der  betreffenden  Bewegung. 

17.  Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  L  eines 
affin -veränderlichen  räumlichen  Systems  5,  dessen 
Punkte  auf  affinen  Bahncurven  affine  Punktreihen  be- 
schreiben, können  als  die  Phasen  einer  Systemcurve  A. 
eines  andern  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems 
E  angesehen  werden,  dessen  Punkte  auf  den  erstarrt 
gedachten  Phasen  der  Curve  L  affinePunktreihcn  durch- 
schreiten; und  die  Phasen  der  in  £  liegenden  System- 
curve A  erzeugen  dieselbe  Bahnfläche,  welche  durch 
die  Phasen  der  in  S  liegenden  Systemcurve  L  gebildet 
wird. 

Da  alle  Hyperbeln,  alle  Ellipsen ,  alle  Parabeln  beziehendlich  affine 
Ourven  sind,  so  ergiebt  sich  aus  16  der  specielle  Satz: 

18.  Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  System- 
punkte eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems 
affine  Punktreihen  auf  vier  Hyperbeln,  Ellipsen  oder 
Parabeln,     so     beschreiben    alle    Systempunkte    affine 

-Punktreihen   resp.   auf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Para- 
beln  und   die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,   wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  affines  räumliches  System. 
Diese  Kegelschnitte  können   auch   zum  Theil   in  eine  Gerade  über- 
gehen.     Die  Hyperbel  kann  in  eine  ins  Unendliche  gehende,  durch  zwei 
Punkte   im  Endlichen  begrenzte  Gerade  ausarten;   eine  Ellipse  kann  in 
eine  gerade  Strecke  tibergehen  und  eine  Parabel  kann  zu  einer  einseitig 
begrenzten,  ins  Unendliche  gehenden  Geraden  degeneriren 
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Ist  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Ellipse  affin  mit  der 
gleich  förmigen  Bewegung  eines  Punktes  auf  einem  Kreise,  so  wird  jene 
Bewegung  in  der  Physik  eine  harmonische,  die  Umlanfszeit  eine  Pe- 
riode genannt,  und  bei  dieser  Bewegung  ist  die  Beschleunigung  stets 
nach  dem  Ellipsen mittelpunkt  gerichtet  und  dem  Abstände  des  bewegten 
Punktes  von  dem  Ellipsenmittelpunkte  proportional.  Hiemach  folgt  der 
Satz: 

19.  Bewegen  sich  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Sj- 
stempunkte  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Sy- 
stems harmonisch  gleichperiodisch  auf  vier  Ellipsen, 
so  bewegen  sich  alle  Systempunkte  harmonisch  gleich- 
periodisch auf  Ellipsen  und  die  Mittelpunkte  derselben 
bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Diese  Ellipsen  können  zum  Theil  in  gerade  Strecken  ausarten,  auf 
denen  sich  die  betreffenden  Punkte  harmonisch  bewogen. 

Denken  wir  uns  zu  jeder  Phase  des  so  bewegten  veränderlichen 
Systems  die  zugehörige  affine  Beschleunigungsphase  bestimmt,  so  theilen, 
weil  die  Beschleunigung  dem  Abstände  von  dem  betreffenden  Ellipsen- 
mittelpunkte proportional  ist,  die  Ellipsenmittelpunkte  beziehendlich  die 
Verbindungsstrecken  homologer  Punkte  von  je  einer  Systemphase  und 
zagehöriger  Beschleunigungsphase  in  gleiche  Verhältnisse,  daher  ist  der 
selbstentsprechende  Punkt  je  zweier  dieser  Phasen  identisch  mit  dem  selbst- 
entsprechenden von  der  betreffenden  Systemphase  und  dem  .festen ,  un- 
veränderlichen affinen  Mittelpunktsystem.  Bestimmen  wir  also  alle  selbst- 
entsprechenden  Punkte,  welche  die  verschiedenen  Systemphasen  mit  dem 
festen  Mittelpunktsystem  bilden ,  so  erhalten  wir  die  Beschleunigungspol- 
babn,  und  wenn  wir  zu  den  Beschleunigungspolen  dieser  Systemphasen 
die  entsprechenden  Punkte  in  einer  bestimmten  Systemphase  ^^  construirt 
denken,  so  erhalten  wir  in  S,  eine  Phase  der  Beschleunigungspolcurve. 
Die  Punkte  dieser  Curve  fallen  während  der  Bewegung  successive  mit 
den  Beschleunigungspolen  zusammen  und  folglich  bewegen  sich  die  Punkte 
der  Beschleunigungspolcurve  harmonisch  auf  geraden  Strecken ,  in  welche 
die  elliptischen  Bahnen  dieser  Punkte  ausarten.  Da  in  den  Endpunkten 
dieser  geraden  Strecken  eine  Rückkehr  der  Bewegung  stattfindet,  so  bil- 
den diese  Endpunkte  die  Oeschwindigkeitspolbahn  des  veränderlichen 
Systems. 

Durch  analoge  Betrachtungen  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate 
für  ein  in  einer  festen  Ebene  bewegtes  affin -veränderliches  ebenes  System. 

20.  Beschreiben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
Btempunkte  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems 
affine  Punktreihen  auf  drei  in  einer  Ebene  liegenden 
affinen  Curven,  so  gilt  dasselbe  von  allen  System- 
punkten. 
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Die  Bahncarven  der  Punkte  einer  S^stemcurve  eines  bewegten  affin- 
veränderlichen ebenen  Systems  umhüllen  dieselbe  Curve,  welche  von  den 
Phasen  dieser  Systemcurve  umhüllt  wird  und  welche  wir  die  Hüllbahn- 
curve  nennen.  Aus  20)  ergiebt  sich  dann  die  Umkehrbarkeit  der  Be- 
wegung : 

21.  Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  C  eines 
affin-veränderlichen  ebenen  Systems  5,  dessen  Punkte 
auf  affinen  ebenen  Bahncurven  affine  Punktreihen  be- 
schreiben, können  als  Phasen  einer  Systemcurve  Feines 
andern  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  2!  ange- 
sehen werden,  dessen  Punkte  auf  den  erstarrt  gedach- 
ten Phasen  der  Curve  C  affine  Punktreihen  durchschrei- 
ten; und  die  Phasen  der  in  2  liegenden  Systemcurve  V 
umhüllen  dieselbe  Hüll  bahn  curve,  wie  die  Phasen  der  in 
S  liegenden  Systemcurve  C. 

Ferner  ergeben  sich  die  folgenden  speciellen  Sätze: 

22.  Beschreiben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
stempunkte eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems 
affine  Punktreihen  auf  drei  Hyperbeln,  Ellipsen  oder 
Parabeln,  so  beschreiben  alje  Systempunkte  affine 
Punktreihen  resp.  auf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Para- 
beln, und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  ebenes  affines  System. 

23.  Bewegen  sich  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
stempunkte eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems 
harmonisch  gleichperiodisch  auf  Ellipsen,  so  bewegen 
sich  alle  Systempunkte  harmonisch  gleichperiodisch 
auf  Ellipsen  und  die  Mittelpunkte  derselben  bilden  ein 
affines  ebenes  System. 

Diese  Ellipsen  können  zum  Theil  in  gerade  Strecken  übergehen  und 
dann  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken  die  Geschwindigkeitspolbalm 
des  veränderlichen  ebenen  Systems. 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  affin- veränderlichen  ebenen  Systems 
mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichem  Sinne  auf  zwei  in  einer 
Ebene  liegenden  Kreisen,  dann  bewegen  sich  alle  Punkte  ihrer  Yerbin- 
dungBgeraden  mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichem  Sinne  anf 
Kreisen.  Haben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  eines  afdn- 
veränderlichen  ebenen  Systems  solche  Bewegungen ,  so  gilt  dasselbe  von 
allen  Systempunkten  und  die  Mittelpunkte  der  Bahnkreise  bilden  ein 
affines  ebenes  System;  bewegt  sich  aber  der  dritte  Systempunkt  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit,  welche  die 
beiden  ersten  Punkte  besitzen,  auf  einem  Kreise,  dann  beschreiben  ausser 
diesen  drei  Punkten  nur  noch  die  auf  der  Verbindung  det^rstgenannten 
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beiden  Punkte  liegenden  Sjstempnnkte  Kreise,  alle  übrigen  bewegen  sieb 
harmoniscb  auf  Ellipsen. 

Bescbreiben  drei  nicbt  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  ABC  eines 
affin  -  veränderlichen  ebenen  Systems  ähnliche  Punktreihen  auf  drei  in 
einer  Ebene  befindlichen  ähnlichen  Curven  und  nehmen  wir  einen  belie- 
bigen vierten  Systempunkt  D  an,  legen  durch  ihn  eine  beliebige  Gerade, 
die  AB,  JC  resp.  in  j3,  y  trifft,  dann  beschreiben  nach  dem  Satze  5  aach 
die  Punkte  ß^  y  ähnliche  Punktreihen  auf  ähnlichen  Curven  und  dasselbe 
gilt  somit  auch  von  dem  Punkte  B.     Dies  giebt  den  Satz: 

24.  Beschreiben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
stempunkte eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems 
ähnliche  Punktreihen  auf  drei  in  einer  Ebene  liegenden 
ähnlichen  Curven,  so  gilt  dasselbe  von  allen  System- 
punkten. 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  in  dem  Satze  21  ausgesprochene 
Umkehrbarkeit  der  Bewegung: 

25.  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
ebenen  Systems  affine  Punktreihen  auf  zwei  in  einer 
Ebene  befindlichen  affinen  Curven,  so  gilt  dasselbe 
von  allen  Systempunkten. 

26.  Bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  ähnlich -veränder- 
lichen ebenen  Systems  harmonisch  gleichperiodisch 
auf  zwei  Ellipsen,  so  bewegen  sich  alle  Systempunkie 
harmonisch  gleichperiodisch  auf  Ellipsen  und  die  Mit- 
telpunkte derselben  bilden  ein  jenem  ähnliches  System. 

Diese  Ellipsen  können  zum  Theil  in  gerade  Strecken  ausarten,  auf 
denen  sich  die  betreffenden  Punkte  harmonisch  bewegen.  Die  Endpunkte 
dieser  geraden  Strecken  erfüllen  die  Geschwindigkeitspolbahn.  Denken 
wir  uns  zu  jeder  Phase  des  so  bewegten  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen 
Systems  die  zugehörige  ähnliche  Besclileunigungsphase  bestimmt,  so  thei- 
len  die  Ellipsenmittelpunkte  die  Vorbindungsstrecken  homologer  Punkte 
von  je  einer  Systemphase  und  zugehöriger  Beschleunigungsphase  in  gleiche 
Verhältnisse  und  die  Beschleunigungsrichtung  eines  Systempunktes  geht 
beständig  durch  den  entsprechenden  Ellipsenmittelpunkt. 

Wenn  zwei  Punkte  eines  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen  Systems  sich 
harmonisch  gleichperiodisch  auf  zwei  in  seiner  Ebene  liegenden  geraden 
Strecken  bewegen,  dann  laufen  die  anderen  Systempunkte  harpionisch 
gleichperiodisch  auf  Ellipsen  und  auf  geraden  Strecken;  und  hierin 
ist  die  besondere  Bewegung  eines  starreu  ebenen  Systems,  von  dem  zwei 
Funkte  sich  auf  Geraden  bewegen,  als  ganz  specieller  Fall  enthalten. 

Ist  bei  der  im  Satz  19  ausgesprochenen  harmonischen  Bewegung  die 
Beschleunigung  eines  Punktes  des  affin -veränderlichen  räumlichen  Sy- 
stems  beständig  gleich   dem  Abstände   desselben  von   dem  MiU^lpankte 
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seiner  elliptischen  Bahn,  dann  gilt  dasselbe  von  allen  Systempanktea; 
die  Beschlennignngsphase  Sq,  ist  dann  starr  und  identisch  mit  dem  System 
der  Mittelpunkte  der  elliptischen  Bahnen. 

Sind  in  Fig.  10  zwei  in  einer  Ebene  liegende  affine  ebene  Systeme 
^1)  ^s  gegeben,  so  können  wir  leicht  den  geometrischen  Ort  derjenigen 
homologen  Punkte  dieser  Systeme  bestimmen,  deren  Verbindungsstrecken 
gleich  einer  gegebenen  constanten  Strecke  m  sind.  Nehmen  wir  an,  es 
seien  ^iB^  ...  und  A^B^  .,,  homologe  Punktreihen  auf  den  entsprechen- 
den Geraden  Z^,/,  und  P  sei  der  selbstentsprecheude  Punkt  von  ^i,^^; 
dann  ziehen  wir  die  entsprechenden  Strahlen  PA^y  PA^^  beschreiben  am 
P  mit  m  als  Radius  einen  Kreis  Ar,  ziehen  den  Kreisradius  Pci\\A^A^y 
aA\^PA^  und  At^Af^\\A^A^y  so  ist  Ä^jt^^=^m  und  ^i'^A'^  sind  homologe 
Punkte  in  S^^  $,,  deren  Verbindungsstrecke  gleich  der  constanten  Länge 
m  ist.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  homologen  Punkte  ff^  ^g, 
indem  wir  den  Kreisradius  Pß\\B^B^,  ßff^\\p\  und  B^xBW\B^B^ 
ziehen.  Dann  bilden  die  Punkte  a\B\,^,  und  a\B\..,  resp.  den 
genannten  geometrischen  Ort  in  S^  und  S^ .  Betrachten  wir  S^  ala  Phase 
eines  affin -veränderlichen  ebenen  Systems  und  S^  als  zugehörige  Ge- 
schwindigkeitsphase oder  B^chlennigungsphase ,  so  bilden  A\B\,..  be- 
ziehendlich den  geometrischen  Ort  der  Systempunkte ,  welche  gleiche  Ge- 
schwindigkeit oder  gleiche  Beschleunigung  besitzen.  Wir  wollen  nun  bewei- 
sen, dass  dieser  geometrische  Ort  eine  Ellipse  ist ,  deren  Mittelpunkt  mit  P 
zusammenfällt.  Die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  A^A^^ 
B^B^y  ...  umhüllen  eine  Parabel  9r,  weil  die  Punktreihen  A^By^  ...  und 
A^B^  ...  ähnlich  sind.  Die  beiden  durch  P  gehenden  Geraden  A,  t, 
welche  die  homologen  Punkte  H^H^y  J^J^  verbinden,  sind  die  selbstent- 
sprechenden Geraden  in  den  affinen  ebenen  Systemen  6\,  S^\  diese  selbst- 
entsprechenden Geraden,  welche  in  unserer  Figur  reell  sind  und  auch 
imaginär  sein  können,  sind  Tangenten  der  Parabel  n  und  daher  reell 
oder  imaginär,  je  nachdem  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Parabel  n 
liegt.  Betrachten  wir  nun  PuA\a\  und  PßB\B\  beziehendlich  als  ent- 
sprechende Punkte  in  affinen  ebenen  Systemen  ^a  und  £ß^  so  sind  auch 
in  diesen  Systemen  die  Geraden  /i,  i  selbstentsprechende  Gerade;  denn 
als  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  der  Parabel  n  theilen  sie  die  Ver- 
bindungsstrecken AyA^  und  B^B^  in  gleiche  Verhältnisse  und  folglich 
auch  die  parallelen  Strecken  A\a\  und  B\B\,  Betrachten  wirl?«!*^... 
als  Phasen  eines  affin -veränderlichen  ebenen  Systems  T,  so  sind  in  die- 
sen die  Geraden  A,  i  und  der  Punkt  P  als  selbstentsprcchende  Elemente 
fest  und  ein  Punkt  des  Systems  durchläuft  den  Kreis  k^  Nach  einem 
früher  bewiesenen  allgemeinen  Satze*  folgt  dann,  dass  alle  Systempunkte 


*  Burmester,  EinematiBch  -  geometrische  Untersachongen  etc. ,  Zeitschrift  f. 
Math.  u.  Phys.  Bd.  20,  S.  384. 
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von  S  Curven  beschreiben,  die  mit  dem  Kreise  k  affin  sind  und  in  affi- 
nen Systemen  liegen,  welche  dieselben  selbstentsprechenden  Elemente  A, 
I,  P  besitzen.  Demnach  ist  die  Cnrve  J\  B\  ...|  sowie  die  Curve  ^g  B\  ... 
eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  P.     Hiernach  ergeben  sich  die  Sätze: 

27.  Der  geometrische  Ort  der  Systempnnkte  einer  Phase 
eines  affin  -  veränderlichen  ebenen  Systems,  welche 
gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  ist  eine  Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeitspol  ist. 

28.  Der  geometrische  Ort  der  Systempunkte  einer  Phase 
eines  affin  -  veränderlichen  ebenen  Systems,  welche 
gleiche  Beschleunigung  besitzen,  ist  eine  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  der  Beschleunigungspol  ist. 

Jeder  constanten  Geschwindigkeit  entspricht  eine  Ellipse,  welche  für 
die  Geschwindigkeit  gleich  Null  in  den  Geschwindigkeitspol  zusammen- 
schrumpft; und  alle  diese  Ellipsen  sind  affine  Curven  in  ebenen  affinen 
Systemen,  die  dieselben  selbstentsprechenden  Elemente  besitzen,  welche 
die  betreffende  Systemphase  mit  ihrer  unendlich  nahen  Phase  oder  mit 
ihrer  Geschwindigkeitsphase  gemein  hat.  Ebenso  entspricht  jeder  con- 
stanten Beschleunigung  eine  Ellipse ,  welche  für  die  Beschleunigung  gleich 
Null  in  den  Beschleunigungspol  zusammenschrumpft;  und  alle  diese  El- 
lipsen sind  affine  Curven  in  ebenen  affinen  Systemen,  die  dieselben  selbst- 
entsprechenden Elemente  besitzen,  welche  die  betreffende  Systemphase 
mit  der  zugehörigen  Beschleunigungsphase  gemein  hat.  Da  die  Strecken 
A^Ä^^  B\B\^  ...  constant  sind  und  die  selbstentsprechenden  Geraden 
h ,  t  die  Yerbindungsstrecken  homologer  Punkte  der  affinen  Systeme  S^  S^ 
in  gleiche  Verhältnisse  theilen,  so  sind  auch  die  Strecken  a^aj,  ^a^<i  •••« 
welche  die  Geraden  A,  t  auf  diesen  Verbindungsstrecken  bestimmen,  con- 
stant. Wenn  wir  also  die  constante  Strecke  a^ai  zwischen  den  Geraden 
A,  r,  falls  diese  reell  sind,  gleiten  lassen,  so  beschreiben  die  Punkte  Ä ^ 
und  A^  resp.  die  homologen  Ellipsen  e^  und  e^.  Wir  wollen  eine  Ellipse, 
deren  Punkte  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  eine  Geschwindigkeits- 
ellipse und  eine  Ellipse,  deren  Punkte  gleiche  Beschleunigung  haben, 
eine  Beschleunigungsellipse  nennen.  Bei  einem  ähnlich -veränder- 
lichen oder  starren  ebenen  System  gehen  diese  Ellipsen  in  concentrische 
Kreise  über,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  resp.  der  Geschwindigkeits- 
pol oder  Beschleunigungspol  ist. 

Die  Fundamentalsätze  2  und  12  liefern  ein  klares,  übersichtliches 
Bild  des  Geschwindigkeits  -  und  Beschleunigungsznstandes  einer  Phase 
Sgl  eines  affin -veränderlichen,  ähnlich -veränderlichen  oder  starren  räum- 
lichen Systems  S,  Der  Beschleunigungszustand  in  einer  Phase  S^  des 
veränderlichen  Systems  ergiebt  sich  als  identisch  mit  dem  Geschwindig- 
keiUiaustande ,  der  auftritt  bei  der  geradlinigen  gleichförmigen  Bewegung 
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des  affin  -  veränderlichen  Systems  von  der  Phase  S^  nach  der  zugehörigen 
Beschleunigungsphase  S^^  in  der  Zeiteinheit.  Denken  wir  uns  zu  einer 
Phase  Sa:  des  veränderlichen  Systems  die  zugehörige  affine  Geschwindigkeits- 
phase  Sv  bestimmt,  so  geben  uns  die  Verbindungsstrecken  der  homologen 
Punkte  der  affinen  räumlichen  Systeme  S',,  S^,  die  Grösse  und  Richtung 
der  Geschwindigkeit  der  betreffenden  Punkte  und  die  Tangenten  an  den 
Bahncurven  dieser  Punkte;  denken  wir  uns  ferner  zu  der  Phase  S^  die 
zugehörige  affine  Beschleunigungsphase  S(p  construirt,  so  liefern  uns  die 
Verbindungsstrecken  der  homologen  Punkte  der  affinen  räumlichen  Sy- 
steme Sjg^  Stp  die  Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigung  der  betreffenden 
Punkte  der  Systemphase  S«.  Hiernach  ist  das  Studium  des  Geschwindig- 
keits-  und  Beschleunigungszustandes  eines  affin -veränderlichen,  ähnlich- 
veränderlichen  oder  starren  räumlichen  Systems  auf  die  Untersuchung  der 
rein-geometrischen  Beziehungen  der  drei  affinen  räumlichen  Systeme  ^«Sp^g» 
zurückgeführt  und  die  durch  die  Geometrie  der  Lage  gebotenen  zahlreichen 
interessanten  Beziehungen  können  als  Sätze  über  Geschwindigkeiten,  Be- 
schleunigungen und  Bahncurven  der  Punkte  eines  affin -veränderlichen, 
ähnlich- veränderlichen  oder  starren  räumlichen  Systems  iuterpretirt  werden. 
Wir  wollen  einige  der  wichtigsten  Resultate,  die  unmittelbar  aus  dieser 
Darlegung  hervorgehen,  ableiten. 

Die  Verbindungsstrahlen  der  homologen  Punkte  zweier  affiner  räum- 
licher Systeme  bilden  einen  besondern  Strahlen compl ex  zweiter  Ordnung 
und  zweiter  Classe,  und  die  drei  im  Endlichen  liegenden  selbstentspre- 
chenden Ebenen  dieser  Systeme,  welche  auch  Hauptebenen  des  Com- 
plexes  genannt  werden,  bestimmen  auf  jedem  dieser  Strahlen  Strecken, 
die  im  constanten  Verhältnisse  stehen.  Dieser  besondere  Strahlencom- 
plex,  den  wir  einen  triedralen  Strahl encomplex  nennen  wollen, 
wird  auch  durch  die  Schuittgeraden  je  zweier  entsprechender  Ebenen  der 
affinen  Systeme  gebildet.  Der  triedrale  Strahlencomplex  ist,  weil  zwei 
affine  räumliche  Systeme  stets  die  unendlich  ferne  Ebene  selbstentsprechend 
gemein  haben,  ein  tetraedraler  Strahlencomplex  mit  einer  unendlich  fer- 
nen Hauptebene  und  wird  noch  mehr  specialisirt,  wenn  die  affinen  räum- 
lichen Systeme  in  ähnliche  oder  congruente  übergehen;  aber  wir  wollen 
jene  Benennung  auch  für  diese  beiden  letzten  besonderen  Fälle  beibehalten. 
Ferner  wollen  wir  auch ,  um  Ausnahmen  zu  vermeiden  und  der  Consequenz 
wegen  von  starren  räumlichen  Systemen  sagen ,  dass  sie  einen  Geschwin- 
digkeitspol besitzen,  obwohl  derselbe  stets  im  Unendlichen  liegt.  Wir 
erhalten  hiernach  die  sich  von  selbst  ergebenden  Sätze: 

on    T^»      iGeschwindigkeits-J  «,.    .  j       t»       i  x 

29.  Die   <_        .,         .®  {Richtungen   der  Pu^nkte 

(Beschleunigungs-  )  ^ 

Phase  eines  affin -veränderlichen,  ähnlich -veränder- 
lichen oder  starren  Systems  bilden-  einen  triedralen 
Strahlencomplex,     dessen     Hauptebeaen     und     Haupt- 
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paukte     die     selbstentsprechenden    Elemente    der    Sy- 

,  ,    ,        (6e8chwindigkeit8-l  _,  .     , 

Stempoase  und  der  (  ^        ,  ,         .  >  Phase  sind, 

f  Beschleanigungs-  ] 

30.  Die  Gesammtbeit  aller  Geraden  in  einer  Phase  eines 
affin-veränderlichen,  ähnlich-veränderlichen  oder  star- 
ren   Systems,    deren    Punkte    in    einer  Ebene    liegende 

IGescbwindigkeits-J -..   ,^  ,       .  ,.,. 

< -r»        11         .  >  Richtungen  besitzen,  bilden  einen 

f  Beschleunignngs-  |  ° 

triedralen   Strahlencomplez;    und    die    in    einer  Ebene 

1-  j         tGeschwindigkeits- 1 -,,    .,  ,,,,, 

liegenden    <  -^        ,.         .  jRichtungen    umhüllen 

I  Beschleunigungs-  \  ^ 

eine  Parabel. 

01    rk-      tGeschwindigkeits-i  _.    ,^  j       t>      i  .       . 

t51.  Die    <-        ,,         .  SSichtungen   der  Punkte  einer 

I  Beschleunigungs-  |  ^ 

Geraden    des    affin-veränderlicheni    ähnlich-veränder- 
lichen  oder   starren    Systems    erfüllen    ein    hyperboli« 


schea  Pffraboloid. 

ffkeits- )  _.    ,  .  ,       «... 

ier 


oo    rv-      1  Geschwindigkeits- )  „.    ,^  j       «      ^^     .    ^ 

32.  Die   <_        ,,         .^  )  Richtungen  der  Punkte  jede 

(  Beschleunigungs-  )  °  '' 

j        1.    j         1  Geschwindigkeits-J  „   i        i       j        i^,         j 
durch    den   (  _.        ,,         .  >  Pol  gehenden  Geraden 

(  Beschleunigungs-  )  ° 

sind  parallel. 

Die  durch  einen  Punkt  in  einem  affinen  System  gehenden  Geraden, 

denen  schneidende  Geraden  im  andern  affinen  System  entsprechen,  Hegen 

auf  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  und   die  Schnittpunkte  erfüllen 

eine  Raumcurve  dritter  Ordnung.     Daraus  folgt  der  Satz: 

33.  Der    geometrische  Ort    der   Systempunkte    eines  affin- 
veränderlichen,   ähnlich- veränderlichen    oder    starren 

a      .  ,  iGescbwindigkeits-l  ^.    , 

Systems,  deren   {  _,        ,  ,         .^  >Richtungen  durch 

''  \  Beschleunigungs-  |  ^ 

einen    Punkt    gehen,    ist    eine   Raumcurve    dritter  Ord« 

1    1      j.  T»      i_x       j  j        iGeschwindigkeits-J 

nung,  welche  diesen  Punkt  und  den  {^        «i         .  > 

(Beschleunigungs- 1 

Pol  enthält,  und  diese  Richtungen  erfüllen  eine  Kegel- 
fläche zweiter  Ordnung. 
Zwei  entsprechende  Ebenenbüschel  in  zwei  affinen  Systemen  erzeu- 
geu  ein   durch   die  selbstentsprechenden  Punkte  gehendes  Hyperboloid. 
Demnach  folgt: 

34.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  eines  affin-veränder- 
lichen,   ähnlich-veränderlichen    oder   starren   Systems, 

,  jGeschwindigkeits- J  „.    .  .  ^         , 

deren      {_        ,,         ,  (Richtungen      eine     Gerade 

'  Beschleunigungs-  '  ^ 

schneiden,    ist    ein    durch    diese    Gerade    und^en 
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.Geschwindigkeits-J  ^   t      >i        i       x^  ,     t    .j         j  j. 

'  ,  .         .  >Pol  gehendes  Hyperboloid  und  die 

BeBchleunigangs« )  "  "^  ^ 

Gesammtheit  dieser  Bichtungen  umhüllt  eine  Complex- 

fläche. 

Zwei  entsprechende  Parallelebenenbüschel  in  zwei  affinen  Systemen 
haben  die  unendlich  ferne  Ebene  selbstentspreohend  gemeinsam  und  erzeu- 
gen demnach  eine  Ebene,  die  durch  den  im  Endlichen  liegenden  selbst- 
entsprechenden Punkt  der  affinen  Systeme  geht.  Bestimmen  wir  also 
drei  solche  Ebenen  durch  drei  Paar  entsprechende  Parallelebenenbüschel 
in  den  Systemen  5«,  Sp^  so  ist  der  Durchschnittspunkt  dieser  drei  EbcDen 
der  Geschwindigkeitspol.  Die  Geschwindigkeitsrichtungen  aller  Punkte 
einer  solchen  durch  den  Geschwindigkeitspol  gehenden  Ebene  liegen  dem- 
nach in  den  Ebenen  des  zugehörigen,  in  S„  befindlichen  Parallelebenen- 
büschels  oder,  mit  anderen  Worten,  sind  senkrecht  zu  einer  auf  diesen 
Parallelebenen  normalen  Geraden.  Das  Analoge  gilt  für  die  Beschleuni- 
gung und  wir  erhalten  den  von  Herrn  Durrande*  analytisch  abgelei- 
teten Satz: 

35.  Alle  Funkte  in  einer  Phase  eines  affin-veränderlichen, 

ähnlich- veränderlichen    oder    starren    Systems,    deren 

iGeschwindigkeits-l  „.   ,^  u        tx  • 

<  -,        ,  ,         ,  /  Bichtungen     senkrecht     zu     einer 

f  Beschleunigungs-  | 

n        A  •    j    I-  •        •  j        1    j        IGeschwindig- 

Geraden  sind,  liegen  in  einer  durch  den  \  „        i  i 

^     ,  f  Beschleuni- 

!Pol  gehenden  Ebene. 

Betrachten  wir  zwei  entsprechende  ebene  affine  Systeme  e^x,  Cg  in 
den  affinen  räumlichen  Systemen  5^^,  ^t,,  dann  entspricht  der  Schnitt- 
geraden ejcCf,  in  Sj,  eine  in  der  Ebene  e^g  liegende  Gerade  in  S«.  Denken 
wir  uns  von  dem  affinen  ebenen  System  e„  eine  senkrechte  Projection  €\ 
auf  Ebene  e^g  bestimmt,  dann  haben  die  affinen  ebenen  Systeme  e^i  c\ 
einen  im  Endlichen  liegenden  selbstentsprechenden  Punkt  und  zwei  durch 
diesen  gehende  selbstcntsprechende  Gerade,  die  auch  imaginär  sein  kön- 
nen. Dasselbe  gilt  von  je  zwei  in  5,,  Sq,  liegenden  ebenen  Systemen 
und  wir  gelangen  demnach  zu  dem  Satze: 

36.  In  jeder  Ebenem«  eiuerPhase  eines  affin-veränderlichen, 

ähnlich-veränderlichen    oder  starren    Systems   giebt  es 

T>      1.     1  (Geschwindigkeits-J-,.    ,^  . 

einen  Punkt,  dessen  f^        ,,         .  >Bichtung  senk- 

(  Beschleunigungs- 1 

recht    zu    dieser  Ebene  <?«    ist,    und    zwei  durch   diesen 

Punkt  gehende  reelle  oder  imaginäre  Gerade,  diesolche 


*  a.  a.  0.,  und  Oomptes  renduB  LXXIV,  123i, 
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•>      ,  ,  iGeschwindiffkeits-)  n.   ,, 

Punkte   tragen,  deren   <„        .,         .  >  Bichtnneen 

^  f  BeBcblennigungf-  |  ^ 

in  senkrecht  auf  e«  stehenden  Ebenen  liegen,  and  ferner 

n        j       i.*.     3  T»      1  X     j.     (Geachwindiekeitß-i 

eine  Gerade,  ffir  deren  Funkte  die  {„        i  i 

(Bescbleauigungs 

Richtungen  in  der  Ebene  <?«  selbst  liegen«* 

Denken  wir  uns  zu  einer  Systemphaae  ^«  die  Geschwindigkeits  -  und 

Beschleunigungsphase  S„,  S^p  bestimmt  und  legen  wir  durch  drei  homologe 

Paukte  dieser  drei  affinen  Systeme  eine  Ebene,   so  enthält  dieselbe  die 

GeschwindigkmtST  und  Beschleunigungsricbtung  des  betreffenden  System- 

panktes  in   der  Phase  S«  und  ist  daher  die  Schmieigungsebene  fttr  das 

Bahncurvenelement  dieses  Punktes.     Da   die  Ebenen,   welche  dnrch  je 

drei  homologe  Punkte  von  drei  entsprechenden  Puaktreihen  gehen,  eine 

Kaumcurre  dritter  Classe  osculiren,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

37.  Die  Schmiegungsebenen  fiir  die  Bahncurvenelemento 
der  Punkte  einer  Geraden  eines  affin*yer&uderlichen, 
ähnlich-yer&nderlicben  oder  starren  Systems  sind  zu- 
gleich Schmiegungsebenen  einer  Raumcurve  dritter 
Claaae,  der  cubischen  Parabel. 

Wir  nehmen  in  den  beiden  affinen  räumlichen  Systemen  iS«,  S^  zwei 
entsprechende  Gerade  g^i  gv  an,  legen  eine  Ebene  e  parallel  au  den 
Verbindungsgeraden  der  auf  ^«,  gp  liegenden  homologen  Punkte  und 
beschreiben  um  den  Schnittpunkt,  welchen  die  Gerade  g^  mit  der  Ebene 
e  bildet,  einen  Kreis  mit  einem  Radius  m.  Betrachten  wir  nun  diesen 
Kreis  ab  Directrix  einer  Cylinderfläche,  deren  Mantellinien  der  Geraden 
gx  parallel  sind,  so  wird  diese  Cylinderfläche  von  der  Geraden  g^  in 
zwei  Punkten  geschnitten  und  die  diesen  beiden  Punkten  entsprechenden 
Paukte  auf  g^  haben  dann  eine  Greschwindigkeit ,  welche  gleich  dem 
Kreisradius  m  ist.  Es  giebt  hiemach  auf  jeder  Systemgeraden  zwei 
Punkte  mit  der  Geschwindigkeit  m,  die  auch  imaginär  sein  können. 
Geht  die  Gerade  g^  durch  den  Geschwindigkeitspol  P*'',  so  geht  auch 
die  entsprechende  Gerade  g^  durch  denselben;  dann  liegen  die  Geschwiu- 
digkeitsrichtungen  der  Punkte  der  Geraden  g^  in  der  Ebene  der  Geraden 
0s9v  und  sind  parallel.  Demnach  befinden  sich  die  beiden  auf  g^  liegenden 
Paukte,  welche  dieselbe  Geschwindigkeit  m  besitzen,  in  gleichem  Abstände 
von  P*^  und  sind  in  diesem  Falle  stets  reell.  Wenn  wir  in  gleicher 
Weise  zwei  entsprechende  Gerade  ^«,  g^p  in  den  Systemen  S^^  Sq,  betrach- 
ten, so  erhalten  wir  die  Sätze: 

38.  Der  geometrische  Ort  der  Systempunkte  einer  Phase 
eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems,  welche 


*  Hierbei  betrachten  wir  selbstverständlich  die  selbstentsprechenden  Ebenen 
^^  ^^^B  ^d  ^s'^9  ^^  ausgeschlossen. 
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gleiche    Geschwindigkeit    besitzen,    ist    ein    Ellipsoid, 
dessen  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeitspol  ist. 
30.  Der    geometrische    Ort    der   Sjstempunkte   einer  Pbaüe 
eines     affin -Teränderlicben  ,     ähnlich -veränderlichen 
oder   starren  räumlichen   Systems,    welche  gleiche  Be- 
schleunigung besitzen,  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittel- 
punkt der  Beschleunigungspol  ist.* 
Da  ähnliche  räumliche  Systeme  eine  reelle  selbstentsprechende  Ebene 
und   eine   auf  dieser  senkrecht  stehende  selbstentsprechende  Gerade  be- 
sitzen,  und   congruente  räumliche  Systeme  nur  eine  selbstentsprechende 
Gerade  haben,   welche  zwei  congruente  Punktreihen  trägt,  so  folgt  aas 
dem  Satze  38  der  specielle: 
40.  Der    geometrische   Ort   der   Systempunkte  einer  Phase 
eines      ähnlich  •  Teränderlichen     räumlichen      Systeme, 
welche  gleiche   Geschwindigkeit  besitzen,    ist   ein  Ro- 
tationsellipsoid, dessen  Mittelpunkt  der  Geschwindig- 
keitspol,   dessen   Aze   die  selbstentsprechende  Gerade 
ist,  welche  die  Systemphase  mit  ihrer  unendlich  nahen 
Phase    gemeinsam    hat    und    welches   bei   einem   starren 
räumlichen    System    in    einen    Rotationscylinder   über- 
geht. 
Wir  wollen   das   Ellipsoid,   dessen  Punkte   gleiche   Geschwindigkeit 
besitzen,  das  Geschwindigkeitsellipsoid  und  das  Ellipsoid,  welches 
die    Punkte    gleicher    Beschleunigung    trägt,    das    Beschleunigungs- 
ellipsoid  nennen;  jenes  geht  für  die  Geschwindigkeit  Null  in  den  Ge- 
schwindigkeitspol über  und  dieses  zieht  sich  für  die  Beschleunigung  Null 
in  den  Beschleunigungspol  zusammen. 

Sind  drei  Ebenen  EkEiEit  gegeben,  welche  sich  in  einem  Punkte /' 
schneiden,  und  denken  wir  uns  die  Geraden  gadbüc"  im  Räume  liegend, 
welche  diese  Ebenen  resp.  in  den  Punkten  At^AiA^y  Bi^DiBi^^  Ck^iCk 
derart  treffen,  dass 

^k^i  _  B^Bj  _  (\  Cj  _  _  ^^^^^ 
^i  ^k  Bi  Bk  (^i  Ck 
ist,  nehmen  wir  ferner  auf  diesen  Geraden  die  ähnlichen  Punktrciheu 
Ai  A^  Ak  Ai  Ak ,  B^  B^  Bk  B^  Bk ,  C^  C^  Ck  CiCkt  ...  an ,  so  können  wir  die 
Geraden  gaff^ffe»'  als  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Paukte 
JiA^i  B^B^i  ^1  ^2 1  •  •  •  zweier  räumlicher  affiner  Systeme  S^ ,  S^  ansehen, 
für  welche/'  der  selbstentsprechende  Punkt  und  EkEiE^  die  drei  selbst- 
entsprechenden Ebenen  sind.     Ist  insbesondere 


*  Dieser  Satz  wurde  für  das  starre  System  laut  einer  brieflichen  Mittheilim^ 
zuerst  von  Herrn  Schell  in  seinem  Vortrage  zu  Garlsruhe  im  Jahre  1871  analytisch 
abgeleitet,  femer  von  Herrn  Jordan  und  dann  auch  von  Herrn  Liguine  (Bufktw 
dt  la  Societe  maihimatique  de  France  1873,  T.  I  pag.  146  et  i5^mitgetheilt. 
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.^1  ^,  =  Äj  Ä,  =  CjCj  ==  . . .  ==  consL, 
dann  sind  die  genannten  Panktreihen  congraent  und  der  geometrische  Ort 
der  Pnnkte  ^i^iC^  . . .,  welche  von  ihren  homologen  Punkten  gleichen  Ab-  • 
stand  haben ,  ist  nach  dem  Satze  38  ein  EUipsoid.    Hieraus  folgt  der  Sats : 

41.  Bewegen  sich  drei  Pnnkte  einer  starren  geraden  Punkt- 
reihe auf  drei  Ebenen,  so  beschreibt  jeder  andere  Punkt 
dieser  Reihe  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der 
Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  ist. 

Stellen  wir  noch  die  Bedingung,  dass  ein  vierter  Punkt  dieser  star- 
ren Punktreihe  sich  auf  einer  vierten  Ebene  bewegt,  dann  schneidet 
diese  das  betrefiFende  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  t^ ,  der  im  andern  affinen 
System  eine  Ellipse  Cg  entspricht,  und  wir  erhalten  den  von  Herrn 
Mannheim*  gegebenen  Satz: 

42.  Wenn  vier  Punkte  einer  starren  geraden  Punktreihe 
«ich  auf  vier  Ebenen  bewegen,  so  beschreibt  jeder  Punkt 
dieser  Keihe  eine  Ellipse. 

Schneiden  sich  diese  vier  Ebenen  in  einem  Punkte,  dann  ist  dieser 
der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  für  alle  von  den  Punkten  der  Reihe 
beschriebenen  Ellipsen. 

Fällen  wir  von  den  Punkten  der  Beschleunigungsphase  Sq,  Senk- 
reebte  auf  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Pnnkte  der  Oeschwin- 
digkeits-  und  der  Syetemphase  S^,  S^-^  dann  bilden  die  erhaltenen  Fuss- 
punkte  die  Endpunkte  der  Tangentialbeschleunigungen  der  Systempunkte 
in  der  Phase  5,.  Ziehen  wir  durch  die  Punkte  in  S^  zu  diesen  Senk- 
rechten Parallelen  und  fällen  von  den  homologen  Punkten  in  S^p  auf  diese 
Parallelen  Senkrechte,  dann  bilden  die  entstandenen  Fusspunkte  die  End- 
punkte der  Normalbeschleunigungen,  und  diese  Normalbeschleunigung 
wird  gleich  Null,  wenn  die  Beschleunigungsrichtung  mit  der  Geschwin* 
digkeitsrichtung  zusammenfällt.  Nehmen  wir  in  den  affinen  räumlichen 
Systemen  S^^  S^,  Stp  die  entsprechenden  affinen  ebenen  Systeme  e,  Cp  p^ 
an,  so  sind  die  Ebenen,  welche  homologe  Gerade  von  e»  und  e^  ver- 
binden ,  Schmiegungsebenen  einer  Banmcurve  dritter  Classe.  Ebenso  er* 
zengen  die  Ebenen,  welche  homologe  Gerade  von  e^  und  ^ip  enthal- 
ten, als  Schmiegungsebenen  auch  eine  Curve  dritter  Classe.  Diese  beiden 
Oarvcn  haben  ausser  der  Ebene  p.«  und  der  unendlich  fernen  Ebene  noch 
drei  gemeinschaftliche  Schmiegungsebenen  s's"i'\  die  je  drei  homologe 
Gerade  der  affinen  ebenen  Systeme  e^^v^qf  tragen.  Bezeichnen  wir  die 
in  £  liegenden  drei  homologen  Geraden  resp.  mit  g'xg^Qtpi  dann  um- 
hüllen die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  von  g',g\  eine 
Parabel,  ebenso  umhüllen  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte 
von  gxg'tp  eine  Parabel.   Beide  Parabeln  haben  ausser  der  Geraden  g'x  noch 

*  Bulldin  de  la  Sociäi  matli^atique  de  France  (1873)  T,  I  pag.  HB,  wo  auch 
p.  114  dieser  Satz  von  Hrn.  H  al  p  h  e  n  abgeleitet  wird,  u,  Compt,  Bend.  LXXVI,  p.  651.   ^\q 
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zwei  gemeinschaftliehe  Tangenten  und  diese  tragen  dann  je  drei  homologe 
Punkte;  folglich  enthSlt  die  in  e^  liegende  Gerade  g x  sweiPnnkte,  welche 
'  in  ihren  homologen  Punkten  in  e^^  e^  anf  je  einer  Geraden  sich  befinden. 
Dasselbe  gilt  ron  den  beiden  anderen  Geraden  g" s^  g" x^  welche  dieEt>eDen 
i\  i"  hesiehendlich  mit  €„  bilden,  und  von  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden ,  in  der  e^  von  der  nnendlich  fernen  Bbene  geschnitten  wird.  Den- 
ken wir  uns  diese  beiden  unendlich  fernen  Punkte  ansgeschlossen ,  so 
giebt  es  in  der  Ebene  e^  sechs  Punkte,  die  mit  ihren  homologen  Punk- 
ten in  e^  nnd  e^  auf  je  einer  Geraden  liegen. 

In  jeder  Ebene  des  reränderlichen  Systems  gtebt  es  hiemach  im 
Allgemeinen  sechs  Punkte,  bei  denen  die  Richtungen  der  Geschwindig- 
keit und  der  Beschleunigung  zusammenfallen  und  für  welche  die  Normal- 
beschleunigung  Null  ist.     Diese  Punkte  durchlaufen  also  auf  ihren  Bahn- 
curven   momentan  Wendepunkte  dieser  Curven.     Da  in  dem  Gescbwin- 
digkeitspol  P*^  als  selbstentsprechendem  Punkte  von  <S>r,  S^  die  homblogen 
Punkte  Pjr»  ^v  zusammenfallen,  so  liegen  auch  diese  mit  dem  homologen 
Punkte  Pm  des  Systems  S^  in  einer  Geraden;  und  dasselbe  gilt  von  dem 
Beschleunigungspol  als  selbstent^prechen der  Punkt  von  ^«,  5(p.     Hieraus 
folgt  der  Satz: 
43.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  in  einer  Phase  eines 
affin-veränderlichen,  ähnlich-veränderlichen  oder  star- 
ren  Systems,    welche   keine  Normalbeschleunigung   be- 
si^tzen   und  momentan   Wendepunkte  auf  ihren   Bahnen 
durchschreiten,   ist  eine  Raumcnrve  sechster  Ordnung, 
die  durch  den  Geschwindigkeits-  und  Beschleunigungs- 
pol geht. 
Wenn  wir  für  die  Punkte  dieser  Cnrve  die  Endpunkte  der  zugehö- 
rigen Tangentialbeschleunigungen  bestimmen ,  so  bilden  diese  Endpunkte 
in  dem  System  S^  eine  jener  Curve  affine  Raumcurve  sechster  Ordnung, 
die  durch   den  Beschleunigungspol   geht.     Die  vorhin   ausgeschlossenen, 
in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegenden  Punkte  erfüllen  in  dieser  eine 
Curve  zweiter  Ordnung.     Mit  Einschluss  dieser  Punkte  ist  dann  jener 
geometrische  Ort   eine  Raumcurve  achter  Ordnung,   die   in   eine   Ranm- 
curve  sechster  Ordnung  und  in  eine  nnendlich  ferne  Curve  zweiter  Ord- 
nung zerfällt. 

Die  Tangentialbeschleunigung  ist  Null  für  die  Punkte,  deren  Ge- 
schwindigkeits  -  und  Beschleunigungsrichtung  einen  rechten  Winkel  bil- 
den ,  und  der  geometrische  Ort  dieser  Punkte  ergiebt  sich  durch  folgende 
Darlegungen.  Betrachten  wir  in  den  Systemen  SjfSpSq,  die  anf  drei  ent- 
sprechenden Geraden  g^gvgfp  liegenden  homologen  ähnlichen  Punktreihen 
und  denken  wir  uns  durch  die  auf  ^«  befindlichen  Punkte  Ebenen  senkrecht 
zu  den  Geraden  gestellt,  welche  diese  Punkte  mit  den  homologen  Punkten 
auf  gp  verbinden ,  so  umhüllen  diese  Ebenen  eine  parabolische  Cylinder- 
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fläche  und  bilden  also  ein  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung,  welches  auch 
zu  der  auf  gtp  liegenden  Pnnktreihe  projectivisch  ist.  Da  der  unendlich 
fernen  Ebene,  welche  die  parabolische  Cylinderfläcbe  berührt,  der  un- 
endlich ferne  Punkt  der  Geraden  gqf  entspricht,  so  giebt  es,  wenn  wir 
diesen  unbeachtet  lassen,  auf  der  Geraden  gqt  nur  noch  zwei  Punkte 
A<pBf^y  welche  in  entsprechenden  Ebenen  des  Büschels  liegen.  Bestim- 
men wir  nun  zu  den  auf  g(f  liegenden  Punkten  A^  9^  beziehendlich  die 
homologen  Punkte  ^jr^x  und  A^^By  auf  ^^,  gf»,  so  sind '^9  ^^  i#» ,  BtpB^Bp 
rechte  Winkel,  demnach  steht  für  die  Punkte  ^4.,  B^  die  Beschleuni- 
gnngsrichtung  Jx^q)  und  B:cBip  resp.  senkrecht  auf  der  Geschwindigkeits- 
richtung  Ajc  Jp  und  B^  Bp ;  folglich  giebt  es  auf  einer  Sjstemgeraden  zwei 
Punkte  (die  auch  imaginär  s^in  können),  deren  TangentialbeBcUeunigung 
Null  ist.  Für  den  Geschwindigkeitspol  Z^*',  in  dem  ab  selbstentspre- 
chendem Punkt  von  5,,  Sp  die  Punkte  Pxj  Pp  zusammenfallen  und  dem 
in  S(f  der  Punkt  P(p  entspricht,  ist  PqfPxPp  ftls  ein  rechter  Winkel  zu 
betrachten;  das  Analoge  gilt  für  den  Beschleunigung^pol  11^^^  in  dem 
a]g  selbstentsprechender  Punkt  von  Sjg,  Stp  die  Punkte  i7«,  iJ^  vereint 
hegen  und  dem  in  S^  der  Punkt  Tip  entspricht.  Hiernach  erhalten  wir 
den  Satz: 
44.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  in  einer  Phase  eines 
affin-veränderlichen,  ähnlich-veränderlichen  oder  star- 
ren Systems,  welche  keine  TangentialbescGleunigung 
beei'tzen,  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  durch 
den  Geschwindigkeits-  und  Beschleunigungspol  geht. 
Denken  wir  uns  für  die  Punkte  dieser  Fläche  die  Endpunkte  der 
zugehörigen  Normalbeschleunigungen  bestimmt,  so  erfüllen  diese  End- 
punkte in  dem  System  Sfp  eine  mit  jener  Fläche  affine  Fläche  zweiter 
Ordnung.  Diese  für  starre  Systeme  meist  bekannten ,  hier  für  verändere 
liehe  Systeme  abgeleiteten  Sätze,  welche  in  organischem  Zusammenhange 
aus  unseren  fruchtbaren  fundamentalen  Beziehungen  hervorgehen,  gelten, 
wie  schon  Seite  117  betont  wurde,  für  Beschleunigungen  aller  höheren 
Ordnungen. 

(Scblnsa  folgt.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheilungen. 


m.    TFdber  einig«  unendliche  Beihen. 
-Wenn  die  Wertbe  sweier  Integrale  von  den  Formen 

00  CO 

1)  i^«  =s  —  /aO  cos  nidty      ^,  =  —  ffit)  sin  nidl 

0  0 

bekannt  sind,  so  lassen  sieb  die  verallgemeinerten  Fourier'schen  SHtze* 

2)  i^o  +  -2?^«  cosnx^fia:)  +  J^f{,^nn  -  ar)  +  Zfi^nn^-x), 

3)  ^Bn  sinnxz=flx)  —  £f(2n7fx)  +  £f{2nn  +  x), 

0<x<2n,  n  =  l,2,  3,  ... 
als  Transformationen  auffassen,  dnrcli  welcbe  zwei  periodiscbe  Reihen  in 
andere,  meistens  nicht  periodische  Reihen  umgesetzt  werden.  Für  die 
Gleichung  2)  bietet  die  Annahme  f{t)  =  e''*^  ein  bekanntes  Beispiel;  för 
die  Gleichung  3)  mag  hier  ein  neues  folgen,  welches  zu  mehreren  be 
merkenswerthen  Resultaten  flibrt. 

Aus  der  schon  mehrfach  bewiesenen  Integralformel*** 


0 
erhftlt  man  aunächst 


0 


1-J«>a^.^==i(^-1) 


und  allgemeiner  für  Ai=2/i;r^,  ^  =  h 

00 


0 
man  hat  also 


n  I    \    L  (  J  ^y^i'^if  —  l      2w«p/' 


*  Man  sehe  des  Verf.  Corapendium  der  höhereu  Analysia,  Bd.  II  S.  15t. 
**  Ebendas.  Bd.  I,  §  93,  Formel  7.  ^  j 
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Die  Fonnel  3)  giebt  nun,  wenn  die  SummiruDgen 

„sinnx      n^x       1         „         l.„         1  •        , 

w  2     '     a:  2wä  — «  2n7r  +  a:      *       ■ 

benntzt  werden, 

4)  1  ^  1  .   V.  1  ^      ,^ 

"-"£ -^     2i,>r~ar  r-^     gi^ffx  "2  2"* 

«c— 1         e     ff      — 1         ^     ^      — 1 
Die  beiden  rechter  Hand  vorkommenden  Reihen  lassen  sich  dadurch  trans- 
formiren,  dass  man  die  Entwickelang 

^=s+r+s»+  ...  ?<i 

sowohl  für  £  =  e         ff     ,  als  für  §  =  e         ff       in  Anwendung  bringt;  es 
wird  dann 

nx  nx 

-  1  %  1  „eJ  —  e     ff 


2fnt—  X  2«jt«h  J  2ngt 

eP— 1  <?ff       —1  fff—  1 


Beachtet  man  noch  die  identische  Gleichung 

X  X 

1  .     ß2^+f?     '-^ff 


i, 


ee—l  «2ff  — g    «ff 

80  hat  man 

*  «  nx  nx 

^)2"^  +  ^^^e"^^^^^ff3i— f^^^2+^  ±       .5^^"!^ 

e«ff— e    *ff  ^  ff   —  1 

oder  auch,  wenn  man  yon  den  Bezeichnungen 

2 ==^rshpu,     ^ =  8nhpu 

Gebrauch  macht,  mit  y^  dividirt  und  etwas  anders  ordnet, 
X  Vo        a5    .  «    /-  «    sinnx 

6)  ^  ^   nx 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  <2»(^,  ^),  so  liegt  iu 

der  vorstehenden  Gleichung  der  Satz  C^  r\r\c^\o 

Wfdttlllt  Mathematik  «.P!iy.lk,  XXHI,  2.  Kjitized  by  ^OOgiC 


134  Kleinere  Mittheilangen. 

Durch  Differentiationen  oder  Integrationen  in  Beziehung  auf  x  oder 
Q  lassen  sich  ans  Nr.  6)  weitere  Resultate  ähnlicher  Art  ahleiten,  von 
denen  einige  Platz  finden  mögen.  Wird  die  Gleichung  6)  nach  x  diffe- 
renzirt  und  dann  mit  ^yg  multiplicirt,  so  entsteht 

4  svr  -^ 
7)  .    nx 

*  ~x'"q  ^lEä      ' 

4p  snhp^  —       ^  e  (?   - 1 

d.  i.  wenn  die  linke  Seite  mit  ^(o?,  p)  bezeichnet  wird , 

\p      qJ 
Nicht  ohne  Interesse  ist  der  Fall  2^  =  0,  für   welchen  periodische» 
nach  Cosinus  fortschreitende  Reihen  giltig  bleiben.     Die  Differenz 

Q 1   ^ 

4  «w^  ir     4p  5«Ap*  5- 

geht  dann  in   ^^(pH — )  über  und  es  wird  aus  Nr.  7) 


wonach  der  Function 

die  Eigenschaft 

zukommt. 

.     Bezeichnet  man  femer  mit  5«  die  Summe  der  Divisoren  von  n,   so 
kann  man  der  Gleichung  8)  auch  folgende  Form  ertheilen: 


9)  l-^f+2«e2''-'^'"*'=-i+57-72'*-''"^ 


und  daraus  ergiebt  sich  z.  B.  für  ^  =  1 

2  e-f^  =2' '- '^*"'' =  *  (i  -  i)  =  0'00187793. 

Bei  kleinen   q  convei^iren   die  in  Nr.  8)   und  9)  linker  Hand  vor- 
kommenden    Reihen    sehr    langsam,    die    rechts    verzeichneten    Reiben 
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dagegen  so  rapid,    daas  jene   Gleichungen  als  Snmmenformeln  benutzt 
werden  können« 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  8)  mit und  integrirt  von  q^q 

bis  p  =  l,  so  erhält  man 

10)  ^p-i/.-^Ul— -'=5  l-^/(l)_2i(l-rT^) 
oder,  entsprechend  der  Gleichung  9) 

Schliesslich  möge  noch  bemerkt  sein,  dass  sich  manche  dieser  He- 
tfultato  mittelst  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  verificiren  lassen. 
So  ist  z.  B.,  wenn  die  Jacobi'sche  Bezeichnung 

qssse     ^ 

augewendet  wird,  nach  den  Formeln  auf  S.  136  und  137  der  Fuudam. 
0.  theor.  funct.  ellipt. 

lässt  man  hier  %  an  die  Stelle  von  x  treten  und  eliminirt  aus  bt^iden 
Gleichungen  x*,  so  fallen  zufolge  der  Relation  k^E'+E'E— XM'=^^it 
alle  elliptischen  Integrale  heraus  und  die  übrig  bleibende  Gleichung  geht 

für  —  =  ^  in  die  Formel  8)  über. 

(Aus  den  Sitzungsberichten  der  K  S.  Gesellsch.  d.  Wiesensch.) 

SCHLÖMILCU. 


IV.  Ueber  die  Summen  von  Potenzen  der  reciproken  natürlichen  Zahlen. 

Nachdem   ich  bereits   im  Jahre  1849   den  Zusammenhang  zwischen 
der  Function 

and  der  complementären  Function  i/;(l~^)  nachgewiesen  hatte,*  lag  die 
Vermuthung  nahe,  dass  zwischen  den  Functionen 

2)  9>W=jji-2J*'^3/*""4Ji+-- 


*  Archiv  d.  Mathem.  u.  Phya.,  Bd.  Xil  und  Bd.  XXX,  wo  Clauaen  einen 
BeweiB  der  mitgetheilten  Belation  liefert,  femer  Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys., 
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»/•r'^^^./%/%^^g«y<'.^ 


^^%»^^^^»^^^^^^^^^^^^>^^^>^|^»%»W>»V 


und  ^(1  —  ^)  eine  ähnliche  Relation  bestehen  würde.  Auf  dem  früheren 
Wege  liesa  sich  letztere  nicht  entdecken,  dagegen  ergiebt  sie  sieh  sehr 
leicht,  wenn  man  das  Integral 

3)  ^=/*!ö^-:;re^}«^'-'''^.    i'>o. 


"-f^.-;^]"-' 


auf  zwei  verschiedene  Weisen  entwickelt. 

Ersetzt  man  zunächst  cd  durch  2a;,  so  hat  man 


0 
mithin  durch  Subtraction 


2'-''^=/t2^-e^-W4 -'•-"'*' 


(2' 


-'-^)  ^=/{;r:b^-^^iM  """"" 


Es  ist  nun  weiter 

_J 2  _     €"'  g*»* 

=  e^'  —  «-'*  +  c-8'  — . . .  —  (e-  2'  —  e-  *'  +  c-«*  —  ...)» 
mithin  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung  und  nach  AusftihruDg 
der  Integrationen 

(2.-.-i)r=r(,)(l-|,+l-...)-r(,)(i-i+i-...) 

oder  zufolge  der  Bedeutung  von  q)(ii) 

Eine  andere,  nicht  für  alle  positiven  fi  geltende  Entwickelung  von 
ü  entsteht  dadurch,  dass  man  in  Nr.  3)  von  der  bekannten  Gleichung 
IIa?  XX 


'2x      e'-e"      n^  +  x*      {27i)^ +  0!^^  {ßn)^ +  x*      '" 
Gebrauch  macht  und  die  einzelnen  Integralwerthe  nach  der  Formel 


/ 


Vrfx  .  1  ^,<^<^, 


a*  +  x^     2co«ift«'ai-M' 
Ö 
bestimmt;  dies  giebt 


£/: 


2  cos] 
Die  Vergleichung  dieses  und  des  unter  Nr.  4)  verzeichneten  Werthes 


von   ü  führt  nun  zu  der  Relation 
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Symmetrischer  gestaltet  sich  dieselbe,  wenn  man  die  Function  f{fi)  durch 
folgende  Gleichung  definirt 


6)         Fi,)M2f-l){l-^^  +  y...)/^, 


r(»») 


es  Ist  dann 
7)  Fil-ri)^F{,i). 

Mittelst  eines  ganz  analogen  Verfahrens  gelangt  mau  auch  rasch  zu 
der  anfangs  erwähnten  Relation  zwischen  ^(^)  und  ^(1  — fi).  Wird 
nKmIich  in  dem  Integral 


die  Entwickelung 


=/.+; 


.  ^-jr  _  g-8«  ^  g-6«  _ 


beoutat»  so  ergiebt  sich  ftlr  jedes  fi>0 
durch  Anwendnng  der  Formel 


1       _« I        1  3  5  ( 

wird  dagegen  unter  der  Yoransaetzung  0  <  f*  <  1 

mithin  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von  V 

Um  auch  hier  eine  symmetrische  Form  herbeizuführen ,  möge  die  Func- 
tion fiji)  durch  die  Gleichung 

A.)  =  (i-^+^,-...)/(!//'W"'.4.» 

definirt  werden;  die  Relation 

10)  Al-f.)=/'(^) 

gilt  dann  fQr  die  Function  f  wie  früher  fOr  F. 

Aus  den  Gleichungen  5)  und  8)  kann  man  durch  Differentiation 
nach  |i  weitere  Relationen  ableiten,  die  jedoch  von  wenig  Bedeutung  sein 
dürften. 

(Aus  den  Siturngsberichten  der  E.  S.  Geeellsch.  d.  Wissensch.) 

ScHiiOMUiCa. 
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V.   Heae  Methode,  um  den  Widerstand  einer  galvanisohen  Batterie 

SU  messen. 

(Hierzu  Taf.  III,  Fig.  11.) 

Obgleich  bereits  mehrere  Methoden  bekannt  sind,  mit  deren  Hilfe 
sich  der  Widerstand  einer  galvanischen  Batterie,  unter  welchem  Aus- 
drucke auch  ein  einziges  Element  verstanden  werden  kann,  bestimmen 
lägst,  so  glaube  ich  doch,  selbst  abgesehen  von  dem  Interesse,  welches 
die  Vergleichung  verschiedener  Lösungen  eines  und  desselben  Problems 
immer  erweckt,  die  von  mir  erfundene  Methode  aus  dem  Grunde  ver- 
öffentlichen zu  sollen ,  weil  dieselbe  nicht  nur  Anspruch  auf  Originalität, 
sondern  auch  auf  Einfachheit  hat  und  also  auch  in  praktischer  Beziehung 
nicht  ohne  Bedeutung  ist 

Einfach  ist  diese  Methode  deshalb,  weil  man  zu  derselben  nur  ein 
Differentialgalvanometer,  dessen  Widerstand  sogar  unbekannt  sein  kann, 
und  einen  Hheostaten  braucht.  Ein  geringerer  Aufwand  an  Apparaten 
ist  nicht  denkbar.  Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  der  gesuchte  Wider- 
stand direct  vom  Rheostaten  abgelesen  wird,  folglich  jede  wie  immer 
geartete  Rechnung  entföUt. 

In  Fig.  10  bezeichnen  B  die  Batterie,  D  und  G  die  beiden,  in  jeder 
Beziehung  gleichen  Windungssysteme  des  Differentialgalvanometers,  R 
den  Rheostaten  und  C  einen  mit  Leichtigkeit  aufzuhebenden  und  wieder- 
herzustellenden Contact.  Die  beigefügten  kleinen  Buchstaben  bezeichnen 
die  einzelnen  Widerstände  und  wurde,  wie  man  sieht,  nur  der  Wider- 
stand des  Rheostaten  als  bekannt  angenommen.  Bezüglich  der  Win- 
dungen des  Differentialgalvanometers  ist  hervorzuheben ,  dass  dieselben 
nicht,  wie  gewöhnlich,  im  entgegengesetzten  Sinne,  sondern  so  ein- 
geschaltet sein  müssen,  dass  sich  die  Wirkungen  der  dieselben  durch- 
fliessenden  zwei  Zweigströme  auf  die  Nadel  des  Galvanometers  summiren. 
Die  Widerstände  der  kurzen  Zuleitungsdrähte  können  vernachlässigt 
werden. 

Bei  der  bezeichneten  Schaltungsweise  der  Umwindungen  des  Galva- 
nometers wird  die  von  den  beiden  gleich  starken  Zweigströmen  in  D  und 
G^  welche  bei  geschlossenem  C-  Contacte  vorhanden  sind ,  ausgehende  Ein- 
wirkung auf  die  eine  bestimmte  Ablenkung  erfahrende  Nadel  des  Galvano- 
meters offenbar  dieselbe  bleiben,  wenn  man  einen  dieser  beiden  Zweig- 
ströme unterbricht  und  gleichzeitig  die  Stärke  des  andern  verdoppelt. 

Auf  diesem  Princip  beruht  die  in  Rede  stehende  Methode. 

Bezeichnet  E  die  elektromotorische  Kraft  der  Batterie,  so  hat  man 
in  Gemässheit  der  Kirchhof  fischen  Formeln  für  den  mit/  zu  bezeich- 
nenden Zweigstrom  in  D  und  auch  in  G  die  Gleichung 

Efty 


y= 


a:y  4-  2wx  +  fvy 
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^^^'ii^'>^^'i^i^ii^*^^^*^'*^^^^i^^^*^*i^*^^S^S^*i^i^*u 


Unterbricht  man  jetzt  den  Contact  bei  6\  was  soviel  ist^  als  wenn 
man  gleichzeitig  die  Wege  G  nnd  R  unterbrechen  würde,*  so  hat  man 
Dur  mehr  einen  einfachen  Stromkreis,  in  welchen  die  Windungen  D  des 
Differentialgalvanometers  eingeschaltet  sind. 

Die  nunmehr  in  D  auftretende  Stromstärke,  welche  mit  J^  bezeich- 
net werden  mag,  ist  durch  die  Gleichung 

j i_ 

gegeben. 

Es  soll  aber  diese  Stromstärke  das  Doppelte  der  ersteren  betragen. 
Daher. muss  noch  die  weitere  Gleichung  bestehen 

2Ew  _     ^ 

xy  +  2wx  +  wy  "^  a;  +  y ' 
woraus  man  schliesslich  nach  einer  einfachen  Reduction 

«hat.  *='" 

Wird  also  der  Widerstand  des  Rheostaten  so  regulirt,  dass  die  Un- 
terbrechung und  Wiederherstellung  des  Contactes  bei  C  keinen  Einfluss 
auf  die  abgelenkte  Nadel  des  Differentialgalvanometers  ausübt,  so  giebt 
der  eingeschaltete  künstliche  Widerstand  genau  den  gesuchten  Widerstand 
der  Batterie  an. 

Die  Manipulation  bei  Anwendung  dieser  Methode  ist  dieselbe,  wie 
jene  bei  der  bekannten,  auf  dem  Princip  der  WheatstoneUchen  Brücke 
beruhenden  Methode  des  englischen  Physikers  Mance.  Diese  äussere 
Aehnlichkeit  ist  aber  auch  die  einzige,  welche  zwischen  diesen  beiden, 
sonst  ganz  verschiedenen  Methoden  besteht. 

Wien.  Heinbich  Disohkr, 

k.  k.  TelegraphenbeamtOT. 


VL   Veber  einen  geometrischen  Sati. 

Wenn  um  und  in  das  Viereck  AB  CD  sich  Kreise  zeichnen  lassen, 
deren  Radien  r  und  (>  sein  mögen  und  deren  Centrale  </  ist,  so  gilt  die 
Gleichung 

9^^{r  +  Q  +  d){r  +  Q^d){r-Q  +  d){r^Q^d) 
oder 

Das  Viereck  habe  bei  A  den  Winkel  o,  bei  C  also  180  — «;  die 
Diagonale   BD  theilt  den  Winkel  B  in   die  Theile  x  und  u  und   den 


*  Dies  gilt  jedoch  nur  bezüglich  der  Batterieströme  und  nicht  auch  bezüglich 
der  Inductionsströme.  Um  letztere  zu  vermeiden,  darf  die  Unterbrechung  in  keiner 
andern,  als  der  erstgedachten  Art,  nach  welcher  das  vorhandene  System  in  zwei 
geschlosBene  Figuren  getheilt  wird,  erfolgen.  ^.^.^.^^^  ^^ GoOgle 
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Winkeh />  in  die  Theile  y  und  v^  so  das«  x  and  y  im  Dreieek  ABB 
liegen.  Nennt  man  0  nnd  /  die  Mittelpunkte  der  Kreise,  setst  x^y^^y 
u  — vss^i,  so  erhftlt  man  ans  den  Dreiecken  AOJ  nnd  COJ 

^        (r«-d«)«««|  +  p«              ^         (r»-d«)co,»|.+  p» 
1).    co,^  = ,     cos±^ ^. 

Da  AB  +  CDs=JD+BC  bt,  so  hat  man 

sinx  —9ini/  =  sittu—  sinv 
oder 

.   9 

Durch  Elimination  von  d  und  2^  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  erhiUt  man 
4  r«^«  «•««  J  ^  |^(r«  -  d«)  5m«  |  +  ^«  J 

und  endlich 

2e«(r«  +  <P)==(r«-i?)^ 
Weissen  barg  i.  E.  Milinowbki. 
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VeriiigF  ?«n  O,  B.TÄoboer  in  I.eJpmiR  ertcb««: 


der  literarischen  Arbeiten  aus  a«m  Gebiet« 


ikr 


jinei 


1  und  angewandten  Mathematik 

ir  *lfe«  Baiwl  ton  m  PrucVbogtib  K»  Mark 


Di. 


CL,     Jlt«"    '^^*-    ''*-^'  "-^" 


1  «11  er- 

Pf<^qwiir  dcf  »limitall «W  *m  r*ijt«i  tiUUti« 


I  1«,  Her«n  Autoren  *««»e«  g^betea,  ^cUUcb«  R.Kr.u.e  üb«  du 
Ion  aLe«  -olb8t  gesolmcbeuan  Bücher  «ad  A»»-»"""«««»' ^fTjJ" 
W^^oder  onmiitelVw  naoh  lhr«m  E«ohetnen  w,  «Inen  der  b«id« 
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Bei  L«  Brill  in  DarmRtadt  sind  erschienen: 

Math.  (lips-Modelle 

mod.  nach  den  im  math.  Institut  der  k.  technischen  Hochschule  in  München 
unter  Leitunf  der  Proff.  Dr.  Brill  und  Dr.  Klein 

angefertigten  Originalen. 

Formen  und  Abgüsse  von  J.  Ereittmayr,  Formator  des  Nationalmuseums 

in  München. 

Erste  Serie. 


1.  Botationsfl.  der  Tractrix  mit  geodät.  u.  Haupttangenten  -  Gurven.  8.  Central- 
fläche  des  ellipt.  Paraboloids  <3  Mod.).  3.  Centralfläche  des  einschal.  Hyperboloids 
(3  Mod.).  4.  Rotationsellipsoid  mit  geodät  Linien.  6.  Dreiaziges  EUipsoid  mit 
geodät.  Linien  durch  die  Nabelpunkte. 

Preis  der  Serie   (bestehend  aus  9  Mod.)  60  Mark  excL  Emballage  (10  uS^.) 
und  Yersendungskosten. 

Zweite  Serie 


6.  Drei    Modelle    der    Kummer'schen    Fläche    (16,    8,   4   Knotenpunkte    reeD). 

7.  Fläche  3ter  Ordn.  mit  4  reellen  con.  Knotenpunkten  nebst  Haupttangenten- 
curven.  8.  Drei  Rotationsflächen  const.  mittl.  Krümmung  nebst  geodät.  Linien. 
9.  Rotationsfläche  von  const.  negat.  Krümmungsmaass  (Kegel -Typus)  nebst  geodät. 
und  Asymptoten -Linien.  10.  Desgl.  {Hyperboloid  -  Typus)  mit  parallelen  geodät. 
Linien  und  geodät.  Kreisen.  11.  Bahncurve  eines  schweren  Punktes  auf  einer 
Kugel. 

Jedem  Modell  resp.  jeder  Gruppe  von  zusammengehörigen  ModeUen 
ist  ein  erl&utemder  Text  beigefügt. 

Preis  der  Serie  120  Mark  excl.  Emballage  (6  .//.)  und  Yersendungskosten. 

Mod.  u.  Prospecte  sind  durch  Jede  Buchhandlung,  ferner  durch  Hrn.  Kreittmayr 
In  München,  sowie  direct  durch  die  Yerlagshandlung  zu  beziehen. 

Ton  Flächen  zweiter  Ordnung,  construirt 
nach  Angabe  von  Prof«  Dn  A.  Brill  in 
München.     Dargestellt  durch  ineinander- 

^^^mmmmi^^^mmmt^^m^^m^m^^^^^m  gefügte  Kreiso  aus  farbigem  Cartonpapier 
nebst  wissenschaftl.  Erläuterung.  Die  Serie  enthält:  Zwei  Ellipsoide  verschied. 
Constr.,  ein-  u.  zweischal.  Hyperboloid,  ellipt.  u.  hyperbol.  Paraboloid  u.  Kegel. 
Ganze  Serie  11  Mark^  ferner  3  Arten  l^tatlve  zum  Aufstecken  resp.  Auf- 
stellen der  Modelle. 

Illustrirte  Prospecte  gratis  durch  Jede  Buchhandlung  zu  beziehen. 


Carton-Modelle 


Znm  Gebrauch  an  hohem  Lehranstalten 

ist  von  Fr«  Hofmann«  Professor  der  Mathematik  am  K.  Gymnasium  zu  Bayreuth^ 

im  Verlage  der  Gr aussehen  Buchhandlung  erschienen  und  in  allen  Buchhandlungen 

zu  haben: 

Sammlung  der  wiohtigrsten  S&tze  aus  der  Arithmetik  und  Algebra.  3.  Aufl. 
gr.  8^    br.  40  4 

Sammlung  stereometr.  Aufgaben,   gr.  8^.   br.  1  M, 

Sammlung  Ton  Aufgaben  aus  der  Ailthmetik  und  Algebra.  3  Thle.  gr.  8^. 
br.  7  J(,  40  J[.    Auflösungen  dazu  4  .U.  20  ^. 

Grundriss  der  Stereometrie,    gr.  8^.  m.  8  St.   geh.  70  ^. 

Grundriss  der  mathemat.  Geographie,    gr.  8^.  m.  7  Tafeln,    geh.  80  ^.. 

Die  wichtigsten  Sätze  und  Aufgaben  aus  der  Planimetrie,  gr.  8^  mit  17  Stein- 
druckt,  br.  1  uir.  50  4 

Die  wichtigsten  Sätze  und  Aufgaben  der  Trigonometrie,   gr.  8^    geh.  70  ^ 

Zusammenstellung  der  wichtigsten  Figuren  aus  dem  Gebiete  des  mathemat. 
Unterrichts  für  Gymnasien   und  Realschulen,  gr.  8®.  ndj^  436  Figuren. 

Aufgaben  aus  der  niedem  Arithmetik.   8.  Aufl.   gr.  8*. 4!'^ur.  W^i     o 


vn. 

üeber  die  geometrisohe  DarBtellung  des  Imaginären 
vom  Standpunkte  der  Ansdehnnngslehre. 

Von 

V.  Schlegel. 


ffierzu  Taf.  IV,  Fig.  1  —  11. 


Der  Begriff  des  Imaginären  wurde  bisher  nnr  in  der  Weise  geometrisch 
interpretirt ,  dass  man  dasselbe  als  eine  Eigenschaft  gewisser  Funkte  und 
Geraden  ansaht  die,  ohne  eine  reelle  Existenz  zu  besitzen,  dem  Auge 
nur  sinnbildlich  dargestellt  werden  konnten.  Es  macht  hierbei  keinen 
unterschied,  ob  man  z.  B.  einen. imaginären  Punkt  durch  einen  geome- 
trisch reellen  darstellt  (wie  Möbius),  oder  durch  eine  Gerade,  d.  h. 
durch  eine  besondere  auf  der  Geraden  bestehende  Involution  (wie  Staudt).^ 
Ffir  dieVeranschaulichung  des  Imaginären  leisten  beide  Darstellungen 
gleich  wenig.  Die  erste  lässt  uns  im  Stich,  sobald  imaginäre  Punkte 
nicht  an  und  für  sich  betrachtet  werden,  sondern  als  Lösung  eines  geo- 
metrischen Problems  erscheinen.  Die  zweite  nimmt  zwar  von  einem  sol- 
chen Problem  ihren  Ausgang,  bringt  es  aber  nicht  über  abstracto  Begriffe 
hinaus  und  macht  das  Problem  selbst  zum  Bilde  der  Lösung.  Denn  wie 
soll  man  es  anders  bezeichnen,  wenn  die  imaginären  Doppelpunkte  einer 
Involution  durch  die  Involution  selber  dargestellt  werden?  —  In  beiden 
Fällen  ist  der  Zusammenhang  zwischen  der  geometrischen  Darstellung 
reeller  und  derjenigen  imaginärer  Gebilde  ein  sehr  ungenügender  und 
namentlich  nicht  so  organisch,  wie  derjenige  zwischen  reellen  und  ima- 
ginären Zahlen.  Eine  Darstellung  aber,  welche  diesem  Zusammenhange 
nicht  in  vollem  Maasse  gerecht  wird,  kann  nicht  als  die  naturgemässe, 
endgiltige  angesehen  werden. 

In  der  That  fUhren  sich  alle  bisherigen  Darstellungen  der  imaginä- 
ren Zahlen  mit  Definitionen  ein,  die  der  Geometrie  der  reellen  Zahlen 
fremd  sind,  und  verrathen  hierdurch  sogleich,  dass  man  sich  auf  ein 
fremdes,   in  sich  abgeschlossenes  Gebiet  begiebt,   welches  bei  aller  Ein- 
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heit  und  Uebereinstimmung  im  Innern  doch  nicht  die  Ueberzengang 
erwecken  kann,  dass  es  das  einzige  nnd  notbwendige  ist,  auf  welchem 
die  Schwierigkeiten  des  Imaginären  völlig  gelöst  werden. 

Ich  bin  durch  meine  Beschäftigung  mit  der  Ansdehnnngslehre  zn 
einer  andern  Auffassung  des  Imaginären  gelangt,  die,  wie  mir  scheint, 
die  oben  gestellte  Forderung  eines  organischen  Zusammenhangs  zwischen 
der  Geometrie  des  Reellen  und  der  des  Imaginären  mehr  zu  erftillen  ge- 
eignet ist,  wie  die  bisherige.  Ich  betrachte  nämlich  das  Imaginäre  nicht 
als  eine  an  gewissen  unconstruirbaren  *  Punkten  und  Linien  haftende 
Eigenschaft,  sondern  als  eine  Eigenschaft  der  gegenseitigeiB  Lage  zweier 
construirbarer  Gebilde,  spreche  also  nicht  von  imaginären  Punkten  und 
imaginären  Geraden  (die  sich  nicht  zur  Anschauung  bringen  lassen),  son- 
dern von  der  imaginären  Lage  eines  Punktepaares**  auf  einer  Geraden, 
von  dem  imaginären  Hindurchgehen  einer  Geraden  durch  ein  Punktepaar 
u.  8.  w.  Als  Beispiel  sei  noch  erwähnt,  dass  eine  Gerade  und  ein  Kreis 
sich  in  den  Centralpunkten  des  durch  beide  bestimmten  Systems  von 
Orthogonalkreisen  imaginär  schneiden  (vergl.  Raumlehre  II,  S.  111). 
Diese  imaginären  Beziehungen  erscheinen  dem  Auge  in  der  geometrischen 
Darstellung  allerdings  als  gleichbedeutend  mit  nicht  stattfindenden  reellen 
Beziehungen.  Aber  das  Nichtstattfinden  einer  reellen  Beziehung  ist 
keineswegs  immer  gleichbedeutend  mit  dem  Vorhandensein  einer  imagi- 
nären Beziehung.     (Vergl.  den  Schluss  dieses  Aufsatzes.) 

Indem  ich  es  im  Folgenden  unternehme,  diese  Auffassung  des  Ima- 
ginären zu  begründen  und  durcbzufdhren ,  bemerke  ich  gleich  im  Voraus, 
dass  die  hiermit  zusammenhängende  Darstellung  des  Imaginären  sich  nur 
begrifflich  von  der  Möbius 'sehen  unterscheidet ^  während  dieselben 
Punktepaare,  welche  dort  als  Bilder  conjugirter  Complexzahlen  erschei- 
nen, hier  Punkte  sind  mit  imaginärer  Lage  in  Bezug  auf  eine  Gerade. 
Femer  dass  die  St  au  dt' sehen  Sätze  und  Definitionen  über  die  gegen ' 
seitige  Lage  reeller  und  imaginärer  Gebilde  mit  den  hier  durch  einfache 
Anschauung  sich  ergebenden  Übereinstimmen. 

Anmerkung.  Man  bemerkt,  dass  das  Imaginäre  bei  dieser  Auf- 
fassung nicht   ein  absoluter,   sondern   ein  relativer  Begriff  ist,   da  z.  B. 


*  Welche  BowandtnisB  es  mit  der  wirklichen  Construction  der  imaginären 
Schnittpunkte  zweier  Kreise  hat,  die  Hankel  in  seiner  „Theorie  der  complezen 
Zahlensysteme**  S.  86  oben  erwähnt,  kann  ich  nicht  ersehen,  da  der  zweite  Theil 
seines  Werkes,  welcher  hierüber  Auskunft  geben  sollte,  nicht  erschien  und  mir 
Weiteres  über  eine  derartige  Construction  nicht  bekannt  ist. 

**  Wenn  es  sonst  Stau  dt  zum  Verdienst  angerechnet  wird,  dass  es  ihm  ge- 
lungen sei,  die  complex-coujugirten  Elemente  durchaus  zu  trennen  (vergl.  z.  B. 
Math.  Annalen  Bd.  IV,  S.  417),  so  sehe  ich  von  meinem  Standpunkte  aus  in  dieser 
Trennung  nur  ein  Trennen  des  als  zusammengehörig  Gegebenen,  also  ein  Verlas- 
sen des  natürlichen  Weges. 
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nicht  ein  Pnnktepaar  an  und  für  sieb  reell  oder  imaginär,  sondern  nnr 
seine  Lage  zu  einer  Geraden  reell  oder  imaginär  ist.  Der  Begriff  des 
Imaginären  wird  hierdurch  nnr  einer  ähnlichen  geometrischen  Auffassung 
nnterworfen,  wie  sie  ftir  das  Negative,  das  Gebrochene  und  das  Irratio- 
nale schon  besteht.  Denn  auch  eine  Strecke  ist  nicht  an  und  fQr  sich 
eine  negative,  gebrochene  oder  irrationale  Grösse,  sondern  erlangt  diese 
Eigenschaft  erst  durch  Beziehung  auf  eine  andere  Richtung  oder  Strecke. 


I.    Das  IniaginSre  In  der  Ebene.    . 


A.    Das  Imaginäre  in  Bezug  auf  die  Gerade. 

a)  Punktepaare. 

1.  Die  imaginäre  Einheit  als  Drehungsfactor  der  Strecke. 
--  £ifie  Strecke  OA=:a  bleibt  arithmetisch  ungeändert,  wenn  man  sie 
mit  dem  Factor  (+1)  multiplicirt,  geometrisch,  wenn  man  sie  um  vier 
Rechte  um  den  Anfangspunkt  0  dreht.  Man  kann  daher  die  Zahl  +1 
[oder  (+1)"»  wo  n  zunächst  eine  ganze  positive  Zahl  ist]  als  den  Factor 
ansehen ,  dessen  Hinzutreten  zu  einer  Strecke  die  Drehung  derselben  um 
vier  Rechte  (resp.  An  Rechte)  anzeigt.  —  Eine  Strecke  erhält  arithme- 
tisch entgegengesetztes  Vorzeichen,  wenn  man  sie  mit  dem  Factor  (--1) 
multiplicirt,  geometrisch  entgegengesetzte  Richtung,  wenn  man  sie  um 
zwei  Rechte  dreht.  Da  nun  (~1)^=:+1  und  eine  zweimalige  Drehung 
um  zwei  Rechte  einer  einmaligen  um  vier  Rechte  gleichkommt,  so  ist 
(—  1)  der  Factor,  dessen  Hinzutreten  zu  einer  Strecke  die  Drehung  der- 
selben um  zwei  Rechte  anzeigt.  —  Ist  x  der  Factor,  welcher  zu  der 
Strecke  a  treten  muss,  wenn  ihre  Drehung  einen  Rechten  betragen  soll, 
80  ist  x^  =  —  1,  also  a:=sf,  d.  h.:  die  imaginäre  Einheit  ist  der  Factor, 
dessen  Hinzutreten  zu  einer  Strecke  Drehung  der  Strecke  um  einen  Rech- 
ten bedeutet.  Und  allgemein  bedeutet  die  Hinzufügung  des  Factors  i" 
eine  Drehung  der  Strecke  um  n  Rechte.  (Raumlehre  I ,  S.  36  flgg.)  — 
Za  demselben  Resultate  gelangt  man  auch ,  wenn  nuin  den  oben  gegebe- 
nen Ausdruck  (+1)")  welcher  Drehung  um  4n  Rechte  bedeutete,  auch 
für  gebrochene  Werthe  von  «,  namentlich  für  ««=^  und  n=s^  gelten 
iMsst.  Ebenso  findet  man,  dass  einem  negativen  Werthe  von  n  eine 
Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne  entspricht. 

2.  Uebergang  von  der  Strecke  zum  Punkte.  —  Nach  dem 
oben  Gesagten  ist  in  Fig.  1 

folglich 
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Allgemeiner  sei 

Ä  =  (P  +  ^0«2  +  (l-P-^«Vi 
ein  ans  zwei  gegebenen  Punkten  {e^  und  e^)  mittelst  complexer  Zahlen 
(deren  Summe  1  ist)  abgeleiteter  Punkt.     Dann  erhält  man  durch  Tren- 
nung des  Reellen  vom  Imaginären 

(Fig.  2.)  Bezeichnet  man  den  Punkt  pe^  +  {l-^p)e^^  durch  -P,  so  dass 
seine  Lage  durch  die  Gleichung 

(P-ßJ=p(e,-eJ 
bestimmt  ist,  so  ist,  wenn  wir  die  Strecke  (^2~~0'^^  setzen, 

P^iP-e,). 
Bestimmen  wir  ferner  einen  Punkt  Q  durch  die  Gleichung 

so  ist 

((?-ei)i  =  yi(«,  — O 
und  folglich 

oder 

(Ä-P)  =  (ö-.,)i. 

Tragen  wir  also  auf  der  in  e^  zu  e^e^  errichteten  Senkrechten  die  Strecke 
q  ab  bis  Q^  und  ziehen  durch  P  und  Q^  Parallelen  zu  ßj^Q^  resp.  e^P,  so 
schneiden  sich  dieselben  in  R.  —  Hiermit  ist  die  Construction  eines  mit- 
telst complexer  Zahlen  aus  zwei  Fundamentalpunkten  abgeleiteten  Punk- 
tes dargethan.  —  Setzen  wir  überall  —  t  statt  +*!  so  erhalten  wir  den 
zu  iß  conjugirten  Punkt  R^^  und  da 

also 

Ä  +  Äi  =  2/> 

ist,  so  ist  auch  die  Lage  von  R^  bestimmt,  indem  P  die  Mitte  zwischen 
iß  und  ißi  ist     (Raumlehre  I,  Nr.  20). 

Der  bereits  bekannten  Definition: 

„Ein  Punkt,  der  aus  zwei  Punkten  e^  und  e^  vermittelst 
reeller  Zahlen  (deren  Summe  1  ist)  abgeleitet  ist,  liegt  reell 
auf  der  durch  e^  und  e^  bestimmten  Geraden"  (vergl.  Raumlehre 
I,  Nr.  26) 

lässt  sich  nun  die  folgende  gegenüberstellen: 

„Ein  Punkt  (A),  der  aus  zwei  Punkten  e^  und  e^  vermit- 
telst complexer  Zahlen  (deren  Summe  1  ist)  abgeleitet  ist,  liegt 
imaginär  auf  der  durch  e^  und  e^  bestimmten  Geraden.  Den 
conjugirten  Punkt  {R^)  findet  man,  wenn  man  +i  durch  —  t  ersetzt." 

Anm.  Ersetzt  man  in  der  ganzen  Darstellung  dieser  Nummer  den 
Punkt  e^  durch  die  Zahl  1,  und  e^  durch  Null,  so  erhält  man  die  Dar- 
stellung complexer  Zahlen,   wie   sie  von   Möbius,    Gauss,   Siebeck 
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gegeben  ist.  Es  knüpft  sich  hieran  die  in  einem  folgenden  Aufsatze  aas- 
zafiihrende  Bemerkung,  dass,  da  durch  diese  Substitutionen  die  Sie« 
beck* sehe  Darstellung  aus  derjenigen  hervorgeht,  die  auf  den  Anschau- 
ungen der  Ausdehnungslehre  beruht»  beide  Anschauungen  auch  im  Punkte 
des  Imaginären  wesentlich  übereinstimmen. 

Folgerungen.  Ein  Funktepaar  liegt  imaginär  auf  derjenigen  Ge- 
raden, welche  auf  der  Verbindungsstrecke  beider  Funkte  in  ihrer  Mitte 
senkrecht  steht.  Ein  Funktepaar  bestimmt  nicht  nur  diejenige  Gerade, 
auf  welcher  es  reell,  sondern  auch  diejenige,  auf  welcher  es  imaginär 
liegt  Auf  einer  gegebenen  Geraden  liegen  imaginär  alle  Funktepaare 
der  Ebene,  deren  Verbindungsstrecke  auf  der  Geraden  senkrecht  steht 
und  durch  dieselbe  halbirt  wird.  Einer  der  Funkte  bestimmt  nebst  der 
Genden  den  andern  Funkt. 

Betrachtet  man  alle  Funkte  einer  Geraden  als  reell  (als  Bilder  reeller 
Zahlen),  so  können  alle  Funktpaare  der  Ebene,  welche  die  eben  er- 
wähnte Eigenschaft  besitzen,  in  Bezug  auf  die  gegebene  Gerade 
imaginäre  Funktpaare  genannt  werden,  indem  dadurch  nicht  die 
reelle  Existenz  dieser  Funktpaare  bestritten,  sondern  nur  eine  Eigen- 
schaft derselben  in  Bezug  auf  die  Gerade  ausgedrückt  wird. 

3.  Anwendung  auf  Doppelpunkte  der  Involution.  —  Setzen 
wir  in  den  in  voriger  Nummer  gefundenen  Formeln 


die  Strecke 

so  ist 


(eg-ej  =  €. 


^1=^1  — lg,       (ßj— ejsra  — l€. 

Durch  algebraische  Multiplication  der  rechts  sfbhenden  Ausdrücke  erhält 
man  weiter  (vergl.  Fig.  1) 

(i?-0.(5.-«x)=.«'=^^^. 

Man  kann  nan  erstens  e,  als  Centram  einer  Involution  betrachten, 
deren  Doppelpunkte  e,  und  e^  sind.  Dann  erhält  man  der  Beihe  nach 
die  aus  Betrachtang  der  Figur  sich  ergebenden  Formeln 

Dies  ist  genau  die  oben  gefundene  Formel,  nur  anders  abgeleitet;  und 
mit  Bücksicht  auf  die  angenommene  Bedeutung  der  Funkte  e^,  e^^  e^ 
folgt,  dass  Bj  B^  ein  imaginär  liegendes  zugeordnetes  Funktepaar  der 
auf  der  Geraden  bestehenden  Involution   ist.     In  diesem  Falle  ist  also 
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^+^1  =  2^1  oder  (ö—ei)  =  — (^j  — O. 
Maa  kann  nun  aber  auch  zweitens  annehmen,  dass 

also 

sei.  Dann  sind  die  Punkte  B  und  B^  als  imaginäre  Doppelpunkte  einer 
auf  der  Geraden  bestehenden  Involution  ckarakterisirt. 

Anm.  Es  wird  hiemach  durch  ein  zu  einer  Geraden  imaginäres 
Punktepaar  ebenso  eine  einzige  Involution  auf  der  Geraden  bestimmt, 
als  ob  das  Punktepaar  reell  auf  ihr  läge.  Es  ist  aber  nicht  nöthig,  diese 
Involution  zum  Bilde  des  Punktepaares  zu  machen ,  wenn  man  nur  nicht 
an  der  Forderung  festhält,  dass  das  Paar  auf  der  Geraden  selbst  zur 
Darstellung  gebracht  werde.  Fttr  c  «=  0  gehen  B  und  B^  in  den  reellen 
(neutralen)  Punkt  e^  über. 

Ist  JU  der  Mittelpunkt,  und  sind  B  und  D  die  Doppelpunkte  einer 
Involution,  und  AC^  ^i^\y  ^^^n  •••  beliebige  Paare  zugeordneter  Punkte, 
so  ist  für  reelle  Doppelpunkte  (Fig.  3)  (vergl.  Baumlehre  II,  8.  66) 

jB=rD)^2W^   ^^^'    (i»f-^)(Af-C)  =  + 4—- 

Wird  (^— ^)  grösser,  so  wird  (if— (?)  kleiner,  folglich  ist  die  Bewegung 
(der  Sinn  der  Reibe)  AA^A^  ...  entgegengesetzt  der  Bewegung  CC^C^  ..- 
Zwei  zugeordnete  Punkte  liegen  in  diesem  Falle  immer  auf  derselben 
Seite  von  M  (in  gleichem  Sinne  zu  M). 

Für  imaginäre  Doppelpunkte  ist  dagegen  (Fig.  4) 

{B'-D)   ""2(il/-C) 
oder^ 

(.->(«-q— <£=*!^. 

Die  numerischen  Werthe  der  Strecken  sind  dieselben  wie  vorher;  docb 
haben  jetzt  {M—A)  und  {M—C)  entgegengesetzte  Richtung.  Die  Be- 
wegung AJ^A^,,,  ist  diesmal  gleich  gerichtet  mit  CC^C^,,,^  und  zwei 
zugeordnete  Punkte  liegen  immer  auf  entgegengesetzter  Seite  von  ü. 

Noch  anschaulicher  wird  der  Gegensatz  zwischen  reell  und  imaginär 
liegenden  Doppelpunkten  der  Involution  dargestellt,  wenn  man  die  in- 
volutorischen  Punktepaare  zuerst  auf  der  Peripherie  eines  Krebes  dar- 
stellt  und  sie  dann  durch  einfache  Drehung  auf  eine  Gerade  überträgt. 

Ist  M  ein  Punkt  der  Ebene,  von  dem  zwei  beliebige  Geraden  aus- 
gehen, die  einen  Kreis  in  den  Punktepaaren  EF^  GH  schneiden,  so  ist 
stets  numerisch 

Diese  Formel  würde,  wenn  alle  Punkte  auf  derselben  Geraden  lägen, 
sagen,  dass  EF^  GH  Paare  einer  Involution  mit  dem  Centrum  ilf  wären. 
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(Bavmlehre  II,  S.  66.)  Man  kann  nun  den  Begriff  der  Involution  er- 
weitern, indem  man  sagt,  dass  alle  Punktepaare  einer  Kreislinie,  deren 
Verbindungslinien  durch  denselben  Punkt  gehen,  eine  involutoriscbe  Reihe 
bilden.  Diese  Beihe  geht  in  eine  gewöhnliche  über,  wenn  man  sich  die 
Punkte  jedes  Paares,  nach  entgegengesetzter  Bichtuog  gedreht,  auf  der 
Geraden  (Axe)  niedergelegt  denkt,  die  in  M  auf  dem  durch  M  gehenden 
Durchmesser  senkrecht  steht.     Nun  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  91  liegt  ausserhalb  des  Kreises  (Fig.  5).  —  Der  Sinn  der  Reihe 
EAG.,.  ist  entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Reihe  FCH ...^  die  Involu- 
tion also  reell.  Ihre  Doppelpunkte  sind  die  Berührungspunkte  der  von 
M  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten.  Auf  die  Axe  übertragen,  liegen 
je  zwei  conjugirte  Punkte  auf  entgegengesetzter  Seite  von  M.  Daher  ist 
(Fig.  5)  zwar  (A/-i5)  =  (Jlf--Ö),  aber  (^-/>i)  =  -(ilf- ^i)  =i(5i-/>i). 
Also 

In  Bezug  auf  die  Axe  sind  also  in  diesem  Falle  die  übertragenen  Dop- 
pelpunkte der  Involution,  B^  und  D^  reell,  dagegen  die  Schnittpunkte 
der  Axe  mit  dem  Kreise,  nämlich  P  und  (),  imaginär,  .(^ergl.  Raum- 
lehre II,  S.  111.) 

2.  M  liegt  innerhalb  des  Kreises  (Fig.  6).  —  Der  Sinn  der  Reihe 
EAG..,  ist  gleich  dem  Sinn  der  Reihe  FCH ..,y  die  Involution  also  ima- 
ginär. Ihre  Doppelpunkte  sind  imaginär  (haben  imaginäre  Lage  zu  BB), 
da  von  JU  aus  keine  reellen  Tangenten  an  den  Kreis  gezogen  werden 
können.  Auf  die  Axe  übertragen,  liegen  je  zwei  conjugirte  Punkte  auf 
derselben  Seite  von  M.     Ferner  ist 

ir=^,    (z?-iif)=(ii/-/?)  =  4(ß-/?), 

also,  wenn  wir  die  imaginär  liegenden  übertragenen  Doppelpunkte  mit 
Pi  und  Qi  bezeichnen, 


(«-§)■ 


(B—D)  {B—D) 

/>,  =  *  +  .-.  5— _J,      Q^^M-i}—^. 

Demnach   haben   die  Punkte  /\  und  Q^  die  in  Fig.  6  angegebene  Lage. 

In  Bezug  auf  die  Axe  sind  also  diesmal  die  übertragenen  Doppel- 
punkte der  Involution,  P^^  Oi»  imaginär,  dagegen  die  Schnittpunkte  der 
Axe  mit  dem  Kreise,  nämlich  B  und  />,  reell. 

Anm.    Ebenso  wenig,  wie  in  Fig.  5  die  übertragenen  Doppelpunkte 
der  Involution,  ^|  und  D^^  die  reellen  Berührungspunkte  der  aus  M  an 
den  Kreis  gezogenen  Tangenten ,  sind  auch  in  Fig.  6  die  übertragenen  ' 
Doppelpunkte   der  Involution,   P^  und  Q^^   die  imaginären  Berührungs- 
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punkte  der  aus  M  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten«  Die  Constmetion 
dieser  Berührungspunkte  wird  später  gezeigt  werden.  —  Wie  in  Fig.  5 
die  reellen  Berührungspunkte  B^  D  mit  den  imaginären  Schnittpunkten 
Py  Q  der  in  M  zum  Durchmesser  Senkrechten  auf  derselben  Kreislinie 
liegen,  so  liegen  auch  in  Fig.  6  die  imaginären  Berührungspunkte  mit 
den  reellen  Schnittpunkten  B  und  D  auf  derselben  Kreislinie  (vgL  Fig.  11). 
4.  Anwendung  auf  Schnittpunkte  einer  Curve  und  einer 
Geraden.  —  Schneiden  sich  zwei  Curven  imaginär  in  zwei  Punkten, 
so  kann  man  statt  der  einen  Curve  auch  die  Gerade  einführen,  auf  wel- 
cher jene  beiden  Punkte  imaginäre  Lage  haben.  Es  genügt  also,  die 
imaginär  liegenden  Schnittpunkte  einer  Curve  mit  einer  Geraden  zu  be- 
trachten. 

Sei  aa:»  =  0   die  Gleichung  einer  C„  und  «  =  (1  — A)a  +  ^*  ein  mit 
der  Zahl  A  variabler  Punkt  auf  der  durch   die  festen  Punkte  a  und  h 
bestimmten  Geraden.     Dann  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der 
Cn  bestimmt  durch  die  Gleichung 
oder  «C(l-A)a  +  X6].  =  0 

a(l-A)»a«  +  n-»a(l-X)'— U—Uft +  «•««(! -A)*-2  «"-2  A«6«  +  ... 

...  +  a6"A»  =  0. 
Diese  Gleichung  hat  n  Wurzeln  in  A.     Sei  ein  imaginäres  Paar  darunter 

Aj  =  p  +  fa,     Ag  =  p  — la. 
Dann  sind  die  entsprechenden  Punkte 

a:j  =  (l  — ^--iö)a  +  (p +  10)6  n=(l  —  ^)fl  + ^6 +10(6  — <i)=p  + 10(6— fl), 
a:,  =  (1  — ^-ff  0)a  +  (^  —  10)6  =  (1  —  9)a -f  ^6  —  iö(6  — a)  ==p  —  f  0(6— fl). 

Folglich 

^1+^8  =  2p,     x^—x^^2io{b-^a)^    ^^^^  =  a:i-p  =  io(6— a). 

Hieraus   ergiebt  sich  die   Construction   dieser  imaginären   Schnittpunite 
(Fig.  7). 

'  Insbesondere  sind  die  imaginär  liegenden  Schnittpunkte  eines  Kreises 
und  Qiner  Geraden  {B^D^  Fig.  5)  die  Centralpunkte  (P,  Q)  des  durch  den 
Kreis  und  die  Gerade  bestimmten  orthogonalen  Systems  (vgl.  Raumlehre 
II,  S.  111).  Rückt  Af,  also  auch  die  Gerade,  in  unendliche  Fntfemnng, 
so  geht  der  um  M  beschriebene,  den  gegebenen  orthogonal  schneidende 
Kreis  in  die  auf  ^C  in  0  senkrechte  Gerade  über.  Die  beiden  imaginä- 
ren Schnittpunkte  sind  also  0  und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  AC* 

b)  Linienpaare* 

Wenn  alle  Punkte  der  Ebene,  die  nicht  in  der  gegebenen  Geraden 

(Axe)  liegen  (nicht  dieselbe  Lage  mit  ihr  haben),   als  imaginär  zu  der- 

*  selben  zu  betrachten  sind,  so  isann  auch  jede  Gerade,  die  mit  der  Axe 

nicht  dieselbe  oder  gleiche  Richtung  hat,   als  imaginär  zu  derselben  be- 
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^S^i\^Vi»^^S^\/^»^>^^i^V>    ^f*^*i^>k^s^>^s^'»,^>,^s,^'''^>'^'^>^'*^S^^^>'^'^^S 


trachtet  werden.  Betrachtet  man  die  Axe  nur  als  Repräsentanten  einer 
bestimmten  Richtung,  so  sind  alle  Parallelen  zn  ihr  reell.  Betrachtet 
man  sie  aber  als  Repräsentanten  einer  bestimmten  Richtung  und  Lage, 
80  sind  die  Parallelen  imaginär.  Betrachtet  man  die  Parallele  als  den 
Ort  imaginär  liegender  Punkte  (was  auch  von  jeder  andern  Geraden,  die 
Axe  ausgenommen,  gilt),  so  gelangt  man  zur  zweiten  Auffassung;  da- 
gegen zur  ersten,  wenn  man  nur  die  Richtung  der  Parallele  in  Betracht 
zieht. 

In  Beziig  auf  die  Art  und  Weise,  wie  die  Terschiedenen  Fälle  ima- 
ginärer Beziehung  sprachlich  ausgedrückt  werden,  mag  hier  gleich  fol- 
gende Uebersicht  eingefügt  werden.  Da  der  Begriff  des  Imaginären  sich 
unserer  Annahme  gemäss  nur  auf  die  gegenseitige  Lage  zweier  Gebilde 
beziehen  soll ,  so  hat  man  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Es  kann  nämlich 
von  den  beiden  Gebilden  das  erste  von  niederer,  gleicher  oder  höherer 
Stufe  sein,  als  das  zweite  (in  Bezug  auf  welches  die  reelle  oder  imagi- 
näre Lage  des  ersten  ausgesprochen  wird).  Im  Ersten  Falle  sagt  man, 
dass  das  niedere  reell  oder  imaginär  in  (auf)  dem  höheren  liegt  (z.  B. 
PttDkt  auf  der  Geraden,  in  der  Ebene,  Gerade  in  der  Ebene  etc.)  Im 
zweiten,  dass  die  beiden  Gebilde  sich  in  einem  der  nächst  niederen 
Stufe  reell  oder  imaginär  schneiden  (ein  Gebilde  der  nächst  niederen 
Stufe  reell  oder  imaginär  gemeinsam  haben),  (z.  B.  zwei  Geraden  einen 
Punkt,  zwei  Ebenen  eine  Gerade);  im  dritten,  dass  das  höhere  reell  oder 
imaginär  durch  das  niedere  hindurchgeht  (Gerade  oder  Ebene  durch 
Punkt,  Ebene  durch  Gerade).  Im  ersten  Falle  ist  also  das  höhere,  im 
(reciproken)  dritten  Falle  das  niedere ,-  im  zweiten  eins  oder  jedes  der 
beiden  Gebilde  dasjenige,  in  Bezug  auf  welches  dem  andern  die  Eigen- 
schaft der  imaginären  Lage  beigelegt  wird. 

Anm.  Zwei  Geraden,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  sind  in  Bezug 
auf  diese  Ebene  beide  als  reell  zu  betrachten.  Ist  aber  nicht  ihre  Lage 
zur  Ebene  massgebend,  sondern  die  Lage  der  einen  zur  andern,  so  ist^ 
wenn  sie  nicht  beide  zusammenfallen,  resp.  parallel  sind,  die  eine  als 
imaginär  zur  andern  zu  betrachten,  in  Bezug  auf  welche  man  die  Eigen- 
schaft des  Imaginären  ausspricht.  Der  letztere  Fall  ist  der  hier  vor- 
liegende. Diese  imaginär  zur  Axe  liegende  Gerade  ist  übrigens  dieselbe, 
welche  Stand t  imaginäre  Gerade  der  ersten  Art  nennt. 

Folgerungen  aus  der  Definition  der  imaginär  liegenden  Geraden. 
1.  Eine  imaginäre  Gerade  hat  mit  der  reellen  Geraden  stets  einen  reellen 
Punkt  gemeinsam.  2.  Auf  jeder  nicht  durch  ihren  reellen  Punkt  gehenden 
Geraden  liegt  ein  ihr  angehöriger  complexer  Punkt.  (VergL  Math.  Ann. 
IV,  8.  424  unten.) 

Sind  a  und  6  Strecken  auf  der  Axe,  so  ist  (Fig.  8)  a  +  bi=sx  eine 
imaginär  liegende  Strecke,  und  zwar  sind  die  beiden  Geraden 
X|=a  +  ^*j     ÄTgtsa  — 6f 
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coDJngirt.  Also  ist  die  reelle  Axe  zweier  sich  schneidenden  imaginäi 
liegenden  Geraden  von  bestimmter  Richtung  die  Halbimngslinie  ihres 
Winkels  (daher,  wenn  sie  parallel  sind,  die  von  beiden  gleichweit  ent- 
fernte Parallele). 

Folgerungen.  1.  Zwei  conjugirte  Geraden  gehen  reell  durch  einen 
reellen  Punkt.  2.  Zwei  imaginär  liegende  Geraden  können  sich  in  einem 
reell  oder  imaginär  liegenden  Punkte  schneiden.  Ihre  Conjugirten  gehen 
dann  durch  den  conjugirten  Punkt. 

Eine  reelle  (mit  der  Axe  parallele)  Gerade  schneidet  zwei  imaginäre 
Geraden  stets  in  Punkten  von  gleichem  Sinne  (d.  h.  die  auf  derselben 
Seite  der  Axe  liegen).  Eine  imaginäre  Gerade  {3ä)  schneidet  zwei  ima- 
ginäre Geraden  in  Punkten  von  verschiedenem  Sinne  (die  auf  verschie- 
denen Seiten  der  Axe  liegen),  wenn  ihr  reeller  Punkt  zwischen  den 
reellen  Punkten  der  beiden  anderen  liegt  (Fig.  9);  sonst  (36)  in  Punkten 
von  gleichem  Sinne. 

Definirt  man:  ,;i)rei  Geraden  1,  2,  3  sind  in  gleichem  Sinne  be- 
schrieben, wenn  sie,  durch  Drehung  aus  einander  erzeugt,  ebenso  auf 
einander  folgen,  wie  ihre  reellen  Punkte,  sonst  in  entgegengesetztem 
Sinne",  so  folgt:  Die  Gerade  3  ist  in  gleichem  Sinne  mit  1  und  2  be- 
schrieben, wenn  ihr  reeller  Punkt  ausserhalb  derjenigen  der  anderen 
liegt;  in  entgegengesetztem,  wenn  innerhalb. 

Zwei  imaginär  liegende  Punkte  können  eine  reell  oder  imaginär 
liegende  Verbindungslinie  haben.     Sei  (Fig.  10) 

o;  =  a  -|-  6 1 ,     Xj  =  «1  +  frj  t , 
so  ist 

(a:  — a?i)  =  (a-fli)  +  C^-Äj)!, 

also  im  Allgemeinen  imaginär  liegend.  Ist  namentlich  acsa^,  so  steht 
die  Verbindungslinie  von  x  und  x^  auf  der  Axe  senkrecht.  Ist  aber 
6=s6^,  so  ist  (a?—- Xj)  =  (a  — aj,  also  parallel  der  Axe,  und  da  bei  der 
hier  angewandten  Bechnung  Strecken  mit  gleicher  Länge  und  Richtung 
als  gleich  betrachtet  werden,  so  ist  {x—x^)  als  reell  liegend  anzusehen, 
was  auch  daraus  folgt,  dass  i  aus  dem  Werthe  von  {x—x^)  verschwindet 

B.   Das  Imaginftre  in  Bezug  auf  den  Punkt. 

a)  Linienpaare. 

a)  Schneidende  Geraden. 

Da  im  Gebiete  der  Ebene  die  Gerade  und  der  Punkt  reciproke  Ge- 
bilde sind,  so  können  wir  das  folgende  unmittelbar  einleuchtende  Beci- 
procitätsgesetz  benutzen,  um  die  imaginäre  Lage  eines  Linienpaares  so 
einem  Punkte  näher  zu  bestimmen. 

Reciprocitätsgesetz.  Wie  zwei  Punkte  der  Ebene  eine  Gerade 
(die  in  der  Mitte  ihrer  Verbindungslinie  errichtete  Senkrechte)  bestimmen 
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mit  der  Eigenschaft,  dass  alle  auf  ihr  liegenden  Punkte  gleichen  Streckeu- 
abstand  von  den  beiden  Punkten  haben,  so  bestimmen  reciprok  zwei 
Geraden  der  Ebene  einen  Punkt  (den  unendlich  fernen  Punkt  der  Hal- 
birungslinie  ihres  Winkels) '^  mit  der  Eigenschaft,  dass  alle  durch  ihn 
gehenden  Geraden  (die  Parallelen  zur  Halbirungslinie)  gleichen  Winkel- 
abstand von  den  beiden  Geraden  haben. 

Folgerungen.  1.  Wie  es  zu  einer  Geraden  unendlich  viele  Punkte- 
paare giebt,  die  imaginftr  auf  derselben  liegen,  auch  wenn  der  Abstand 
der  beiden  Punkte  gegeben  ist,  so  giebt  es  zu  einem  unendlich  fernen 
Punkte  (einer  Geraden)  unendlich  viele  Linienpaare ,  die  imaginär  durch 
ihn  gehen,  auch  wenn  ihr  Winkel  gegeben  ist.  —  2.  Zwei  in  endlicher 
Entfernung  sich  schneidende  Geraden  können  hiemach  nur  in  Bezug  auf 
einen  unendlich  fernen  Punkt  conjugirt  sein.  (Da  man  den  unendlich 
fernen  Punkt  durch  seine  Gerade  ersetzen  kann  und  diese  die  Hal- 
birangslinie  des  Winkels  der  beiden  Geraden  ist,  so  erkennt  man  die 
Identität  dieser  imaginären  Beziehung  mit  der  unter  Ab  gefundenen.)  — 
3.  In  Bezug  auf  einen  unendlich  fernen  Punkt  (eine  Richtung)  werden 
alle  durch  ihn  gehenden  Geraden  (alle  der  Richtung  Parallelen)  als  reell, 
alle  anderen  als  imaginär  angesehen.  Zwei  Geraden  mit  bestimmter  Rich- 
tung sind  in  Bezug  auf  einen  unendlich  fernen  Punkt  conjugirt,  wenn 
er  auf  der  Halbirungslinie  ihres  Winkels  liegt.  Sie  bestimmen  ihn  dann 
vollständig  und  gehen  imaginär  durch  ihn. 

ß)  Parallele  Geraden. 

Da  zwei  parallele  Geraden  nur  ein  specieller  Fall  von  zwei  sich 
Bchneidenden  Geraden  sind,  so  wird  die  imaginäre  Lage  eines  Parallelen- 
paares zu  einem  Punkte  durch  eine  entsprechende  Specialisirung  des  oben 
gegebenen  Reciprocitätsgesetzes  bestimmt  werden.     Dieselbe  lautet: 

„Wie  zwei  Punkte  mit  gleicher  Lage  (zusammenfallende  Punkte) 
nnendlich  viele  Geraden  (alle  durch  den  Doppelpunkt  hindurchgehenden) 
bestimmen,  mit  der  Eigenschaft,  dass  alle  auf  ihnen  liegende  Punkte 
(das  sind  sämmtliche  Punkte  der  Ebene)  gleichen  Streckenabstand  von 
den  beiden  Punkten  haben,  so  bestimmen  reciprok  zwei  Geraden  mit 
gleicher  Richtung  (parallele  Geraden)  unendlich  viele  Punkte  (alle  Punkte 
auf  einer  zu  ihnen  gezogenen  Parallelen)  mit  der  Eigenschaft,  dass  alle 
durch  sie  hindurchgehenden  Geraden  (das  sind  sämmtliche  Geraden  der 
Ebene)  gleichen  Winkelabstand  von  den  beiden  Geraden  haben/' 

Anm.  Zwar  haben  alle  Geraden  der  Ebene  die  Eigenschaft,  dass  alle 
ihre  Punkte  von  einem  Doppelpunkte  gleichen  Abstand  haben,  und  alle 
Punkte  der  Ebejie  die  reciproke,  dass  alle  durch  sie  gehenden  Geraden 
ein  Parallelenpaar  unter  gleichen  Winkeln  schneiden.     Die  Specialisirung 


*  Es  wird  immer  angenommen,  dass  jede  Gerade  nur  eine  Richtung  dmteUe. 
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des  Gesetzes  führt  jedocb  wie  im  ersten,  so  auch  im  zweiten  Falle  nur 
auf  eine  beschränkte  Gruppe  von  Gebilden.  —  Hinsichtlich  des  Zustande- 
kommens der  erwähnten  Specialisimngen  sei  noch  Folgendes  bemerkt 
Fallen  die  beiden  Punkte,  welche  die  in  der  Mitte  ihrer  Verbindungs- 
linie Senkrechte  bestimmen,  in  einen  zusammen,  so  verwandelt  sieh  ihre 
imaginäre  Lage  auf  der  Senkrechten  in  eine  reelle  und  die  Bichtung  der 
Senkrechten  wird  unbestimmt.  Werden  andererseits  die  beiden  Geraden, 
welche  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Halbirungslinie  ihres  Winkels 
bestimmen,  parallel,  so  verwandelt  sich  ihr  imaginäres  Hindurchgehen 
durch  jenen  Punkt  in  ein  reelles  und  die  Lage  dieses  Punktes,  d.  h.  die 
Lage  der  Halbirungslinie  wird  unbestimmt.  Im  ersten  Falle  kann  man 
von  allen  Punkten  der  Ebene,  mit  Ausnahme  des  mit  dem  Doppelpunkte 
zusammenfallenden,  sagen,  dass  si^ imaginäre  Lage  zu  dem  Doppelpunkte 
haben.  Ebenso  kann  man  im  zweiten  Falle  von  jedem  Punkte  der  Ebene, 
mit  Ausnahme  des  unendlich  fernen,  sagen,  dass  das  Parallelenpaar  ima- 
ginär durch  ihn  hindurchgehe.  Auf  diese  Weise  wird  die  bei  der  Spe- 
cialisirung  des  Reciprocitätsgesetzes  in  Verlust  gerathene  imaginäre  Be- 
zieh^ng  wiederhergestellt.  Hält  man  im  ersten  Falle  die  ursprüngliche 
Richtung  der  Senkrechten,  im  zweiten  die  ursprüngliche  Lage  der  Hal- 
birungslinie ■  fest ,  so  erhalten  nur  die  Punkte  dieser  Senkrechten  imagi- 
näre Lage  zum  Doppelpunkte,  und  nur  die  Punkte  der  Halbirungslinie 
imaginäre  Lage  zu  dem  Parallelenpaare.  Man  wird  von  dieser  Beschrän- 
kung Gebrauch  machen,  wenn  die  Richtung  der  Senkrechten,  resp.  die 
Lage  der  Halbirungslinie  nicht  anderweitig  bestimmt  ist. 

Die  imaginären  Beziehungen  schneidender  und  paralleler  Geraden 
zu  einem  Punkte  iJkssen  sich  nun  in  folgenden  Sätzen  gegenüberstellen: 
Zwei  schueidende  Geraden  schnei-  Zwei  parallele  Geraden  schneiden 
den  sich  reell  in  einem  endlich  fer-  sich  reell  in  dem  unendliclT  fernen 
neu  Punkte  der  Halbirungslinie  ihres  Punkte  irgend  einer  zu  ihnen  ge- 
Winkels, imaginär  in  dem  unend-  zogenen  Parallelen,  imaginär  in  ir- 
lich  fernen  Punkte  derselben.  gend   einem  andern  Punkte  dersel- 

ben ,  resp.  der  gleichweit  von  beiden 
entfernten  Parallelen. 

Folgerungen.  In  Bezug  auf  einen  Punkt  sind  also  alle  durch  ihn 
gehenden  Geraden  als  reell,  alle  anderen  als  imaginär  zu  betrachten.  — 
Ein  Paar  sich  schneidender  Linien  bestimmt  nicht  nur  denjenigen  Punkt, 
in  welchem  es  sich  reell,  sondern  auch  jopen,  in  welchem  es  sieh  ima- 
ginär schneidet.  —  Ein  Parallelenpaar  bestimmt  ausser  dem  unendlich  fer- 
nen Punkte,  in  dem  es  sich  reell  schneidet,  unendlich  viele  Punkte,  in 
denen  es  sich  imaginär  schneidet.  —  Eine  Gerade  bestimmt  mit  einem 
unendlich  fernen  Punkte  (einer  nach  Lage  und  Richtung  gegebenen  Ge- 
raden) zusammen  eine*  schneidende  Linie,  mit  einem  endlich  fernen  Punkte 
zusammen  eine  Richtung  als  conjugirte  in  Bezug  auf  den  Punkt 
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Imaginär  liegende  Kreistangenten.  —  Die  Tangenten  ans 
einem  innerhalb  eines  Kreises  K  liegenden  Punkte  P  kann  man  mittelst 
des  von  der  Lage  von  P  unabhängigen  Satzes  bestimmen,  dass,  wenn  p 
die  Polare  zu  jP  ist,  die  Schnittpunkte  von  p  und  K  {R  und  Bj)  gleich* 
zeitig  die  Berührungspunkte  der  aus  P  gezogenen  Tangenten  sind.  Da 
femer  die  Tangenten  (r  und  r^)  (als  imaginär  zu  P)  parallel  sein  müssen 
und  ihre  Winkel  durch  die  Bichtungen  der  Polare  und  des  durch  P 
gehenden  Durchmessers  halbirt  werden,  so  stehen  sie  beide  auf  diesem 
Durchmesser  senkrecht.     (Fig.  11.) 

Rückt  P  auf  dem  Durchmesser  bis  an  die  Peripherie  des  Ejreises  ( V\ 
80  nähert  sich  p  der  Tangentenlage,  die  imaginären  Schnittpunkte  von  p 
undiT,  nämlich  R  und  i?i,  gehen  in  einen  rollen  Doppelpunkt  (T),  und 
die  imaginären  Tangenten  r  und  r^  in  eine  reelle  Doppeltangente  über. 
Rttekt  P  dagegen  auf  dem  Durchmesser  bis  in  den  Mittelpunkt  (A^),  so 
rfickt  p  in  unendliche  Entfernung,  B  und  B^  rücken  (der  letztere  Punkt 
fiber  +  00  and  —  oo)  beide  nach  ilT,  und  r  und  r^  gehen  in  einen  Durch- 
messer über,  der  hiemach  als  imaginäre,  aus  dem  Mittelpunkt  kommende 
Tangente  gilt  und  beliebige  Richtung  hat. 

Anm.  Man  beachte,  dass  zwei  conjugirte  imaginäre  Gebilde,  a  +  bi 
und  a—bi^  wenn  sie  zusammenfallen,  immer  in  ein  reelles  übergehen, 
weil  a  +  bi  nur  dann  gleich  a  — 6t  sein  kann,  wenn  6  =  0  ist,  also  das 
imaginäre  Glied  verschwindet.  Da  nun  die  Tangenten  r  und  r^  nur  in 
Bezug  auf  den  Punkt  P  als  reell  oder  imaginär  angesehen  werden,  so 
werden  sie  reell,  sobald  sie  durch  den  Punkt  P  gehen,  also  in  beiden . 
eben  betrachteten  speciellen  Fällen.  Die  Berührung  selbst  ist  aber  nur 
im  ersten  Falle  eine  reelle,  weil  nur  hier  die  Berührungspunkte  mit  einem 
Punkte  der  Peripherie  zusammenfallen« 

Imaginär  liegende  Tangenten  an  eine  Curve.  —  Da  die 
erste  Polare  eines  Punktes  X  in  Bezug  auf  eine  C«  diese  Curve  in  den 
n{n''l)  Berührungspunkten  der  aus  X  an  die  Cn  gezogenen  Tangenten 
schneidet,  so  entspricht  einem  imaginär  liegenden  Paare  solcher  Be- 
rührungspunkte {Rf  Ri)  auch  ein  imaginär  liegendes  Tangenten  paar  (r,  r^). 
Es  stehen  dann  r  und  r^  auf  BB^  in  den  Punkten  R  und  R^  senkrecht. 

b)  Funktepaare« 

Ist  der  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  die  imaginäre  Lage  eines 
PuDktepaares  ausgesprochen  wird,  ein  unendlich  ferner,  so  fällt  dieser 
Fall  mit  Aa  zusammen.  Ist  er  ein  endlich  femer  (P)^  so  folgt  durch 
die  zu  Ab  reciproken  Betrachtungen,  dass  jeder  andere  Punkt  zu  P  idaa- 
ginfir  liegt  Durch  einen  imaginären  (B)  und  den  reellen  Punkt  geht 
Also  stets  eine  reelle  Gerade,  auf  welcher  auch  der  zu  R  conjugirte  Punkt 
^1  liegt.  Und  zwar  ist,  da  oben  die  reelle  Richtung  die  Mitte  zwischen 
den  beiden  conjugirten  imaginären  Richtungen  war,  jetzt  der  reelle  Punkt 
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Pdie  Mitte  zwischen  den  beiden  conjugirten  imaginären  Punkten  B  und  R^. 
—  Durch  zwei  imaginär  liegende  Punkte  (Ä,  S)  kann  eine  reelle  (wenn  Ä, 
8,  P  in  derselben  Geraden  liegen)  oder  eine  imaginär  liegende  Gerade 
gehen.  Im  zweiten  Falle  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  conjugirten  Punkte 
(Äj,  Sj)  die  zu  Ä5  conjugirte  Gerade. 

Man  erhält  diese  Resultate  auch ,  von  6  a  ausgehend ,  durch  Betrach- 
tungen, welche  reciprok  zu  denen  sind,  welche  Ton  Aa  zu  Ab  führen. 
Wenn  dort  die  reelle  Gerade  und  ein  imaginäres  conjugirtes  Punktepaar 
gegeben  war,  so  erhielt  man  ein  conjugirtes  Linienpaar,  wenn  man  einen 
beliebigen  Punkt  der  reellen  Geraden  mit  den  conjugirten  Punkten  ver- 
band. Wenn  hier  der  reelle  (endlich  entfernte)  Punkt  und  ein  imaginäres 
conjugirtes  Linienpaar  (mit  gleichem  Abstände  von  dem  Punkte)  gegeben 
ist,  so  erhält  man  ein  conjugirtes  Punktepaar,  wenn  man  eine  beliebige 
Gerade  durch  den  reellen  Punkt  zieht  und  ihre  Schnittpunkte  mit  den 
conjugirten  Geraden  bestimmt. 

Anm«  Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  nach  den  Gesetzen 
der  Ausdehnungslehre  ein  Punkt  durch  Multiplication  mit  einer  reellen 
Zahl  seine  Lage  nicht  ändert,  wohl  aber  durch  Multiplication  mit  einer 
imaginären  Zahl. 


II.  Das  Imaginäre  im  Saume. 


A.   Das  Imaginftre  in  Being  auf  die  Ebene, 
a)  Pnnktepaare« 

Dieser  Fall  isf  ganz  analog  dem  der  Punktepaare,  die  zu  einer  Ge- 
raden imaginär  liegen  (L  Aa).  Ein  Punktepaar  liegt  imaginär  auf  der 
Ebene,  die  in  der  Mitte  seiner  Verbindungsstrecke  auf  ihr  senkrecht 
steht.  Das  Punktepaar  bestimmt  diese  Ebene  vollständig.  Umgekehrt 
liegen  auf  einer  Ebene  imaginär  alle  Punktepaare,  deren  Verbindungs- 
strecke auf  der  Ebene  senkrecht  steht  und  durch  sie  halbirt  wird.  Man 
erhält  diese  Besultate,  wenn  man  in  der  früheren  analogen  Betrachtung 
die  Gerade  e^e^  (Fig.  1)  um  die  Verbindungsstrecke  der  beiden  Punkte 
B^  B^  als  Axe  sich  drehen  lässt. 

Lässt  man  Fig.  5  sich  um  die  Axe  PQ  drehen,  so  folgt:  Eine  Ebene 
{B^D^  schneidet  eine  ausserhalb  liegende  Kugelfläche  a  imaginär  in  zwei 
Punkten  (P,  Q)^  den  Centralpunkten  des  durch  die  Ebene  und  die  Kugel 
bestimmten  orthogonalen  Systems.  Lässt  man  dieselbe  Figur  sich  um 
eine  in  0  auf  AC  senkrecht  stehende  Axe  drehen,  so  folgt:  Eine  Cylin- 
derfläche  schneidet  eine  Kugelfiäche,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der 
ersteren  liegt,  imaginär  in  zwei  von  P  und  Q  beschriebenen  Kreisen. — 
Dasselbe  gilt  von  einer  Kegelfläche,  wenn  die  Drehung  nm  eine  andere 
durch  0  gehende  Axe  stattfindet. 
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Dreht  Fig.  11  sich  iiin  die  Axe  iCR^^  so  folgt:  Die  imaginären  Be- 
rfihrangspnnkte  der  von  einem  innerhalb  der  Kugel  K  liegenden  Punkte 
P  gezogenen  Tangenten  sind  zwei  auf  KP  liegende  Punkte  R  und  R^, 
Hieraus  lässt  sich  schon  schliessen,  dass  der  Tangentenkegel,  der  seinen 
Scheitel  in  P  hat,  in  ein  Ebenenpaar  degenerirt«  In  der  That  zeigt  die 
Figur,  dass  zwei  imaginär  berührende  parallele  Tangentenebenen  vorhan- 
den sind,  die  auf  A^Ä^  in  R  und  /?,  senkrecht  stehen^  —  Dreht  Fig.  11 
sich  um  eine  in  E  auf  A'i?^  senkrechte  Axe,  so  folgt:  Der  aus  den  Punk- 
ten eines  innerhalb  der  Eugelfläche  liegenden  concentrischen  Kreises  be- 
schriebene imaginäre  doppelte  Tangentenkegel  degenerirt  in  einen  dop- 
pelten (von  r  und  r^  beschriebenen)  Cylinder,  dessen  gemeinsame  Axe 
auf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht  steht.  In  derselben  Ebene  liegen 
auch  die  imaginären  Berührungskreise.  —  Dreht  Fig.  11  sich  um  eine 
andere  durch  K  gehende  Axe,  so  hat  man  statt  des  doppelten  Cylinders 
einen  doppelten  Kegel,  und  der  von  P  beschriebene  Kreis  hört  auf,  con- 
centrisch  zu  sein. 

b)  Linienpaare* 

Da  alle  ausserhalb  einer  Ebene  liegenden  Punkte  als  zu  ihr  imaginär 
Hegend  zu  betrachten  sind,  so  wird  auch  eine  Gerade,  welche  nicht  in 
der  Ebene  liegt,  also  imaginäre  Punkte  verbindet,  im  Allgemeinen  als 
imaginär  zu  betrachten  sein.  Doch  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 
Repräsentirt  die  Ebene  nur  eine  Seite*  (vergl.  Raumlehre  I,  Nr.  35),  so 
sind  alle  zu  ihr  parallelen  Geraden  als  reell  anzusehen.  -;-  Repräsentirt 
sie  eine  Seite  und  eine  Richtung,  so  sind  nur  diejenigen  Geraden,  welche 
dieser  Richtung  parallel  sind,  reell.  —  Repräsentirt  sie  eine  Seite,  eine 
Richtung  und  eine  Lage,  so  sind  nur  solche  Geraden  reell,  die  ganz  in 
ihr  liegen.  Jedenfalls  hat  eine  imaginär  liegende  Gerade  stets  einen 
reellen  Punkt  (ihren  endlichen  oder  unendlich  fernen  Schnittpunkt  mit 
der  Ebene).  Bestimmt  man  zu  jedem  Punkte  der  imaginär  liegenden 
Geraden  den  conjugirten  Punkt,  so  liegen  diese  Punkte  wieder  auf  einer 
Geraden,  der  conjugirten  Geraden.  —  Zwei  in  Bezug  auf  eine  Ebene 
conjngirte  Geraden  schneiden  sich  also  stets  in  einefn  reellen  Punkte  und 
Hegen  in  einer  Ebene.  —  Die  speciellen  Fälle  der  parallelen  Geraden 
sind  nach  Analogie  von  I.  Ab  leicht  zu  behandeln. 

e)  Ebenenpaare* 

Dieser  Fall  ergiebt  eich  aus  I.  Ab,  wenn  man  alle  dort  betrachteten 
Gebilde  eine  zur  Ebene   der  Zeichnung  senkrechte  Bewegung  machen 


*  Wie  man  den  Inbegriff  aller  durch  eine  Gerade  ausgedrückten  Lagen 
(Punkte)  ihre  Richtung  nennen  kann,  so  auch  den  Inbegriff  aller  dnrch  eine  Ebene 
aaagedrflckten  Richtungen  (Geraden)  ihre  Seite.  ^^  , 
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lässt«  So  findet  man :  Jede  imaginär  liegende  Ebene  schneidet  die  reelle 
Ebene  in  einer  reellen  Geraden.  Die  conjagirte  Ebene  enthält  alle  zq 
den  Punkten  der  ersten  Ebene  conjngirten  Punkte.  Eine  parallele  Ebene 
ist  als  reell  zu  betrachten,  wenn  die  gegebene  Ebene  nur  Seite  und 
Richtung,  nicht  aber  die  Lage  repräsentirt.  Zwei  conjugirte  Ebenen 
schneiden  sich  in  einer  reellen  Geraden, 

B.  Das  Imaginäre  in  Bezug  auf  den  Punkt. 

a)  Ebenenpaare. 

Reciprok  mit  II.  Aa.  —  In  Bezug  auf  einen  Punkt  sind  alle  durch 
ihn  gehenden  Ebenen  reell,  alle  anderen  imaginär  liegend.  Zwei  in  end- 
licher Entfernung  sich  schneidende  Ebenen  sind  conjugirt  in  Bezug  anf 
jeden  Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Halbirungsebene  ihree 
Winkels ,  zwei  parallele  Ebenen  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  irgend  einer 
parallelen  I  resp.  der  von  beiden  gleichweit  entfernten  parallelen  Ebene. 

b)  Linienpaare. 

Identisch  mit  I.  Ba,  da  die  beiden  Geraden  mit  dem  Punkte  in  der- 
selben Ebene  liegen  müssen.  (Denn  ist  der  Punkt  und  eine  Gerade 
gegeben,  so  liegt ,  wie  früher  schon  gezeigt  wurde ,  die  conjugirte  Gerade 
mit  beiden  Gebilden  in  derselben  Ebene.) 

c)  Funktepaare. 

Identisch  mit  I.  B  b ,  da  die  Punkte  stets  auf  derselben  Geraden  liegen 
müssen  (aus  analogem  Grunde  wie  vorher). 

C.  Das  Imaginäre  in  Bezug  auf  die  Gerade. 

a)  Ebenenpaare. 

Folgt  aus  I.  Ba,  wenn  man  alle  Gebilde  sich  senkrecht  zur  Ebene 
der  Zeichnung  bewegen  lässt. 

b)  Funktepaare. 

Wie  I.  Aa,  da  die  Gerade  und  das  Punktepaar  stets  in  derselben 
Ebene  liegen  müssen. 

e)  Linienpaare. 

Wie  I.  A  b.  —  Je  nachdem  die  gegebene  Gerade  nur  eine  Bichtnng 
oder  Richtung  und  Lage  darstellen  soll ,  sind  alle  ihr  parallelen  Geraden 
als  reell  anzusehen  oder  nicl^t.  Jedenfalls  schneidet  die  imaginär  liegende 
Gerade  die  reelle  in  einem  reellen  Punkte  und  liegt  mit  ihr  in  derselben 
Ebene. 

Es  fragt  sich,  in  welcher  Beziehung  eine  kreuzende  Gerade  zu  der 
reellen  Geraden  steht.  Dieselbe  hat  weder  einen  reellen  Punkt  mit  ibr 
gemeinsam,  noch  liegt  sie  mit  ihr  zusammen  in  einer  reellen  Ebene*  Sie 
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ist  also  diejenige,  welche  St  an  dt  complexe  Gerade  zweiter  Art  nennt. 
—  Indessen  hängt  die  gegenseitige  Lage  zweier  sich  kreuzender  Geraden 
mit  der  imaginären  Einheit  ganz  nnd  gar  nicht  zusammen.  Denn  suchen 
wir  die  Bedingung,  unter  der  zwei  Geraden  im  Räume  sich  in  demselben 
Punkte  schneiden,  so  zeigt  sich,  wenn  wir  jede  der  beiden  Geraden 
durch  zwei  in  ihr  sich  schneidende  Ebenen  ersetzen,  dass  dies  dieselbe 
Bedingung  ist,  unter  der  vier  Ebenen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Analytisch  ausgedrückt:  Es  sollen  ans  vier  linearen  Gleichungen  mit  drei 
Variablen  die  Werthe  dieser  Variablen  gefunden  werden.  Da  die  aus 
dreien  dieser  Gleichungen  gefundenen  Werthe  im  Allgemeinen  der  vier» 
ten  Gleichung  widersprechen,  so  liegt  hier  nicht  eine  geometrische,  son- 
dern eine  analytische  Unmöglichkeit  vor.  Das  Auftreten  des  Imaginären, 
welches  analytisch  durchaus  keinen  Widerspruch  enthält,  gestattet,  wenn 
es  auch  stets  auf  die  Unmöglichkeit  deutet,  eine  geometrische  Aufgabe 
in  dem  beabsichtigten  Sinne  zu  lösen,  noch  immer,  wie  wir  gesehen  haben, 
eine  geometrische  Deutung.  Dagegen  liegt  ein  analytischer  Widerspruch 
in  der  Forderung,  den  Schnittpunkt  von  beliebigen  zwei  Geraden  oder 
vier  Ebenen  im  Räume  zu  bestimmen;  dieser  Widerspruch  hat  mit  den 
imaginären  Grössen  durchaus  Nichts  zu  schaffen  und  ist  offenbar  von  der- 
selben Natur,  wie  derjenige,  welcher  in  der  Forderung  liegt,  durch  drei 
beliebige  Paukte  der  Ebene  eine  Gerade  zu  legen.  Man  sieht  also,  dass 
nicht  jede  geometrische  Unmöglichkeit  auf  den  Zusammenhang  mit  der 
imaginären  Einheit  zurückzuführen  ist  und  dass  wenigstens  für  den 
Schnittpunkt  zweier  Geraden  im  Räume  der  Name  „complexe  Gerade 
zweiter  Art"  nicht  angemessen  erscheint. 


Zaitichxin  f.  MathemAÜk  u.  PhyBlk,  XXIII,  8. 
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Zur  Theorie  dreifeioh  orthogonaler  FlächenBysteme. 

Von 

Dr.  Th.  Kötteritzsch, 

ObwlahMr  in  Fnlb«tg. 


In  einer  Programmabbandlung,  die  jüngst  auch  gesondert  im  Buch- 
handel erschienen  ist,  hat  der  Verfasser  das  lliema  behandelt:  „Die 
Ermittelung  der  Potentialcoordinaten  und  der  ErümmungsUnien  einer 
gegebeneu  Niveaufläche  durch  blosse  Quadraturen."  Jene  Abhandlung 
konnte  den  überreich  im  Thema  enthaltenen  Stoff  nur  zum  geringeren 
Theile  erschöpfen,  sie  gab  im  Wesentlichen  nur  soviel,  als  man  aus  den 
allgemeinen  Sfttzen  Lam^^s  in  seinen  j,Lefon8  sur  les  coordonnäes  curvi- 
lignes^^  und  einigen  verwandten  und  bekannten  anderen  überhaupt  abzu- 
leiten im  Staude  ist.  Die  folgenden  Zeilen  sollen  das  oben  genannte 
Problem  um  ein  Stück  seiner  Lösung  weiter  zuführen« 

Um  an  Raum  zu  sparen,  nehmen  wir  im  Folgenden  die  Bezeich- 
nungen der  obigen  Abhandlung  ohne  Weiteres  wieder  auf  und  leiten 
Citate,  die  sich  auf  diese  Abhandlung  beziehen,  kurz  ein  durch  ein  vor- 
gesetztes Pg. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  zu  den  in  der  Programmabhandlung 
aufgeführten  Relationen  noch  einige  neue  hinzufügen ,  die  theils  bekannt, 
theils  aus  den  am  angeführten  Orte  stehenden  Formeln  leicht  abgeleitet 
werden  können. 

Zu  den  Relationen  Pg.  Cap.  IV,  §1,3  kann  man  ergänzen 

^N  /«  +  a,«  +  y  =  m«  +  V  +  V  =  '»*  +  V  +  V=l» 

Zu  Pg.  Gap.  IV,  §  1,  7  kann  man  ergänzen 

Zu  Pg.  Gap.  IV,  §  1,  17  kann  man  hinzufügen,  dass  allgemein  Rir 
jede  stetige  Function  F  der  Punkte  der  gegebenen  Niveanfläche  gilt 
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Za  Pg.  Cap.  IV,  §  1, 10  ergänse  man 

Wendet  man  Pg.   Cap.  II,   §  1,  3  an   auf  die   Orthogonal flftchen  ß 
und  )f,  80  ergiebt  aich  weiter 

«Ä^  ÜX,     dx^^      dt^^      dz*^  dxdy^  dydz 

+2«/  ^-^L], 


+2''«''«04fJ' 


^ =-Th*s+^^'i;^+^^'S+^-'S-?fe+^^^' 


ay 

dydz 

a*y 


+2<^^«xa-7fc} 


Diese  Relationen  E)  gelten  aber  offenbar  nnr,  wenn  man  sie  auf  Punkte 
der  gegebenen  Niveaufläche  bezieht,  da  für  andere  Punkte  /,  m,  it,  o^, 
^1  ^1*  ^s>  ^8)  ^8  andere  und  zwar  unbekannte  Werthe  annehmen.  Be- 
sonder« hervorgehoben  mag  noch  werden,  dass  ^j^^^ r  dasselbe  bt,  was 

wirPg.  Cap.  IV,  §  3  mit  6  und  dass  -5 q  dasselbe  ist,  was  ebendort 

—  E  genannt  wurde.  Wir  werden  in  der  Folge,  der  Einfachheit  der 
Schrdbweise  Rechnung  tragend,  diese  Bezeiehnnngsweise  durch  Q  und  H 
beibehalten,  wollen  aber,  indem  weiterhin  die  in  Pg.  Cap.  IV,  §3  ent- 
haltenen Resultate  durch  einfachere  ersetzt  werden,  einfach  ---=^  und 

"ff/? 

=  ^  bezeichnen. 


•Äy 
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Weiter  haben  wir  ans  Pg.  Cap.  II,  §1,3  abzuleiten,  wenn  wir  be- 
rttcksichtigen,  dass  immer  (Pg.  Cap.  IV,  §  1,  11) 

dlM 

seiu  soll, 

Wir  bezeichnen  femer  zur  AbkUrzang 

Nach  Pg.  Cap.  II,  §  1,  33  folgt  nnn 

Da  nnn  weiter  allgemein  die  Gleichung  Pg.  Cap.  I,  §2,2  gilt,  so 
leiten  wir  daraus  für  die  Punkte  der  gegebenen  NiveauflXche  ab 
dlM^djk     diu     dlV      dlM^dlk     diu     dlV 
driß      driß      driß       3  na       driy      dtiy      drty       ^^y 
Benützen  wir  Pg.  Cap.  I,  §  2,  11,  so  lassen  sich  die  Relationen  J)  auch 
schreiben  als 

Mit  Hilfe  der  Belationen  H)  entsteht  aber  hieraus 

Wenden  wir  auf  diese  Belationen  L)  die  C)  an,  so  findet  sich  noch 

Diese  Relation  H)  kommt  aber  auf  die  La  manschen  Relationen  zurück, 

denn  setzt  man  für  — ^    u^^d  -~^  die  entsprechenden  Werthe  aus  den 

Relationen  H)  ein  und  beachtet  die  Relation  C)  und  Pg.  Cap.  I,  §  2,  11, 
so  erhält  man 

oriy         ^      dnp 

Diese  Relation   geht  aber  aus  der  vierten  und  fünften  der  L am ^' sehen 
Relationen  durch  einfache  Elimination  von  GH  hervor. 
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ScUienslich  weisen  wir  noch  besonders  darauf  hin ,  dass  die  Gleich- 
ungen Pg.  Cap.  I ,  §  1  >  1  auch  dann  noch  ein  allgemeines  erstes  Integral 

S^a      S^a      d^a 
von  a~i  +  ö~«+ J~«=®  darstellen,    wenn  man  für  ß  %{ß)j   für  y  /(y) 

schreibt  und  unter  %(ß)  und  x(y)  irgendwelche  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Functionen  von  ß  oder  Ton  y  allein  versteht. 


§1. 
Differentiationen  naoii  dif«. 

Die  bis  jetzt  aufgestellten  Relationen  sind  im  Wesentlichen  nur  da- 
durch entstanden,  dass  die  Differentiationen  oder  richtiger  Variationen 
nach  den  Nonnalenelementen  dn^  und  dn^  verwerthet  wurden,  Variatio- 
nen, die  wenigstens  für  Punkte  auf  der  gegebenen  Niveaufläche  immer 
ausführbar  waren.  Ein  Gleiches  gilt  nicht  ohne  Weiteres  für  die  Varia- 
tionen nach  dfta,  weil  die  Gestalt  der  Niveaufläche  sich  ändert,  wenn 
man  von  der  gegebenen  zu  den  nächstbenachbarten  äusseren  Niveau- 
flächen übergebt,  diese  Gestaltsveränderung  aber  vollständig  unbekannt 
ist,  insofern  man  nur  weiss,  dass  a  implicite  in  der  Gleichung  der  ge* 
gebenen  Niveanfläche  enthalten,  die  Art  des  Vorkommens  von  a  darin 
aber  vollständig  unbekannt  ist.  Dennoch  aber  sind  wir  im  Stande,  Re- 
lationen aufzustellen,  die  wenigstens  die  Variationen  nach  d/}a  enthalten. 

Der  Weg,  auf  welchem  wir  zu  den  Relationen  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  10 
geführt  wurden,  liefert  uns  ohne  Weiteres  auch  die  Relationen 


1) 


Ersetzen  wir  /,  m  und  n  durch  seine  aus  Pg.  Cap.  IV,  §1)3  entnom- 
menen Werthe,  differentiiren  nach  dria  und  benützen  die  eben  gewonne- 
nen Gleichungen  1),  so  werden  wir  auf  folgende  Relationen  geführt: 

_ — ^a-^B, 

Ist  F  irgend  eine  stetige  Function  des  Ortes,  so  ist 


•"-k- 

3«, 

— ^:*. 

m/7-^*« 

"•^=3«.' 

an  ff 

— fc 

Digitized  by  VjOOQ IC 


162  Zar  Theorie  dreifach  orthogonaler  Flächensysteme. 

— "^dßVdZJ+^dßdr, 

~dnp\dnj         dn,'^^^dnp 
Analog  erhalt  man 

80  dass  wir  die  neaen  Belationen  eriialten,  die  der  Aüheren  Relation  C] 

entsprechen : 

_8^/£^\         8£_^/»£\  BF 

dnaKdnp)'^    dna~dnf\dtij      ^^dnf' 

Es  ist  nicht  schwer,  mit  Hilfe  dieser  Belationen  3)  nnd  C)  ans  den  Gleich- 
nngeu  1)  nnd  2)  and  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  10  die  Lama 'sehen  BelationtB 

Ol  , 

abzuleiten.    Geht  man  z.  B.  ans  von  a^^jssr—  und  differentiirt  beider- 
seits nach  dtig,  so  erhalt  man 

dl   ,        dl 

Hieraos  wird  aber  weiter 

Nun  ist  nach  der  fünften  der  Lama 'sehen  Relationen 
folglich  anch,  da  a^  im  Allgemeinen  nicht  verschwindet, 

|£+|£.  =  ,,  +  «.  +  .... 

Dies  ist  aber  die  letzte  der  L am ^' sehen  Belationen. 
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Eine  wichtige  Beihe  neuer  Relationen  beraht  saf  der  Verwendung 
der  bekannten  Beziehung 

dlM 

Bilden  wir  n&mlich  - — ,  so  erscheint  nach  3) 
Analog  entsteht  auch 

dir, — dii; — ff(pi+ft)+fti?. 

80  dass  wir  also  die  beiden  wichtigen  neuen  Relationen  erhalten 

*^        dir. — ä^-*^*»'  m; — d^r —  ^'* 


entsteht 


Bilden    wir. weiter  -z — l- — )  mit  Hilfe  der  Relationen   3)  und  4),  so 
tsteht 

r„\dny)      dnyKdnJ         dn„^^dny 

^"         ÖHy  duß  dny^      dnß     / 

Bilden  wir  in  analoger  Weise  den  Ausdruck  für  <r —  ( r — ) ,  so  erhalten 

dn„\onß/ 

wir  nun  zusammen  folgende  Relationen: 

dirSdiry)^^^^''^r;ry'^—Tfi;^'^d^y\   a«^  > 

dna\dfiß)  y^         dnß  dfiy      '^dnß\     drty     )' 

Diese  Gleichungen  5)  sind  hauptsächlich  dadurch  bemerkenswerth ,  dass 
die  rechten  Seiten  nur  G  und  H  als  unbekannte  Functionen  enthalten, 
denn  alle  übrigen  hier  auftretenden  Werthe  lassen  sich  aus  der  Gleich- 
ung  der  gegebenen  Niveauflftche  entwickeln. 

Bildet  man  in  analoger  Weise  noch  - —  ( r —  i  und  -z —  ( -z —  ) ,  so 
^  dria  \dnß/  8««  \dnyj 

erhält  man 

8  (dG\_  d  /a((»t+fe)\      /a(g,+fe)    ag,\  ac 

a  /8g\  _  a  /a((>.->.»,)\      /a((»,+g^    a»,\  ■  g«,  ,  (, . ,  ^  »^ 

df>XdnJ-dn^\     dn^     )     "K     3«,      ^dnj^"  *«+<?«-<''' an/ 
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Diese  Gleichungen  6)  sind   nicht  so  einfach,   als  die  5),  weil  auch  die 

Variationen   r—   und  r —  anf  den  rechten  Seiten  vorkommen:  sie  nnter- 

scheiden  sich  aber  zu  ihrem  Vortheil  von  den  Gleichungen  5)  dadurch, 
dass  in  jeder  Gleichung  nur  eine  der  unbekannten  Functionen  Q  oder 

7i  f*  7ifT 

H  mit  ihrer  Derivirten  entweder  als  r—   oder  ab  - —  vorkommt. 

Zu  einer  Reihe  wichtiger  neuer  Relationen  gelangen  wir  noch,  wenn 
wir  die  bisherigen  Ergebnisse  anwenden  auf  die  Variationen  nach  dff«, 
die  aus  den  La m^' sehen  Relationen  entstehen.  Von  diesen  aber  sind 
ohne  Weiteres  die  dritte  und  sechste  der  Lama 'sehen  Relationen  hier 
zu  wiederholen  in  der  Form 

Die  erste  und  zweite  und  ebenso  die  beiden  letzten  der  Lame* sehen  Re- 
lationen eignen  sich  aber  hier  nicht  zur  weiteren  Discussion ,  weil  sie  die 

Variationen  -r^  und  -^  entweder  als  neue  unbekannte  Functionen  ein- 

führen  würden  oder  schon  enthalten.  Differentiirt  man  femer  die  dritt- 
letzte der  L am ^ 'sehen  Relationen  nach  dn„^  so  ist, das  Ergebniss  die 
Summe  der  mit  q^  multiplicirten  vorletzten  und  der  mit  q^  multiplicirten 
letzten  L am  ^' sehen  Relation.  Es  bleibt  also  hier  allein  die  Behandlung 
der  vierten  und  fünften  Lam6'schen  Relation  übrig,  die  wir  jetzt  schrei- 
ben in  den  Formen 


dfiy  driß 

Differentiiren  wir  nun   diese  beiden  Gleichungen  nach  du«,  so  entsteht 

dna^driy/         dfia         dfia         dn^n        dn„^ 

dna\dnß/         aw«         5»«         »««    '^^w« 
Ersetzt  man  hier  die  linken  Seiten  durch  ihre  Werthe  aus  5)  und  wen- 
det  auf  die  rechten  Seiten  die  Relationen  4)  und  7)  an,   so  erscheinen 
die  beiden  Gleichungen 

wi       sra/  yg^^  gyj^y  y^„^  g^^y 

awyV      driß     /  dfiy      * 
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wenn  man  noch  bedenkt,  dass  nach  den  beiden  ersten  La m^* sehen  Re- 
lationen 

Diese  eben  erlangten  beiden  Oleichnngen  sind  aber  vollkommen  identisch, 
denn  ihre  linken  Seiten  stimmen  ohne  Weiteres  überein  und  die  rechten 
Seiten  werden  übereinstimmend,  wenn  man  die  Relation  C)  beachtet. 
Setzen  wir  also  noch  zur  Abkürzung 

8)  Qi  +  Qt'^^j 

80  können   wir  die  obigen  beiden  Oleichnngen  zusammenfassen  in  die 
eine: 

öTiy  öfiß  vny\onß/        OTiy 

Da  nun  weiter 

driyXdnßf      dn^Kc  driß)      a  dn^Kdriß/      dnfdriy^ 
flo  können  wir  die  eben  erlangte  Gleichung  auch  umformen  in 

""     dny\dnß)      dnß  dfiy        duy 
oder  auch  schliesslich  in 

.  dnp       <r   J  L        a«y        c  J 

drtß  driy 


Diese  Gleichung  9)  ist  deswegen  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit ,  weil 
sie  neben  durchaus  bekannten  Functionswerthen  die  unbekannten  Func- 
tionen G  und  H  ohne  ihre  Derivirten  enthält,  so  dass,  wenn  die  eine 
derselben,  etwa  6,  bekannt  wäre,  aus  ihr  H  durch  eine  einfache  Auf- 
lösung einer  linearen  Gleichung  folgen  würde.    ^ 

Der  Vollstfindigkeit  wegen  möge  hier  noch  die  Gleichung  Pg.  Cap.  I,  . 
§2,  13  Platz  finden,  die  wir  jetzt  schreiben  in  der  Form 

opoy  SS  ^^^     ^„^ 

und  der  wir,  da 

dßdy     dnßKdfiy)      ^  dn^     dn^Kdriß)     ^  duß' 
aacb  die  Formen  geben  können 
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d 


*^^*^^^'^i*y^\^ÄÄ  t*^^^^ 


10) 


d    (dlk\        dlk      .^       .._       .      /a^    .    8r  \ 


§2. 
Anwendnngon  d«r  biiherigen  Besaitete. 

Durch  die  Gleichungen  9)  und  10)  des  vorigen  Paragraphen  sind 
die  Resultate  von  Pg.  Cap.  IV,  §  3  in  wesentlich  weitergehender  und 
erfolgreicherer  Weise  ersetst;  es  ist  daher  anch  möglich,  jetst  in  deut- 
licherer Weise  durch  Verwendung  der  eben  gewonnenen  Resultate  der 
Löflung  des  ganzen  Problems  näher  zu  kommen.  Abgesehen  nämlich  von 
einem  Ausnahmefalle,  sind  wir  nun  im  Stande,  den  Beweis  durch  den 
Erfolg  der  Rechnung  selbst  zu  liefern,  dass  if,  Ar,  {7  und  V  durch  ein- 
fache Quadraturen  gefunden,  also  auch  das  ganze  vorliegende  Problem 
durch  einfache  Quadraturen  gelöst  werden  könne,  wenn  man  in  den 
Besitz  von  nur  einer  der  beiden  Functionen  Q  oder  H  gelangt  ist. 

Der  erwähnte  Ausnahmefall  tritt  dann  ein,  wenn  eine  der  beiden 
Functionen  G  oder  E  der  Null  gleich  wird.  Betrachten  wir,  um  diesen 
Ausnahmefall  vollständig  zu  erschöpfen,  zuerst  den  Ausnahmefall 

G  =  ir  =  0. 

Dann  folgt  wegen  C  =  ^ — =^-5^-^  ^=-0— =■  ^-5— »   weil  17  und  V 
ona  dp  OHy  oy 

nicht  verschwinden  können,  dass  auch 

-r-5-  =  0  und  -^—  =  0. 

Es  kann   folglich  IM  nur  Function   von   a  sein  und  ist,   da  a  für  alle 
Punkte  jeder  einzelnen  Niveaufläche  constant  ist,  selbst  ein  constanter 
Werth  für  diese  Punkte. 
Da  femer  ^^^ 

ebenfalls  nur  abhängig  von  or  sein  kann ,  so  folgt ,  dass  für  alle  die  Flä- 
chen, für  welche  G=ff=0  sein  kann,  Q1  +  Q2  ein  unveränderlicher  Werth 
sein  muss. 

Weiter  ergeben  die  beiden  letzten  L am 6^ sehen  Relationen 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhalten  wir 

drfa 


ÖT  ((»i  +  ^)  =  ?i*+P,* 


oder 
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Da  nun  aber  von  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  bereits  bewiesen  ist, 

dass  sie  nur  Function  von  a  sein  kann ,  also  constant  ist  für  alle  Punkte 

einer  und  derselben  Niveaufläche ,   so  folgt,  dass  ein  Gleiches  auch  mit 

der  rechten  Seite  der  Fall  sei.     Setzen  wir  also 

a*  — 6* 
^i  +  ^»  =  «>  ^i*+^8*=^*.   also  ^1^2  =  — 2~» 

so  ergiebt  sich  hieraus  

es  muss  also  auch  sowohl  ^^,  als  auch  q^  für  alle  Punkte  der  gegebenen 
Niveauflache  constant  sein« 

Hiermit  folgt  weiter  aus  den  beiden  ersten  L  am  ansehen  Relationen 

'•(^i-C^«)==Ö»     (»(^1-^2)  =  0. 
Diese  Bedingungen  verlangen  aber  entweder,  dass  Qi  =  ^^  oder  dass  gleich- 
zeitig rsspxsO.  • 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall 
^^  s=3  ^g  c=  ConsL 

näher,  so  ergiebt  sich  aus  ^ — =Pi+P«  und  — -*  =  Oj* 
,     ^  dfia        *  dna 

dlM ^dlM  dg^  ^dlM    j^ 

folglich  durch  Integration 

wenn  lA  die  Integrationsconstante  bezeichnet. 
Weiter  folgt  nun  a^s  ^^  =  ^^^ 

hieraus  aber  durch  Integration 

wenn  B  die  neue  Integrationsconstante  bezeichnet. 

Da  nun  für  die  unendlich  entfernte  Niveaufläche   a  und  q^  gleich- 
zeitig zu  Null  wird,  so  folgt,  dass  auch  ß  =  0  sein  muss,  dass  also 

danut  ist  aber  die  Niveauflächenschaar  charakterisirt  entweder,  wenn  Qi 
von  Null  verschieden  ist,  als  concentrische  Kugelflächen ,  oder,  wenn  q^ 
gleich  Null  ist,  als  Schaar  paralleler  Ebenen.  Das  hierher  gehörige  Po- 
tentialcoordinatensjstem  ist  genugsam  bekannt  und  bedarf  hier  keiner 
weiteren  Worte. 

Ist  aber  zweitens  Qi^g^^  also  r^^^s^O,  so  folgt  nun  aus  der  dritt- 
letzten der  Lamö'schen  Belationeo  auch  (»^^g^O;  setzen  wir  also  etwa 
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^^£=0,  Q^^  0,  80  wird  jetzt  -r —  q^^=q^^  aW  durch  Integration  Af=i4'^^, 
wenn  /^  die  neue  Integrationsconstante  vertritt,,  und  aus  g-^=^i*  folgt 
jetzt  —  a'qi  -—^  =  ^1*,  also  durch  Integration 

wenn  /^  die  neue  Integrationsconstante  vertritt.  Hiermit  ist  aber  die 
zugehörige  Niveauflächenschaar  charakterisirt  als  Schaar  concentrischer 
gerader  Kreiscylinder,  deren  entsprechendes  Potentialcoordinatensystem 
ebenfalls  längst  bekannt  ist. 

Wir  kommen  jetzt  zur  genaueren  Untersuchung  des  Ausnahmefalles, 
dass  nur  eine  der  beiden  Functionen  G  oder  B  der  Null  gleich,  die 
andere  aber  davon  verschieden  ist.     Setzen  wir  also 

o  ar 

Es  folgt  jetzt  aus  der  L am £' sehen  Relation  r — =^G{H-^q)j   dass  auch 

vftß 

^  s=  0 ,  dass  folglich  die  Flächen  y  =3  Consi,  durchaus  die  Krümmung  0 
besitzen ,  d.  h.  Ebenen  sind.  Die  eine  Schaar  der  Krümmungslinien  der 
zugehörigen  Niveauflächen  müssen  also  ebenfalls  ebejie  Curven  sein;  es 
sind  dies  .diejenigen ,  zu  denen  die  Krümmung  q^  gehört. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  genaueren  Untersuchung  der  andern 
Schaar  von  Krümmungslinien,  von  denen  wir  also  irgend  ein  Element 
durch  dity  darstellen  können. 

Nach  der  Lama' sehen  Relation  ^{91-^9^)=^^  folgt  wegen  ^  =  0, 

dass  auch  ^  ==  0.  Längs  jeder  einzelneu  der  Krümmungslinien  der 
zweiten  Schaar  ist  also  Qi  von  unveränderlicher  Grösse.  Deswegen  und 
wegen  H=0  folgt  weiter  aus  der  Relation  4,  §  1,  -?*=0.     Längs  jeder 

vffy 

einzelnen  der  Krümmungslinien  der  zweiten  Schaar  ist  also  auch  ^  von 
unveränderlicher  Grösse.     Weiter  gilt  auch  die  Lam^'sche  Relation 

Wir  differentiiren  diese  Relation  nach  driy^  wenden  dabei  auf  die  linke 
Seite  die  Relation  C)  an  und  beachten  die  eben  gewonnenen  Resultate, 
es  erscheint 

Da  nun  im  Allgemeinen  q^-^Qi  nicht  verschwindet  (der  Fall  ^|=^  fahrt 
auf  den  bereits  behandelten  Fall  concentrischer  Kugelflächen  zurück),  so 
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moBB  r —  =  0    sein.     Längs  jeder  einseinen   der   Krttmmnngslinien  der 

iweiten  Schaar  ist  also  auch  r  von  unverlnderlicher  Grösse. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  dieser  Krümmnngslinien  als  räumliche 
Cnrve,  so  ist  nach  bekannten  Lehrsätzen  der  Geometrie  deren  Krüm- 
mang  P  gegeben  durch  die  Relation 

P'  =  r^  +  q^ 
Differentiiren  wir  auch  diese  Gleichung  nach   dity  und  beachten,  dass 

— -  s=  -£s  SS  0,  so  folgt,  dass  auch  -—  =  0.    Hiermit  aber  ist  gesagt:  jede 

Otty         OPy  Ofly 

einzelne  der  Krümmungslinien  der  zweiten  Schaar  ist  von  unveränder- 
licher Krümmung. 

Wir  bilden  nun  noch  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  oder  der 
oseulirenden  Ebene,  die  der  durch  den  Pankt  xyz  gehenden  Krümmungs- 
linie  der  zweiten  Schaar  angehört  und  durch  diesen  Punkt  xy  z  hindurch- 
geht.   Wir  legen  also  eine  Ebene  durch  die  drei  Punkte 

x  +  ^Uy.     y^l^^dny,     z  +  l^^dny. 


-  +  ifa«,+^^(a:  +  |5a«,)a«„      y  +  ll^ny^^iy^^^^^^ 


dx. 

Führt  man  die  Rechnung  aus,  indem  man  beachtet  Pg.  Cap.  I,  §2,6; 
Cap.  I,  §2,5;  Cap.  lY,  §1,4  und  Cap.  IV,  §  1,  3  und  die  Relationen 
D),  so  erhält  man  für  die  Schmiegungsebene  die  Gleichung,  wenn  die 
variablen  Coordinaten  mit  S,  17,  2;  bezeichnet  werden: 

Beseichnen  wir  kurz  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  dieser 
Ebene  mit  den  Coordinatenazen  bildet,  durch  A,  fi,  v,  so  ist  bekanntlich 
j^^  ^r  +  aiQi 

Legt  man  ebenso   durch  den  Punkt  x+- — 3wy,  y  +  ^—^Wy,  2+^— ^«y 

Ofly  '  Olty  '  CZy 

eine  Schmiegungsebene  an  dieselbe  Krünmiungslinie,  so  bildet  deren  Nor- 
male mit  den  Coordinatenaxen  Winkel,   deren  Cosinus  der  Reihe  nach 

Bind  l+I^^Bn„  H+|^^a«„  v+^^a«,. 
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Nun  findet  man,  wenn  man  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  10  beachtet  and 
ausserdem  bedenkt,  dass  im  jetzigen  Falle  ^—  =^— *=0, 

Es  ist  daher  auch 

dl dji  __^ |v 

dfiy       dny       dtty 

Irgend  zwei  aufeinanderfolgende  Schmiegungsebenen  einer  Krümmungs- 
linie der  zweiten  Schaar  fallen  also  zusammen,  d.  h.  auch  die  zweite 
Schaar  der  Krtimmungslinien  sind  ebene  Curven. 

Nun  haben  wir  bereits  gefunden,  dass  die  Krümmung  jeder  einzel- 
nen der  Krümmungslinien  der  zweiten  Schaar  unveränderlich  ist;  wir 
kommen  daher  jetzt  zu  dem  Resultate:  Die  zweite  Schaar  der  Krüm- 
mungslinien besteht  entweder  aus  geraden  Linien  oder  ans 
Kreisen. 

Um  diese  beiden  Fälle  hier  weiter  noch  gemeinsam  behandeln  zn 
können ,  fassen  wir  die  Gerade  als  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  auf. 

Irgend  zwei  nicht  zusammenfallende  Ebenen  der  Schaar  y^^Consl. 
treffen  alle  diese  Kreise  in  gewissen  Punkten  derart,«  dass,  wenn  man 
in  den  Treffpunkten  Tangenten  an  die  Kreise  legt,  diese  Tangenten 
senkrecht  stehen  auf  der  zugehörigen  Ebene  y^Const,  Dies  ist  aber 
nur  möglich, r.^wenn  die  beiden  Ebenen  y  =  Const  auch  die  Mittelpunkte 
sämmtlicher  Kreise  enthalten.  Da  nun  die  beiden  Ebenen  y^^ConsL  sich 
in  einer  Geraden  schneiden,  so  folgt,  dass  auch  die  Mittelpunkte  sämmt- 
licher Kreise  in  einer  Geraden  liegen  müssen.  'In  derselben  GeradeD 
müssen  sich  auch  alle  anderen  Ebenen  y=^Const,  schneiden  und  da  auch 
diese  Ebenen  normal  von  den  Kreisen  getroffen  werden  müssen,  so  folgt, 
dass  die  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kreise  enthält, 
normal  auf  allen  Ebenen  der  Kreise  stehen  muss  oder  dass'  die  Kime 
selbst  in  parallelen  Ebenen  liegen ,  die  senkrecht  sind  zu  den  Ebeneo 
y  =  Const. 

Hierdurch  aber  sind  die  hier  in  Frage  kommenden  Niveauflächen 
genug  charakterisirt,  man  erkennt  sie  als  Gylinderflächen  oder  als  Rota- 
tionsflächen, je  nachdem  die  Gerade,  welche  die  Kreismittelpunkte  ent 
hält,  in  unendlicher  oder  in  endlicher  Entfernung  liegt. 

Da  in  diesem  Endresultate  auch  der  Fall  G  =  ^=0  mit  enthalten 
ist,  so  fassen  wir  unser  Endresultat  in  die  Worte  zusammen:  Der  Aus- 
nahmefall, wo  die  Gleichungen  9)  und  10),  §  1,  keine  Ver- 
wendung finden  können,  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  ge- 
gebene Niveaufläche  entweder  eine  Cjlin  der  fläche  oder  eine 
Rotationsfläche  ist. 
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»»»«ww^<v^/^/^^^^^^^^>^^>^^^*^^^^*^»^■^ 


Da  die  Behandlung  der  Cylinder-  und  Botationsfläehen  als  gegebene 
NiyeanflSehen  anf  eine  rein  mathematische  Anwendung  führt,  die  für  die 
Folge  von  Werth  ist,  so  betrachten  wir  diese  FUchen  gleich  hier  genauer 
and  wenden  uns  da  zuerst  zu  den 

Cylinderfl&chen  als  gegebene  Niveauflächen.  Nehmen  wir 
die  Z-Axe  unseres  rechtwinklig  räumlichen  Coordinatensjstems  der  xyz 
paraUel  einer  Cylinderseite  an,  so  hat  die  Gleichung  der  gegebenen 
Niveaufläehe  die  Form  /"(o:,  y)  =  0  und  für  die  Orthogonalflächensohaar 
fszCansL  können  wir  ohne  Weiteres  setzen 

1)  ^«=y,     — oo<y^  +  oo. 

Dann  geben  die  Gleichungen  Pg.  Cap.  I,  §  1,  1 

Weiter  folgt  aus  1) 

r=l,    ^,(y)  =  0,     ^  =  0. 

Da  femer  nach  E)  auch  ^  =  0,  so  folgt  aus  L)  für  die  gegebene  Niveau- 

^ —  =  0  oder  auch  -5-  =  0. 
dfiy  dy 

Es  ist  also  k  unabhängig  von  y,  und  da  überhaupt  k  auch  unabhängig 
von  tt  sein  muss,  so  ergiebt  sich,  dass  im  vorliegenden  Falle  k  oder  auch 
K  uvLx  Function  von  ß  sein  kann.  Nach  der  ßchlussbemerkung  der  Ein- 
leitung dieser  Arbeit  können  wir  aber  anstatt  der  Gleichungen  2)  auch 

da 1^  ^Ji^     ^^ IT  ^JL^A.     — ft 

dH"      Wßdy'    Vy'^'^      dß  fi'    dz"     - 

Da  nnn  K  sowohl^  wie  auch  die  noch  unbestimmte  Function  %  nur  von 
^  abhängig  ist,  so  können  wir  uns   %  immer  so  gewählt  denken,  dass 

dl 
^r^<=:],  Bo  dass  wir  zu  dem  Resultate  kommen:  Ist  die  gegebene  Niveau- 
flüche eine  Cylinderfläehe,   so  kann  man  als  allgemeines  erstes  Integral 
der  Differentialgleichung  o~»  +  o~ä  +  ö~i  =  0  immer  benützen 

^  dx^dy'   dy         dx' 

Gesetzt  nun,  es  sei  G  für  die  gegebene  Niveaufläche  bekannt,  so 
ftnde  man  jetzt  auch  vermittelst  der  Gleichung 

.  *)  F-« 

eng 
die  Function  IM  selbst  durch  eine  blose  Quadratur.     Da  nämlich  wegen 

Ol  mr 

£)  nnd  1)  ff=0^  so  ist  auch  ^ — c=0,  also  M  nur  abhängig  von  a  und  ß. 
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Da  aber  a  für  die  gegebene  Niveauflilche  ebenfalls  conatant  ist,  so  ist 
M  ftir  Punkte  der  gegebenen  Niveanfläche  nur  abhängig  von  der  einen 
Variablen  ß.     Gleiches  Iftsst  sich  auch  von  G  darthun,  da  eine  der  Lam^- 

sehen  Relationen  ist  —  =sH{G—r)^  also,  wegen  Jy=0  im  vorliegenden 

Ofty 

Falle ,  auch  —  =  0  sein  muss.     Ist  aber  G  unabhängig  von  y,  so  kann 

es  wegen  1)  nur  als  Function  von  x  und  y  gegeben  sein.  Da  nun  fer- 
ner auch  diese  Variablen  x  und  y,  weil  G  für  iPunkte  der  gegebenen 
Niveaufläche  bekannt  sein  soll,  die  Gleichung  der  gegebenen  NiveauflSehe 
/'(^»y)  =  0  erftillen  müssen,  so  kann  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichung 
eine  der  Variablen  x  und  y,  etwa  y  eliminiren,  so  dass  G  als  Function 
von  X  allein  bekannt  ist.  Weiter  ist  nach  Pg.  Cap.  IV,  §  1  auch  all- 
gemein ^^^^  ^^^  ^^^         ^^^ 

Nun  haben  wir  bereits  gesehen,  dass  IM  unabhängig  ist  von  y^  also 
nach  1)  auch  von  t,  folglich  ist  einfacher. 

dlM__     £^^_      dlM 
dfiß'^     ^^  dx         1  dy' 
Ebenso,  wie  in  der  Function  G^  haben  wir  uns  aber  auch  in  /Af  die 
Variabeln  x  und  y  noch  an   einander  gebunden  zu  denken   durch  die 
Gleichung  der  gegebenen  Niveaufläche  f{x^  y)  s=  0.     Denken  wir  uns  also 
X  als  unabhängige,  y  als  abhängige  Variable,  so  ist 
dlM_dlM     dlM  dy  ^dlM ^    l  dlM 
dx  '^  dx       dy    dx      dx      m   dy* 
Da  ferner  im  jetzigen  Falle  aus  der  allgemein  giltigen  Relation  la^'\-mb^ 
-f-  »^1  =3  0  wegen  n  =  0  wird  /a^  +  m6]=:0,  so  kann  nun  der  obige  Werth 

von  — —  auch  geschrieben  werden  als 

driß^      m  \      dx  ^y /""         ^   dx' 

Aus  4)  entsteht  demnach 

5)  '^=--.«- 

dx  a^ 

Durch  einfache  Quadratur  findet  man  hieraus 

wenn  IJ  die  Integrationsconstante  bezeichnet,  die  im  Allgemeinen  als 
Function  von  u  zu  denken  ist.  Geht  man  in  6)  noch  von  den  Logarith- 
men zu  den  Zahlen  über,  so  entsteht 

7)  M^A.eJ^»^       . 
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E8  ist  somit  M  gefunden  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche  bis 
anf  einen  constanten  Factor  A.  Dieser  Factor  A^  der  von  Null  verschie- 
den sein  mu8S|  kann  beliebig  gewählt  werden,  so  lange  nicht  von  ariderer 
Seite  her  gewisse  Bedingungen  auftreten,  wie  z.  B.  wenn  verlangt  würde, 
dass  tt  ftir  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche  einen  bestimmten 
gegebenen  Werth  haben  solle. 

Da  femer  aus  den  Gleichungen  3)  folgt,  dass  Af=üy  so  hat  man 
mit  M  zugleich  ü  gefunden  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveanfläche. 
Ausserdem  haben  wir  gesehen,  dass  rs=Ar==l.  Es  ist  somit  das  ganze 
Tdr  Cy linderflächen  vorliegende  Problem  durch  blose  Quadraturen  auf 
dem  eben  angegebenen  und  dem  in  Pg.  Gap.  II  und  III  mitgetheilten 
Wege  lösbar,  sobald  die  Function  G  für  die  Punkte  der  gegebenen 
Niveaufläche  bekannt  ist. 

Wir  wenden  uns  weiter  zu  den 

Rotationsflächen  als  gegebene  Niveauflächen.  Nehmen 
wir  die  Rotationsaxe  der  gegebenen  Niveaufläche  zur  X^Axe  unseres 
riamlichen  Coordinatensjstems  der  x,  ^,  z,  so  hat  die  Gleichung  der 
gegebenen  Niveaufläche  die  Form  A^»y*+^*)  =  ö  oder,  wenn  wir^*+r* 
=  1*  setzen,  die  Form  /*(a;,  t)  =  0  und  für  die  Orthogonalflächenschaar 
y^Const.  treten  die  Meridianebenen  der  gegebenen  Niveaufläche  auf, 
deren  Gleichung  wir  schreiben 

8)  arctng  —  =  yy     0  <  y  <2yc. 

Hieraus  erhalten  wir 

Auch  jetzt   folgt,   ganz   wie  im  vorigen  Falle   der  Cylinderflächen, 

dlk  ^ 

dass  -:r-  =0,  dass  man  also  Arssl  setzen  kann,  so  dass  aus  den  Gleich- 
dy 

UDgen  Pg.  Cap.  I,  §  1,  1  sich  ergiebt 
1A^       du_l(dß        dj\      da_       y^dß     da      _  ±  dß 
^       d~x''?Vdi'^^dz)'    dy^      x^dx'dz""      x^  dx 
Nehmen  wir  nun   auch  jetzt  wieder  an,   dass  0  für  die  gegebene 
Niveaufläche  bekannt  sei,   so  kann  man,   ähnlich  wie  im  vorigen  Falle, 
beweisen,   dass   G  und  IM  nur  Function   von   x  und  r  sein  könne  und 
dass,  weil  x  nnd  r  zugleich  auch  der  Gleichung  der  gegebenen  Niveau- 
fläche genügen  müssen,  IM  sich  durch  eine  blose  Quadratur  finden  lässt 
und  M  selbst  dadurch  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche  bekannt 
ist  bis  auf  eine  multiplicirende  Constante.    Da  ferner  allgemein  M=k.  ü.  V 

tind  im  jetzigen  Falle  Ar  =  l,  F=  — ,  so  hat  man  jetzt  auch  [7=  r^  ge- 
fanden und  muss  somit  wiederum  durch  blose  Quadraturen  zur  Lösung 
des  allgemeinen  Problems  gelangen.  C^  r^^r^\r> 
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Die  ohen  angedeutete  rein  mathematische  Anwendung  des  eben  be- 
handelten  Problems  cylindrischer  (oder  Rotations-)  NiveauflSchen  bembt 
auf  folgender  Ueberlegung.  Irgend  eine  gewöhnliche  Differentialgleich- 
ung erster  Ordnung  q>  {x^  y)  dx  +  if;(ar,  y)dy=:0  kann  entweder  entstan- 
den gedacht  werden  aus  der  ihr  zugehörigen  Integralgleichung /*(a:,y)  =  r, 

wenn  ^  =  v(a^,y),  ^  =  *(^'»)»   ^^^^  ^ö^°  — dy"^ — dx~  ' 
aus  der  Integralgleichung  A^»  y»  ^) '^  0 ,  indem  man  annimmt,  dass  nach 

.,            ii-ij                   df{x,y,c)            df{x,y,c)  ri       *     *  r 

geschehener  Bildung  von    — und die  Constante  c  eh- 

minirt  wurde  mit  Hilfe  der  Gleichung  f{x^  y,  c)  =  0.  Die  letztere  Her- 
leitung der  Differentialgleichung,  die  schliesslich  auch  auf  die  Theorie 
des  integrirenden  Factors  führt,  ist  es  aber  auch,  welche  in  dem  vor- 
liegend behandelten  Problem  der  cylindrischen  Niveauflächen  enthalten 
ist,  weil  dieses  Problem  schliesslich  darauf  führt,  die  für  die  gegebene 
Niveaufläche  Constante  a,  die  in  der  Differentialgleichung  der  gegebenen 
Niveaufläche  Mj;  +  ^  ^y  =  0  implicite  in  /  und  m  enthalten  ist,  zu  ermit- 
teln. Man  kann  daher  erwarten,  dass  das  Problem  der  cylindrischen 
Niveauflächen  auch  auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleich- 
ungen erster  Ordnung  dureh  Quadraturen  führen  wird  und  damit  auch  anf 
die  Integration  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
drei  Variablen.  Wir  übergehen  hier  mit  der  kurzen  Andeutung  dieses 
Problem,  weil  es  uns  von  dem  vorliegenden  Stoffe  zu  weit  abführen  würde. 
Wir  wenden  uns  endlich  zu  denjenigen  gegebenen  Nivean- 
flächen,  die  weder  Ebenen,  noch  Kugelflächen,  noch  Cjlin- 
derflächen,  noch  Rotationsflächen  sind.  Die  Gleichung  einer 
solchen  Niveaufläche  sei  gegeben  in  der  Form,  bezogen  auf  ein  recht- 
winklig räumliches  Coordinatensystem  der  or,  y,  z  als 

11)  A«,y.«)  =  o. 

Gesetzt  nun,  es  sei  eine  der  beiden  Functionen  G  oder  H^  etwa  (7, 
bekannt  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche,  also  als  Function 
von  Xy  y  und  2,  wo  nun  diese  drei' Variablen  noch  der  Gleichung  11) 
genügen.  Wir  eliminiren  eine  dieser  Variablen,  etwa  z,  mit  Hilfe  von 
11)  aus  (7,  so  dass  G  als  Function  der  beiden  unabhängig  Variablen  x 
und  y  gegeben  ist.  Die  Gleichung  9),  §  1  liefert  nun  auch  in  bestimm- 
ter und  eindeutiger  Weise  die  Function  H^  aus  der  wir  ebenfalls  mit 
Hilfe  von  11)  s  eliminiren,  so  dass  nun  auch  H  als  Function  von  x  und 
y  bekannt  ist. 

Nun  gelten  weiter  die  Gleichungen 
12)  |^=C.      |^=/y 

oder,  nach  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  14,  die  Gleichungen         r^^^^T^^ 
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13)  ^=*^e_5i5,    ^=?iÄ_?ac. 

dx       n  n  dy        n  n 

Diese  beiden  Gleichungen  lassen  sieb  aber  sofort  durch  blose  Quadratu- 
ren integriren,  nachdem  man  in  ihnen  auch  in  den  Werthen  von  aj,^^« 
^1,  ^2  ^^d  ^  d>6  etwa  mit  vorkommende  Variable  r  mit  Hilfe  von  11) 
eliminirt  hat.  Es  ist  die  Integration  nämlich  möglich,  weil  in  der  Tbat 
die  Gleichung 

dy\n  n      /      dx\n  n     / 

besteht.     Führt  man  nämlich  nach  Massgabe  der  Relationen  B)  in  diese 
Gleichung  für  die  Differentiationen  nach  x  und  y  die  nach  dtiß  und  dny    ' 
ein,  beachtet  man  ferner  die  Relationen  D)  und  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  3  und  10, 
so  formt  sich  die  vorstehende  Gleichung  um  in 

ony      öriß 
Diese  Gleichung   ist   aber  immer   erfüllt,    denn   sie  ist  das  Subtractions* 
resultat  der  beiden  L am  ^' sehen  Relationen  ^ 

von  denen  wir  auch  ausgingen,  um  durch  Differentiation  nach  dn^  die 
Gleichung  9),  §  1  abzuleiten,  die  uns  vorhin  die  Function  H  lieferte. 

Bezeichnen  wir  nun  den  aus  13)  durch  Quadratur  entstehenden 
Werth  von  IM  durch  W  und  nennen  die  Integrationsconstante  lA^  wo 
nun  A  im  Allgemeinen  auch  Function  von  a  sein  kann,  so  finden  wir  also 

IM=W+IA, 
also  auch 

14)  M=Ae^. 

Es  ist  somit  M  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche  gefunden  bis 

auf  einen   constanten   multiplicirenden  Factor  A^   der  offenbar  von  Null 

und  Unendlich   verschieden   ist  und  so   lange  unbestimmt  bleiben  muss, 

als  nicht  von  andeter  (für  vorliegendes  Problem  im  Allgemeinen  fremder) 

Seite  her  eine  Bedingung  zur  Bestimmung  von  A  gegeben  ist. 

dlk 
Weiter  finden  wir  nun  auch  aus  den  Gleichungen  10),  §  1  - —  und 

Ofly 

dlk 

— .     Da   die  Ermittelung   dieser   beiden  Functionen  auf  ganz  analogen 

Wegen  zu  erfolgen  hat,  so  wollen  wir  hier  genauer  nur  die  Ermittelung 

der  einen,  etwa  ^r—   betrachten,  indem  alsdann  die  von   r—    von  selbst 
driy  dnß 

dlk 
klar  ist.     Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  —  =w,  so  giebt  die  erste  der 

Gleichungen  10).  §1  -  "'  f^.ed by GoOgk 
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,5,  tZ_,.  =  ,«..)(,_„_(|i+^^_.,). 


dfv 

in  welcher  Gleichang  die  rechte  Seite  als  Function  der  beiden  unab- 
hängig Variablen  x  und  y  vollständig  bekannt  ist.  Wir  zerlegen  rv  in 
das  Product  tv^w^^  so  dass  die  Gleichung  15)  übergeht  in 

«•)'.(l5-'-.)+'.a-?-('=-'><*-«'+(l4+Ä,-")=''- 

Diese  Gleichung  16)  zerlegen  wir  in  die  beiden 

Die  Gleichung  17)  lässt  sich  schreiben  in  der  Form 

19)  -üj— -1-6,— -l=r. 

'  ^  dx         ^  dy 

Ist  nun   weitef  /i  (x,  y)  =  c^   die  Integralgleichung  zu  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung 

so  behaupten  wir,  dass  die  Bestimmungen 


20) 


lw^  =  —  j  —  dx  +  C^  oder  /Wj  =  —  /  r-  rfy  +  C, 


r  r 

die  Gleichung  17)  integriren,  wenn  man  in  —  y  oder  in  r-  x  mit  Hilfe 

der  Integralgleichung  f^  (o*,  y)  =:  e,  eliminirt  denkt  und  wenn  C^  und  C^ 
die  Integrationsconstanten  bezeichnen,  die  auch  als  Functionen  von  c^ 
gedacht  werden  können.  Nach  geschehener  Integration  ist  die  Integra- 
tionsconstante  c^  wieder  durch  f^  (a:,  y)  zu  ersetzen. 

Um  unsere  Behauptung  zu  rechtfertigen,  weisen  wir  zunächst  nach, 
dass  man  fttr  C^  oder  C^  jede  beliebige  reelle,  von  0  und  oo  verschie- 
dene, stetig  verlaufende  Function  setzen  kann,  die  unabhängig  von  ß 
ist.  Da  nämlich  C^  oder  C^  nur  Function  von  c^^^fii^^y)  sein  soll,  so' 
können  wir  setzen 

^1  =  *i(ci)  =  ^t  (/i  (^» »))»     ^2  =  *»(<^i)  =  *»(/;(^»  ff))- 
Hieraus  folgt,  da  das  ^tale  Differential  von  %  und  %  offenbar  Null  sein 
muss. 

Aus  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 


*  Vergl.  die  Bemerkang,  welche  am  Schlüsse  der  Betrachtung  über  cylind- 
rische  und  Rotations -Niveauflächen  in  Bezug  auf  die  Integration  derartiger  Dif- 
ferentialgleichungen gemacht  wurde.  /^  i 
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Da  nnn  /j  anch  der  Differentialgleichung 

b^dx  —  a^dy^O 
genügen  sollte  >    so  mnss  nothwendig,    wenn  p   irgend  einen   noch   un- 
bestimmten Factor  bezeichnet,  sein 

dx  ^      dy  * 

Bildet  man  nun  mit  Hilfe  von  Pg.  Cap.  IV,   §  1 ,  7  ^  ,  so  folgt 

folglich  ist  auch 

^      dn^         dß'    dß        ' 
Es  ist  somit  fi{x^y)  unabhängig  von  /?,  also  auch  if;^  und  ^g»  ^^^  damit 
ist  bewiesen ,  dass  C^  oder  C^  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche 
nur  eine  Function  von  y  allein  bezeichnen  könne;  wir  setzen  deswegen 

21)  Ci  =  /ri,    c^^ir^. 

Sollen  nun  die  Bestimmun^n  20)  der  Differentialgleichung  17),  die  wir 
auch  in  der  Form 

schreiben  können,  genügen,  so  haben  wir  also  dies  nur  noch  nachzuwei- 
sen für  die  ersten  Theile  der  Bestimmungen  von  Iw^.  Wegen  der  Art, 
wie  Tj  in  diesen  Theilen  vorkommt,  ist  aber 


dlw^  _       ^         ^ 


dx 


c^Ja^       Idxj  dc^Jb^       LdxJ 


dy  dc^Ja^       LdyJ  b^      dc^Jb^    ^LdyJ 

Hieraus  ergiebt  sich  aber 

^  dx         *    rfy  \^dx       ^  dyj  dc^J  a^ 

Da  wir  nun  schon  gesehen  haben,  dass  fliT^  +  ^i^  =  0,  so  folgt, 
"  ax         oy 

dass  beide  Bestimmungen  20)  für  Itv^  ergeben 

dlrv.       .    dlw,  , 

Zugleich  ist  auch  hieraus  ersichtlich,  dass  die  beiden. Bestimmungen  20) 
für  Iw^  sich  nur  um  eine  Function  von  y  allein  unterscheiden;  dass  wir 
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also  auch  beide  Bestimmungen  zusammenfassen  -  können  in  der  einen 
Form 

23)  lwi  =  (p,{x,y)+ir^, 

wenn  (p,  (ät,  y)  diejenige  Function  vertritt ,  die  aus  den  Bestimmnugen  20) 
durch  Ausführung  der  Quadratur  und  Ersetzung  von  c^  durch  /^  ei-scheiut 
Aus  23)  erhalten  wir  weiter 

24)  Wi  =  ri.eVi(*»y). 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Integration  der  Differentialgleichung  18], 
indem  wir  für  dieselbe,    da  I\  von  ß  unabhängig  ist,   schreiben  können 

Diese  Differentialgleichung  kann  aber  ganz  so,  wie  die  17)  integrirt  wer- 
den, indem  allein  für  Iwi  jetzt  Tn^g«  ^^^  ^  jetzt 

zu  setzen  ist. 

Es  musB  daher  auch  das  Integration sergebniss  ein  ganz  analoges  sein. 
Wir  schreiben  für  dasselbe  sofort 

26)  />2  =  9'8('^,y)+X 

wo   nun   ebenfalls   q>^{Xyy)  eine  vollständig   bekannte  Function   ist,   die 
sich  durch  eine  blose  Quadratur  ergiebt,    während  F  eine  Function  von 
y  allein  (für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche)  bezeichnet. 
Weiter  erhalten  wir  aus  24)  und  26) 

fv^w^  w^  =  eyiC*.y)(<)p,  (a;,  y)  +  F) 

und ,  da  »^  =  jr—    war,  schliesslich 

In   ganz  ähnlicher  Weise,   wie  sich  eben  aus  den  Gleichungen  10), 

dlk 
§  1  - —  ergeben  hat,  finden  wir  jetzt  auch  aus  der  zweiten  jener  Gleich- 

ungen  - —  m  der  Form 
dna 

filk 

28)  |7=c*''-'"[t(',(*,y)  +  B], 

für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche,  indem  B  eine  reelle  ein- 
deutige und  stetige,  von  Null  und  Unendlich  verschiedene  Function  von 
ß  allein  bezeichnet.  Man  findet  dieses  Resultat  ebenfalls  durch  Integra- 
tion der  Differentialgleichung 

h^  dx  —  a^dy  =  0 
und  übrigens  durch  blose  Quadraturen. 
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Zu   den  in  27)  und  28)  enthaltenen  Resultaten  fügen  wir  noch  be- 
sonders folgende  Bemerkungen  hinzu: 

1.  Die  Functionen  B  und  F  können  aus  keiner  von  dem  vorliegenden 
Problem  direct  ableitbaren  Bedingung  weiter  bestimmt  werden;  es 
liegt  hierin,  wie  sich  weiter  genauer  zeigen  wird,  die  factische  Be- 
stätigung der  Bemerkung,  die  unmittelbar  vor  §  1  gemacht  wurde. 

2.  Die  Herleitung  der  Resultate  in  27)  und  28)  setzt  die  Eenntniss 
der  Integration  zweier  gewöhnlicher  linearer  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  voraus,  die  freilich  noch  nicht  auf  Quadraturen 
zurückgeführt  ist, 

3.  Die  in  27)  und  28)  enthaltenen  Resultate  erfüllen,  weil  sie  aus 
den  Gleichungen  10],  §  1  hergeleitet  wurden,  die  Bedingung 

'  drißXdny/        driy     dnyXdn^/         dn^' 

Nachdem  5—    und  ^—    für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche 
3w^  drty  ^  ® 

gefunden   sind,   so  kann  man  nun  auch  ü  und    V  für  dieselben  Punkte 

durch  blose  Quadraturen  finden. 

Die  Gleichungen  Pg.  Cap.  l,  §2,  11    und  K)   ergeben   nämlich  flir 

ü  und   V  die  Bedingungen 

Sowohl  die  ersten  beiden ,  wie  auch  die  letzten  beiden  dieser  Gleich- 
augen können  aber  ganz  ähnlich  integrirt  werden,  wie  die  Gleichungen 
12),  wenn  noch  die  entsprechenden  Integrabilitätsbedingungen ,  nämlich 

dr        d   („  dlk\  /„  dlk\ 

erfüllt  sind.     Diese  Gleicbnngen  lassen  sich  aber  auch  schreiben  in  der 

^''™     a  mk\     dik    dH  ,  ,_     .     (dit,dr\ 

8    (dlk\        dlk      dG  ,  _       .       f»9,9r\ 


Beachtet  man  aber,  dass 

driß 
80  sind  diese  Integrabilitätsbedingungen  gerade  die  Gleichungen  10),  §  1, 

;n ,  also  erfüllt. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Criß  ony 

bedingungen  g 

aus  denen  die  Werthe  von  r —  und  r—   hergeleitet  wurden ,  also  erfüllt. 
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Wie  ans  den  Gleichungen  12)  M  in  14)  durch  blose  Quadraturen 
gefunden  wurde,  so  finden  wir  also  auch  jetzt  aus  den  Gleichungen  30) 

31)  t/=^i«^*,      r=^jß^« 

für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche,  wenn  A^  und  A^  Integn- 
tionsconstanten  bezeichnen,  die  im  Allgemeinen  auch  Functionen  von  c 
sein  können. 

Nachdem  somit  M^  ü  und  V  für  die  Punkte  der  gegebenen  Nivean- 
fläche  ermittelt  sind,  so  ergiebt  sich  noch  aus  Pg.  Oap.  I,  §  2,  2  durch 
Sub^itution  der  gefundenen  Werthe  von  ilf,   ü  und   V 

Ae^ss-.kA^e^'^A^e^*^ 
hieraus  aber  schliesslich 

32)  Ä=-A.ß»'-(»\+»'.) 

A^A^ 

ebenfalls  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche. 

Es  hängt  also  die  Lösung  des  ganzen  vorliegenden  Problems,  ab- 
gesehen von  dem  in  der  zweiten  Bemerkung  Gesagten,  allein  noch  ab 
von  der  Beschafiung  der  Function  G. 


§3. 
Beispiel. 

Lam^  hat  in  seinen  Lefons  sur  les  coord,  curv,  gezeigt,  dass  die 
drei  Mittelpunktsflächen  zweiten  Grades  so  beschafifen. sind ,  dass  man  das 
sich  orthogonal  schneidende  homofocale  System  derselben  so  umformen 
kann ,  dass ,  wenn  sie  zusammengefasst  werden  in  den  Formen  a  =  Const.^ 
ß  =  ConsL ,  y  =  Consi, ,  man  d^(ß)  =  A^{y)  =  0  setzen  kann.  Wir  werden 
aus  dieser  letzteren  Bedingung  allein  die  zugehörige  Function  G  ermit- 
teln und  damit  zur  Lösung  des  Problems  gelangen,  soweit  es  in  den 
vorangehenden  Zeilen  genauer  besprochen  worden  ist. 

Wir  stellen  jede  der  drei  in  Rede  stehenden  Flächen  allgemein  dar 
durch 

aa:*  +  6y*  +  c«*=  1,     a  >  6  >  c. 

Wir  schreiben  als  Gleichung  der  gegebenen  Niveaufläche 

Wir  erhalten  hieraus  fttr  die  Werthe  A^  B  und  C  in  Pg.  Cap.  II,  §1, 
wenn  wir  noch  dem  dortigen  /  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  geben 
und  anstatt  a  f  geschrieben  denken , 

1)    Ac=.ax(h  +  l){c  +  l),    B  =  hy{c  +  l)(a  +  l),    C=C2(a  +  /)(6+0. 

Da  nun  überhaupt  sein  muss 
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80  finden  wir  hieraus  dnrch  Substitution  der  gehörigen  Werthe 

2)      a»a:«(6  +  0(r+/)  +  6V(c  +  /)(a  +  0  +  c'«'(a  +  0(^  +  0=0. 
Die  Wurzeln  dieser  in  /  quadratischen  Gleichung  liegen  so,  dass,  wenn 
wir  sie  mit  \  und  /^  bezeichnen,   ihre  absoluten  Werthe  der  Bedingung 
genügen  -      ^^h>.b>h^c. 

Wir  ftthren  nun  /j  und  /^  als  neue  Coordinaten  für  die  Punkte  xyz  der 
gegebenen  Niveaufläche  ein  und  haben  zu  diesem  Zwecke 

aa:«  +  6y«  +  cz«=l,    a^x^ +  b^y^  +  c^z^^^-^, 

a«ajH^  +  c)  +  ^V(^+«)  +  ^*«*(«  +  '^)  =  -  fl^c  •  TT^- 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  zur  Abkürzung  noch 

a  —  b      b  —  c      C'-'ü 
4)  /)=  +         +  , 


Hiermit  erhalten  wir  nun  leicht  für  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  der 
Normalen  der  gegebenen  Niveaufläche  im  Punkte  xyz  gegen  die  Coordi- 
natenaxen  /TU 

Setzen  wir  in  1)  für  /  entweder  /^  oder  /,  und  gehen  dadurch  ent- 
weder die  Werthe  von  ^|,  B^^  C^  oder  von  ^g,  B^y  C^  hervor,  so  ist 
weiter  J^+  B^  +  C^=sN^ 

Führen  wir  auch  hier  mit  Hilfe  der  Gleichungen  5)  anstatt  a;,  y,  s;  die 
Variablen  /j  und  /^  ein,  so  entsteht 

V=«6c.'?^(«+g(6+/,)(c+/.), 
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'»'i 
Für  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  der  Normalen  der  beiden  Or- 
thogonalflKchen    im  Punkte   xy  z   der  gegebenen   Niveaufläche  erhalten 
wir  also 


«I  =  -  1^  -r-r ==-; r .  ! 


7) 


/c-a    (b+i;){c  +  lj 
abcü  /,  — ;, 


i,^^    //''-^  (ft+/»)(<^+/i)T^+^ 


.  l/"-^   (c+/,)(/.+/t)(6  +  /,) 

*»^      y   abcD  l^  —  l^  ' 

"»~      y    abcD  /,-/, 

^  f     abc  D  l^  —  /j  ' 

Wir  wollen  nun  weiter  die  üerivirten  von  /j  und  /,  nach  dnp  uod 
d/iy   herstellen.     Hierzu   hentitzen   wir   die   Gleichungen   3),    indem  wir 

zunächst  die  Derivirten  von  r-  ^^^  T*  ^^^^  ^*  tf  ^^^  ^  daraus  ableiten. 
Wir  finden  auf  diese  Weise 

dx       bc    /,-//'»  +  ''+*'^'     ay       ca    /,-//'«  +  ''  +  '''' 
Nun  ist  *      * 

a^__    ai;_    a^i_    a^i     a^  _ 
aw^""    ''»aa:     ^ay    ^'^az'    a«^"""' 

Setzt  man  die  entsprechenden  Werthe  aus  den  Gleichungen  9)  ein 
und  benützt  für  die  Zähler  von  a^»  ^1,  ...  noch  die  obigen  aus  1)  abzu- 
leitenden Werthe,  die  also  noch  x,  y  und  z  enthalten,  und  eliminirt als- 
dann diese  Variabein  mit  Hilfe  der  Gleichung  5),  so  findet  man 


10) 
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Wir  wollen  nun  noch  die  Krümmungen  ^j,  q^^  r  nnd  q  durch  /^  und 
/j  darstellen. 

Die  Gleichungen  3)  gehen  sofort 

Ferner  ist 

^^      1       ££,^_1_  /ap,  ^      ap,  ^\_J_  dj^  dl^ 

Wir  finden  also  weiter 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nun  dazu  über,  die  eigent- 
lich gesuchten  Werthe  von  Gy  H^  My  ü^  V  und  k  zu  bestimmen,  indem 
wir  den  in  §  2  angegebenen  Weg  einschlagen,  nur  mit  der  Modification, 
dass  wir  jetzt  l^  und  l^  als  Variable  benützen  anstatt  der  in  §  2  benütz- 
teu  X  und  y* 

Als  diejenige  Bedingung,  aus  der  wir  G  zu  ermitteln  haben,  nehmen 
wir  an,  dass  ^^(i^)^^  ^^^^  ^^^^-  Dann  ergiebt  sich  aus  der  ersten  der 
Relationen  L)  .,, 

oriß 

Differentiiren   wir  diese  Gleichung  nach  dn«,   indem  wir  beachten,   dass 

dlk 
Ik  von   a  unabhängig  ist,   dass  also  auch  -—  =0,   so  erhalten  wir  mit 

Hilfe  von  3)  und  7),  §  1 

-2r^,  =  -2^,(r-(?). 
Hieraus  folgt  aber 
13)  G  =  r.?SZL£i==£Z£?  =  ^2  ?i^JL  £il. 

Die  Function  H  bestimmen  wir  aus  9) ,  §  1 ,  indem  wir  im  jetzigen  Falle 
haben 


dny   a      */i+/2\/x+^a    2/2/an^  awy' 
/tf  a/iy^     1    /   1        1  \di^  di^ 

nß     c        ^h  +  h\h  +  k'^2ljdnßdn^' 


d  ^ 
dj6  dn 

driß  driß  _  1         a/,    dl^ 

<J*      ""1^1  +  ^2)^  ^ß  ^r 
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>M^^AAAA^«W«^WM^WM^^^^^A^^^^^^kM^i^^^^^4WWW^SA^^^MMt 


Die  rechte  Seite  der  Gleichung  9),  §  1  wird  also  im  yorliegenden  Falle 
Weiter  finden  wir 

dnß        a  *li+itdnß'    driy        a        ^V/i+Zg     2/,/any 

Die  Oleichnng  9),  §  1  wird  also  jetzt 

hierana  erhalten  vir 

Ans  13)  und  14)  folgt  nnn 

a^w^j^a^    diM^  1  di^ 

oder,   da  wir  anch  /itf  als  Function  von  /^  und  l^  zn  betrachten  haben, 

a^  a^    ar¥  a^^  1^  a^    diu  a/^  .  a/^  a/,  ^  i  a/, 

a/i    dnß       dl^    düß     ilj^driß'     dl^    dn^^  dl^   dn^     21^  dn^ 
Hieraus  wird  aber  mit  Hilfe  der  Gleichungen  10) 

a/f     2//    a/j     2/,' 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 

15)  M^AyiJ,==-       '*^'"" 

wenn  lA  die  Integrationsconstante  bezeichnet. 

Die  Gleichungen  10),  §  1  werden  im  vorliegenden  Falle,' da 

dr  ^  1      a/jt  aiy     a^^  i      a/^  a/, 

.     1      a/i  a^ 
'"^"^    *(/,-/,)«  a«^  an/ 

±^(^\_    a/^^       1         dh   dh 
dnyKdfißJ        dfiß     {h'^h?  ^^f  ^^r' 

Von  diesen  Gleichungen  16)  haben  wir  blos  die  erste  zu  benutzen,  da 

wir  bereits  wissen,  dass 


16) 


fr:=- 
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^^/»^>rfS^.<MVAyVA^^^^ 


dlk 
Da  wir  nun  aber  auch   ^ —    als  Function   von  /,   und   L  zu   betrachten 
ony 

haben,  so  können  wir  mit  Hilfe  der  Gleichungen  10)  und  der  Relation 

C)  die  linke  Seite   der  ersten   der   Gleichungen    16)  weiter  umformen. 

Ea  ist 

drißXdny)        drty^dnßKdl^  driy/         driy  dl^ 

^^  l.(^\^  4.—    a^  _  _a^  aa 

~'  dny  dli\dl^/  dn^'^  34^^  driy      ^  dtiy  dl^ 

di^dl^  driß  duy 
Die  erste  der  Gleichungen  16)  giebt  daher 
17)  llL^-1—. 

Wir  erhalten  hieraus  durch  Integration 

wenn  L^  eine  Function  von  /,  bezeichnet,  die  wir  willkürlich  annehmen 
können. 

Wir  wollen  Z^s— -j-  setzen,  so  dass  entsteht     - 

dlk\^     1  1  _      ^i 


a/,    /,-/i    /,        i^'h-i^ 

Maltipliciren    wir  diese  Gleichung  mit  ^  und  beachten,   dass  ^  ^ 

dlk  ^ 

=  r--  und  die  Gleichungen  12),  so  entsteht  auch 

Vergleichen   vrir  dieses  Besaltat  mit  den  Relationen  L),  so  ergiebt  sich 
noch,  dass  auch  //,(/)  =  0. 

Ans  den  Gleichungen  30),  §2  folgt  weiter  für  den  jetzigen  Fall 

diu      ^,  diu 

-—  =  G+r,      ä— =  ?, 

'  dir  dir    „, 

Da  auch  /  ü  und  /  V  nur  Functionen  von  l^  und  /^  sein  können ,  so  folgt 
aus  diesen  Gleichungen  19)  sofort  weiter 

2  az,-*V/,^  »/,(/,-/,);•   a/,     *'w,(/,-g' 

Hierans  finden  wir  /->  i 
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2,)  e,=^..A^,     F=.,AÜ., 

wenn  IJ^  und  lA^  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 
Endlich  ergiebt  sich  noch  ans  M=kü.V 

i«l  ^2        «1  »2 

Hiermit  sind  die  Werthe  gewonnen,  die  nun,  wie  in  Pg.  gezeigt 
wurde,  der  Lösung  des  ganzen  vorliegenden  Problems  zu  Grunde  gelegt 
werden  müssen. 
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Vn.  Eine  neue  Messungsmethode  der  Ctenstanten  optisch  ein-  und 
zweiaziger  Xrystalle. 

Ein  vorzügliches  Mittel,  leicht  und  sicher  die  optischen  Constanten 
flüssiger,  weicher  und  fester  Körper  zn  messen ,  bietet  das  bekannte  Re- 
fractometer  von  Prof.  Abbe  in  Jena  dar.  Das  Princip  des  Instruments 
beruht  auf  der  Benutzung  der  totalen  Reflexion  des  Lichtes  an  der  zu 
untersuchenden,  zwischen  den  Spaltungsflächen  eines  Flintglasprismas 
eingeschlossenen  dünnen  Flüssigkeitsschicht.  An  der  Grenze  der  totalen 
Reflexion,  welche  sich  als  sogenannte  Auslöschungsgrenze  markirt, 
gehen  die  Lichtstrahlen  stets  parallel  den~  Begrenzungsflächen  durch  die 
Flüssigkeitsscliicht  und  es  wird  spmit  stets  die  Geschwindigkeit  der  Licht- 
welleu  oder  Lichtstrahlen  in  dieser  Richtung  gemessen. 

Ich  benutzte  zuerst  das  Instrument  zur  Messung  der  Brechungsindices 
sämmtlicher  brechender  Augen medien  und  zwar  nicht  blos  der  flüssigen, 
sondern    auch    der   festweichen   Liusenschichten   und   Häute.      Die  Mes- 
sungen  ergaben    für   das   normale  menschliche  Auge  folgende  Resultate: 
Brechungsindex  des  destillirten  Wassers  von  12,5^0.  1,3326, 

der  Hornhaut 1,3750, 

des  Eammerwassers 1,3351 , 

der  vorderen  Linsenkapsel    ....  1,3750, 

der  Corticalschicht 1,3867, 

der  mittleren  Schicht 1,4075, 

der  Kernsubstanz 1,4154, 

der  hinteren  Linsenkapsel    ....  1,3600, 

des  Glaskörpers 1,3348. 

Hiernach   lässt  sich   die    Curve   der  Brechungsindices   innerhalb    der  ge- 
schichteten Krystalllinse  nahezu  durch  die  parabolische  Gleichung 


n  =  1,4150-0,0400(1^) 


ausdrücken ,  wo  b  die  halbe  Axe  der  Linse  in  der  Accomodation  für  die 
Nähe,  y  den  Abstand  irgend  einer  Schicht  vom  Kerncentrum  bezeichnet.* 


*  Man  vergl.  Matthiessen,   Grandriss  der  Dioptrik  geschichteter  Linsen- 
Systeme,  §§  31— 87.    Leipzig  1877.  ^  t 

Digitized  by  VjOOQ IC 


188  Kleiuere  Mittheilnngen. 

Später  yersachte  ich ,  das  genannte  Refractometer  znr  Messung  opti- 
scher Constanten  sehr  dünner  fester  Körper  anzuwenden.  Dies  gelang 
wegen  der  dazwischentretenden  Luftschichten  nur  dadurch,  dass  eine 
Flüssigkeit  von  heliebigem  grösserem  Brechungsvermögen  eingeschaltet 
wurde.  Nimmt  man  nämlich  eine  Flüssigkeit  von  geringerem  Brechungs- 
vermögen als  dem  der  zu  untersuchenden  Substanz,  so  erhält  man  nnr 
den  Brechungsindex  der  Flüssigkeit.  In  dem  ersten  Falle  hat  das  abso- 
lute Brechungsvermögen  auf  die  Messung  keinen  Einfluss.  Um  mich  hier- 
von zu  vergewissern,  wurden  unter  meiner  Leitung  von  Herrn  Stnd. 
Frank -zunächt  die  Indices  von  geeigneten  Flüssigkeiten  von  verschie- 
denem Brechungsvermögen  gemessen.  Es  ergaben  sich  folgende  Re- 
sultate : 

Destillirtes  Wasser.    1,3326, 

Salmiakgeist     .    .    .    1,3357, 

Negativlack  ....    1,4003, 

Petroleum     ....   1,4392, 

Gljcerin 1,4452, 

Styrol >  1,5407, 

Nitrobenzol  ....   1,5532, 

Cassiaöl 1,5925, 

Schwefelkohlenstoff.   1,6265, 

Bromphosphor  PBr^  1,6950. 
Das  Brechungsvermögen  des  PBr^  konnte  nicht  mit  Sicherheit  be- 
stimmt werden,  da  sich  dasselbe  an  der  Luft  rasch  unter  Bildung  von 
BrH  zersetzte  und  sich  schon  etwa  nach  20  Secunden  ein  Zersetzungs- 
product  von  dem  Brechungsindex  1,4770  bildete.  Die  Indices  der  übri- 
gen Substanzen  sind  bis  auf  einige  Einheiten  der  vierten  Decimale  genau. 
Es  wurde  nun  zur  Prüfung  einer  bestimmten  Sorte  gläserner  Deck- 
plättchen  für  mikroskopische  Präparate  mit  Styrol,  Nitrobenzol,  Cassiaöl 
und  Schwefelkohlenstoff  in  das  Refractometer  gebracht.  Als  Grenzwerthe 
einer  Reihe  von  Messungen  ergaben  sich  folgende  Resultate: 

1,5216  —  1,5221  durch  Styrol, 

1,5218  — 1,5219      „      Nitrobenzol, 

1,5210—1,5215      „      Cassiaöl, 

1,5203  — 1,5214  „  Schwefelkohlenstoff, 
1,4439  „  Glycerin. 
Durch  diese  Beobachtungen  ist  also  die  Annahme  vollkommen  be- 
stätigt, die  kleinen  Abweichungen  liegen  innerhalb  der  Fehlergrenze  der 
Messungen.  Der  Versuch,  diese  Methode  auch  auf  doppeltbrechende 
Substanzen  anzuwenden,  gelang  vollkommen.  Die  Methode  bietet  über- 
dies den  Vortheil,  dass  man  mit  Hilfe  eines  Nicol  oder^^ines  Turmalin 
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kiystalls  sofort  den  extraordinären  Lichtstrabi  von  dem  ordinären  zn 
unterscheiden  im  Stande  ist.  Stellt  man  nämlich  die  Aze  des  Turmalins 
senkrecht  znr  Anslöschnngsgrenze  oder,  was  dasselbe  ist,  parallel  zur 
Brechnngsebene  der  Strahlen,  so  erhält  man  stets  den  ordinären,  in  der 
darauf  senkrechten  Stellung  stets  den  extraordinären  Strahl.  Da  mau  Gyps 
und  Glimmer  in  beliebig  dünnen  Platten  sich  verschaffen  kann,  so  wurden 
zunächst  an  diesen  die  Wellenflächen  optisch  zweiaxiger  Medien  gemessen. 

1.  Gyps  (klinorhombisch).  Derselbe  ist  parallel  der  Ebene  der 
optischen  Axe,  also  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Elasticität 
vollkommen  spaltbar,  ziemlich  deutlich  und  zwar  faserig  parallel  den 
Abstumpfungsflächen  der  vorderen  und  hinteren  stumpfen  Säulenkanten, 
sowie  den  hinteren  schiefen  Endflächen ,  so  dass  man  rhomboidische  Ta- 
feln erhält,  deren  schmale  Seiten  oder  Flächen  der  dritten  muscheligen 
Stnictur  einen  Winkel  von  65^36'  mit  den  Flächen  der  zweiten  fase- 
rigen Strnctur  bilden.  Ausserdem  bilden  die  vorderen  und  hinteren 
findzuschärfangskanten  einen  Winkel  von   118^26'. 

Es  wurde  nun  die  Fläche  der  zweiten  Structur,  also  die  Hauptaxe 
des  Erystalls  in  die  Refractionsebene  der  Prismen  des  Refractometers 
gelegt,  diese  Lage  mit  0^  bezeichnet  und  wurden  dann  bei  successiver 
Drehung  der  Platte  folgende  Indices  des  extraordinären  Strahles  mit  Hilfe 
von  Cassiaöl  gemessen: 


*»/>: 

l:«ß  =  r: 

00 

1,5201 

0,6578, 

24  »24' 

1,5224 

0,6569, 

57«  12' 

1,5283 

0,6543, 

90» 

1,5283 

0,6543, 

1140  24' 

1,5258 

0,6554, 

1470  12' 

1,5207 

0,6576, 

180» 

1,5200 

0,6579, 

2040  24' 

1,5227 

0.6567, 

2370  12' 

1,5278 

0,6545, 

2700 

1,5287 

0,6542, 

294024' 

1,5254 

0,6555, 

327012' 

1,5204 

0,6577, 

3600 

'1,5202 

0,6578. 

Der  Brechungsindex  des  ordinären  Strahles  war  constant  und  zwar 
im  Durchschnitt  von  J6  Messungen  gleich  1,52184.  Durch  die  recipro- 
ken  Werthe  r  der  Indices  n^  sind  nun  die  Radii  vectpres  der  Wellen- 
fläche bestimmt.  Die  beiden  Maxima  und  Minima  liegen  ungefähr  14^ 
(Neumann)  von  den  rechtwinkligen  Axen  entfernt  und  bestimmen  die 
Hauptaxe  der  elliptischen  Welle.  Bezeichnet  man  den  kleinsten  Brech- 
nngsindex  mit  a,  den  mittleren  mit  /3,  den  grössten  mit  y^  so  ist  filr 
Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit,  genauer  für  />:  r^  i 
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a  «  1,5195 ,    ß  =  1,5218 ,     y  =  1,5283. 

Die  gTÖ88te  Axe  der  elliptischen  Welle  weicht  am  oberen  Ende  des 
Krystallblättcbens  etwa  nm  14^  nach  vom  von  der  krystallographiacben 
Hanptaze  ab;  sie  ist  die  Axe  der  kleinsten  Elasticitftt.  Die  Axe  der 
grössten  Elasticitit  steht  senkrecht  zur  vollkommensten  Spaltangsebene^ 
sie  ist  zugleich  die  Axe  der  Symmetrie. 

Ans  den  drei  Hanptbrechnngsexponenten  a,  ß^  y  berechnet  sich  nun 
der  Winkel,  welchen  die  optischen  Axen  mit  der  Axe  der  kleinsten 
Elasticitftt  einschliessen ,  nach  der  Formel 


COSZ' 


;*=  ■ 


wo  a=l:a,  b=sl:ß^  c  =  l:y  zu  setzen  ist.     Demnach  ist 

worans  man  erhält  z  =  30^  47'  30".  Die  kleinste  Axe  der  Elasticität  ist 
also  hier  die  erste  Mittellinie,  der  Gyps  optisch  -  positiv  und  der  Winkel 
der  optischen  Axen  gleich  61^35\  Die  eine  der  beiden  optischen  Axen 
steht  nahezu  senkrecht  zur  zweiten  Structurflftche  mit  einer  Neigung  von 
82^23',  die  zweite  optische  Axe  nahezu  senkrecht  zur  dritten  Structur- 
fläche  mit  einer  Neigung  von  ebenfalls  82^23^  Der  Winkel  der  opti- 
schen Axen  bildet  demnach  mit  dem  Winkel  der  vorderen  und  hinteren 
Endzuschärfungskante  genau  einen  Winkel  von  180^  und  die  kleinste 
Elasticitätsaxe  halbirt  jenen  Winkel  nahezu. 

.    Der  Winkel  der  secundären  optischen  Axen  oder  der  optischen  Axen 
der  Strahlen  mit  der  Axe  der  kleinsten  Elasticität  ist  gemäss  der  Gleichung 


oder 


^ c*  \bj 


;-(7)       . 

Daraus  findet  man  ?=  30®  41' 10"  und  den  Winkel  2  t,  den  die  beiden 
secundären  Axen  mit  einander  bilden,  gleich  61^  22' 20''.  Aus  dem  Um- 
stände, dass  der  mittlere  Brechungscoefficient  ß  constant  ist,  folgt  noch, 
dass  die  Ebene  der  optischen  Axen  mit  der  Symmetrieebene  coiocidirt 
Nach  Angström  ist  «  =  1 ,52056,  /S  =  1,52267,  y  =  1,52975,  worans  folgt 
2  ?  =  57<^  30' 50'.     (Pogg.  Ann.  Bd.  86,  S.  206  —  234.) 
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2.  Olimme.r  (rbombiscb).  Seine  SpaUnngsebene  ist  zur  Ebene  der 
optiscben  Axen  senkrecbt,  parallel  dem  durcb  die  Axe  der  mittelsten 
and  kleinsten  Elasticität  gelegten  Hanptscbnitte  der  Elasticitätsfläcbe. 

Es  wurde  zunächst  an  einem  Glimmerblättchen  im  Polarisations* 
mikroskop  die  Lage  der  Ebene  der  optischen  Axen  bestimmt  und  das- 
selbe so  in  das  Refractometer  gebracht,  dass  die  Ebene  der  optischen 
Axe  mit  der  Refraction sehen e  coincidirte,  und  bei  fortgesetzter  Drehung 
des  Blättchens  der  Index  bestimmt.  Für  den  ordinären  Strahl  ergab  sich 
im  Durchschnitt  aus  22  Messungen  der  constante  Werth  »/>=  1,5692, 
ferner  für  den  extraordinären  Strahl  bei  einer  Neigung  der  optischen 
Axenebene 


n<: 

l:»»«^r: 

on  0« 

1,6049 

0,6231 , 

„  45» 

1,6070 

0,6223, 

„  90« 

1,6117 

0,62045; 

1,5692      0,63725. 
Durch   diese  Constanten   ist   die  Wellenfläche   in   dem   Olimmerblättchen 
vollkommen  bestimmt.     Für  den  Strahl  D  ist  ' 

«=1,5692,     /3«=  1,6049,     y  =  1,6117. 
Daraus  berechnet  sich  z  =  81  ^  6' 10'';   der  Krystall  ist  also  optisch  nega- 
tiv, die  Axe  der  grössten  Elasticität  die  erste  Mittellinie  und  der  spitze 
Winkel   der   optischen   Axen  gleich  17^47'40",  der  Winkel   der  secun- 
dären  optischen  Axen  gleich  18®  37' 20", 

Rostock,  10.  Juli  1877.  Prof.  Ludw*  MATTaiESSBN. 


Vm.   Bemerkungen  über  das  vollständige  Viereck.  • 

(Hierzu  Taf.  IV,  Fig.  12  und  13.) 

Es  hat  dem  Unterzeichneten  immer  scheinen  wollen,  als  ob  der 
Gauss 'sehe  Satz,  dass  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  eines  vollstän- 
digen Vierecks  in  einer  Geraden  liegen,  eine  sehr  isolirte  Stellung  habe 
and  vielleicht  nur  ein  Bruchstück  aus  einem  Gomplexe  zusammengehöri- 
ger Sätze  bilde.  In  der  That  bestätigt  sich  diese  Vermuthung,  wenn 
man  den  Gauss 'sehen  Satz  nicht  als  eine  Eigenschaft  des  Vierecks 
ansieht,  sondern  als  Eigenschaft  eines  Dreiecks  ^  ^  C',  dessen  Ecken  mit 
einem  beliebigen  Punkte  R  verbunden  sind,  der  ebensowohl  ausserhalb, 
als  innerhalb  des  Dreiecks  liegen  kann  (Tafel  IV,  !Fig.  12  und  13).  Sind 
nämlich  U,  F,  W  die  Punkte,  in  welchen  die  Verbindungslinien  AR^ 
BR,  CR  den  Gegenseiten  ßC^  CAy  AB  begegnen,  so  liegen  nach  Gauss 
in  einer  Geraden 

die  Mittelpunkte  you  DC\  AR,   VW, 
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und  hier  lehrt  eine  hlosse  cyklische  BnchstabenTertanschnng ,  dass  dieser 
Satz  das  Drititheil  eines  nmfaesen deren  Satzes  aosmacht,  womach  ferner 
die  Mittelpunkte  von  CA^  BR,   WO 
und    f,  ,y  „     AB^  CRj   OV 

in  geraden  Linien  liegen  müssen.  Diese  drei  Geraden  verbinden  die 
Mitten  der  Gegenseiten  und  der  Diagonalen  des  einfachen  Vierecks  CABR 
nnd  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  0. 

Dieser  Satz   lasst  sich   wieder  durch  perspectivische  Projection  ver- 
allgemeinern.   Beachtet  man  nämlich,  dass  Anfang,  Mitte  nnd  Ende  einer 
Strecke   nebst   dem   unendlich  entfernten  Punkte  derselben  Geraden  ein 
System   harmonischer  Punkte  bilden    und  dass  die  Projection  einer  har- 
monisch  getheilten  Geraden  wiederum  harmonisch  gethcilt  ist,   so  erhält 
man  folgenden  Satz,   worin  der  Durchschnitt^zweier  Geraden  PQ  und  .« 
mit  (P0)§  bezeichnet  ist:    Die  in  der  vorigen  Figur  enthaltenen  Greraden 
BC,  CA,  AB,  AR,  BR,  CR,   VW,   WU,   UV  seien   bis  zu  ihren  Durch- 
schnitten mit  einer  beliebig  gewählten  Geraden  s  verlängert,  dann  liegen 
jedesmal  in  einer  Geraden  die  vierten  harmonischen  Punkte 
zu    B,  C,  (BC\;     A,  R,  {AßU      V.   ^\  {VW)r, 
„     C,  A,  {CA)r,      B,  R,  (BR)r,      W,  ü,  {WO).',     . 
„    A,  B,{ABU      0,  R,    {CRU      ü,   V,  (UV).-, 
diese  drei  «Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  Figur  enthält  jetzt  ausser  den  festen  Punkten  A,  B,  C  einen 
beliebigen  Punkt  R  und  eine  willkürliche  Gerade  s;  es  liegt  daher  nahe, 
den  letzteren  Gebilden  irgendwelche  Bewegungen  zu  ertheilen,  z.  B.  bei 
festgehaltenem  8  den  Punkt  R  auf  einem  Kegelschnitte  herumzufahren, 
oder  bei  festbleibendem  R  die  Gerade  s  einen  Kegelschnitt  umhüllen  zn 
lassen.  Wie  sich  dann  die  drei  vorhin  bezeichneten  Geraden  und  ihr 
Durchschnitt  bewegen  werden ,  verdiente  wohl  eine  nähere  Untersuchung. 

Zu  dem  obigen  Satze  lässt  sich  nun  leicht  der  reciproke  Satz  anf- 
stellen,  wobei  der  Durchschnitt  zweier  Geraden  p  und  q  mit  {pq)  nnd 
die  Gerade  zwischen  dem  Punkte  {pq)  und  einem  andern  Punkte  5  mit 
)pq)g  bezeichnet  werden  möge.  Der  betreffende  Satz  lautet:  Die  Seiten 
n,  by'C  eines  Dreiecks  werden,  nöthigenfalls  verlängert,  von  einer  be- 
liebigen Transversale  r  in  den  Punkten  {ar),  {br),  (r.r)  geschnitten  und 
diese  Punkte  mit  den  gegenüberliegenden  Dreieckespitzen  (Ac),  (c/i),  («M 
durch  Gerade  verbunden,  welche  u,  v,  w  heissen  mögen;  wird  nun  noch 
ein  willkürlicher  Punkt  S  hinzugenommen ,  so  schneiden  sich  jedesmal  in 
einem  Punkte  die  vierten  harmonischen  Strahlen 
zu  b,  c,  (bc)g;  a,  r,  [ar)^-, 
„    c,  a,  (c/i)^,;      b,  r,   (6r)^; 

diese  drei  Punkte  liegen  in  einer  Geraden. 
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Hier  wiederholt  sich  die  frühere  Bemerkung,  dass  zwei  willkürliche 
Gebilde  r  nnd  S  vorhanden  sind,  deren  Bewegungen  gewisse,  noch  zu 
QDtersnchende  Bewegungen  der  drei  vorigen  Punkte  und  der  sie  enthal- 
tenden Geraden  hervorrufen  werden. 

Lässt  man  den  Punkt  S  ins  Unendliche  wegrücken ,  so  gelangt  man 
zu  dem  Correlate  des  Gauss 'sehen  Satzes,  welches  sich  von  dem  vori- 
gen Satze  durch  den  Parallelismus  aller  nach  S  gezogenen  Geraden  unter- 
scheidet. Hierbei  möge  jedoch  eine  Besonderheit  erwähnt  sein,  welche 
ihren  Grund  darin  hat,  dass  es  nur  eine  unendlich  -  ferne  Gerade,  aber 
beliebig  viele  unendlich  •  ferne  Punkte  giebt.  Das  ursprüngliche  Gauss'sche 
llieorem  enthält  nur  eine  willkürliche  Grösse,  nämlich  den  Punkt  R,  in 
dem  Correlate  bleibt  ausser  der  Transversale  r  noch  die  Kichtung  der 
Parallelen  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  5  willkürlich;  man 
kann  demnach  r  festhalten  und  die  Richtung  der  Parallelen  stetig  ändern, 
woraus  dann  specielle  Bewegungen  der  vorkommenden  drei  Punkte  und 
der  sie  enthaltenden  Geraden  hervorgehen  werden. 

Dem  Unterzeichneten  fehlt  in  seiner  jetzigen  Stellung  die  Zeit  zu« 
ausführlicheren  mathematischen  Untersuchungen,  er  theilt  daher  das  Vo- 
rige als  eine  Anregung  mit,  die  vielleicht  einem  Geometer  Anlass  zu 
weiterer  Verfolgung  der  Sache  giebt.  Schlömilch. 


IX.   üeber  doppelt -oentrisoha  Vierecke.* 

Diejenigen  Vierecke,  welche  einem  Kreise  umschrieben  und  zugleich 
einem  andern  Kreise  eingeschrieben  sind,  scheinen  bisher  noch  wenig 
Beachtung  gefunden  zu  haben;  dass  sie  aber  eine  sglche  verdienen, 
mögen  die  folgenden  Aufgaben  und  Lehrsätze  zeigen,  die  ich  hier  zur 
Anregung  mittheile. 

I.  Von  einem  Kreise  sind|,drei  Peripheriepunkte  A^  B^  C  gegeben; 
man  sucht  einen  vierten  Peripheriepunkt  von  der  Beschaffenheit,  dass 
das  entstehende  Sehnenviereck  zugleich  ein  Tangentenviereck  ist. 

Mit  Uebergehung  der  leicht  zu  findenden  Lösung  dieser  Aufgabe 
sei  Folgendes  bemerkt.  Je  nachdem  BC  oder  CA  oder  AB  als  Diago- 
nale des  gesuchten  Vierecks  betrachtet  wird ,  entstehen  drei  verschiedene 
doppelt  -  centrische  Vierecke,  welche  ABA^C^  BCB^A^  CAC^B  heissen 
mögen;  der  umschriebene  Kreis  ist  allen  gemeinsam,  die  eingeschriebe- 
nen Kreise  dagegen  sind  verschieden.  Man  kann  daher  fragen,  wie  die 
Mittelpunkte  dieser  Kreise  gegen  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen 
Kreises  und  wie  sie  gegen  einander  liegen,  also  z.  B.  unter  welchen 
Umständen  sie  die  Spitzen  eines  gleichseitigen  Dreiecks  bilden  u.  dergl. 
Da  femer  AB^CA^BC^  ein  Sehnensechseck  ist,  so  liegen  die  Durch- 
schnitte ^j,  5,,  C^  der  Gegenseiten  BC^  und  B^C,  CA^  und  C^A.AB^ 
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and  J^B  in  einer  Geraden  ^^B^C^\  diese  möge  als  Polare  des  nm  das 
Sechseck  beschriebenen  Kreises  angesehen  und  der  entsprechende  Pol 
mit  0  beaeichnet  werden.  Dnrcb  diesen  Punkt  gehen  auch  die  Sechs- 
eckdiagonalen AA^^  BB^y  CC^y  und  daher  lässt  sich  in  das  Sechseck  ein 
Kegelschnitt  beschreiben,  welcher  gleichfalls  0  znm  Pol  für  A^B^C^  ab 
Polare  hat.  Der  hiermit  bestimmte  Kegelschnitt  wäre  nun  weiter  zu 
untersuchen. 

II.  Von  einem  Kreise  sind  drei  Tangenten  gegeben,  welche  zu- 
sammen ein  umsohriebenes  Dreieck  ^^C  mit  den  Seiten  ^C=a,  CA=lh 
JB^c  bilden;  man  sucht  eine  vierte  Tangente  von  der  Beschaffenheit, 
daas   das  entstehende  Tangentenviereck   zugleich  ein  Sehnenviereck  ist 

Die  Aufgäbe  hat  drei  Auflösungen,  je  nachdem  man  a  oder  b  oder 
e  als  eine  Seite  des  gesuchten  Vierecks  betrachtet;  im  ersten  Falle  möge 
die  Gegenseite  von  a  der  Geraden  b  in  A^  und  der  Geraden  c  in  Je  be- 
gegnen also  A^Ae  heissen;  für  die  übrigen  Ffille  gelte  eine  analoge  Be- 
aeichnung.  Es  entstehen  nun  die  drei  doppelt -centrischen  Vierecke 
BCA^Aci  CABcBaf  ABCaCi^  welche  denselben  eingeschriebenen  Kreis, 
aber  verschiedene  umschriebene  Kreise  besitzen;  die  gegenseitige  Lage 
der  Mittelpunkte  dieser  vier  Kreise  wäre  näher  zu  untersuchen. 

Da  A^A^BeBaCaCk  ein  Tangentensechseck  ist,  so  schneiden  sich  die 
Diagonalen  A^B^^  BcC^-,  CaAc  in  einem  Punkte  0,  welchem,  als  Pol  des 
eingeschriebenen  Kreises  betrachtet,  die  Polare  p  entsprechen  möge. 
Auf  dieser  liegen  auch  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  BaCa  und 
AkAcj  C^A^  und  BcBai  AcBc  und  CaC^y  mithin  lässt  sich  um  das  Sechseck 
ein  Kegelschnitt  beschreiben,  welcher  gleichfalls  p  zur  Polare  und  0  zum 

^^^^    ^**-  SCHLÖMILCH. 


X.   XFeber  einen  das  Sehnenfünfeck  betreffenden  Satz. 

(Hierzu  Taf.  IV,  Fig.  14.) 

Wählt  man  auf  zwei  sich  in  B  schneidenden  Geraden  die 
beiden  beliebigen  Strecken  BA  und  BC^  und  errichtet  auf 
den  bezüglichen  Mitten,  m^  und  mj,  dieser  Strecken  die  bei- 
den Lothe  DE  und  DF^  von  denen  ersteres  die  Gerade  BC  in 
E  und  letzteres  die  Gerade  AB  in  F  schneidet,  so  liegen 
die  fünf  Punkte  />,  A^  E^  F  und  C  auf  dem  Umfange  eines 
Kreises. 

Da  sich  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  dreimal  zu  je  einem  Paare 
auffassen  lassen ,  so  liefert  die  Construction  auch  drei  verschiedene  Kreise 
—  deren  Mittelpunkte  A/q,  M^  und  M^  heissen  mögen  — ,  welche  alle 
durch  />,  als  den  Mittelpunkt  des  ABC  umbeschriebenen  Kreises,  gehen 
und  deren  jeder  eine  Seite  des  Dreiecks  als  Sehne  enthält. 
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Diese  drei  Kreise  stehen  in  ausgezeichneter  Weise  in  Besiehnng  zu 
demjenigen  Dreieck  PQRj  dessen  Seiten  in  bezüglich  ^,  ß  and  C  den 
xim  ABC  beschriebenen  Kreis  berühren.  Zunächst  sieht  man  leicht,  dass 
Dreieck  M^M^M^ck^  PQR  nnd  zwar,  dass  die  ähnlichen  Seiten  das  Ver- 
hMltDiss  1 :  2  zu  einander  haben. 

Man  wird  indeas  bald  femer  bemerken,  dass  ausser  dem  Dreieck 
ABC  —  als  in  dem  Kreise  liegend,  welcher  Dreieck  PQR  von  aussen 
berührt  —  noch  drei  andere  Dreiecke  in  ähnlicher  Beziehung  zu  Piß/? 
stehen,  welche  nämlich  in  analoger  Weise  denjenigen  Kreisen  einbeschrie- 
ben sind,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  PQR  ausserdem  noch  berühren. 

Erst  nachdem  man  diese  alle  gefunden  hat  —  welches  indess  ziem- 
lich leicht  ist  —  und  zu  jedem  die  erstgenannten  drei  Kreise  Af^,  M^ 
und  ^2  ^^^  ^^®  dabei  angegebene  Art  construirt  hat,  erhält  man  eine 
vollständige  Figur,  aus  welcher  sich  sehr  mannigfaltige  Sätze  —  der  ele- 
mentaren Geometrie  angehörend  —  ableiten  und  viele  schöne  Construc- 
tioDsaufgaben  für  *Schüler,  die  das  Gebiet  der  Elemente  einigermassen 
beherrschen,  aufstellen  lassen. 

Da  die  Ausführung  der  vollständigen  Figur  sich  nlich  den  gegebenen 
Daten  ziemlich  einfach  gestaltet,  so  beschränke  ich  mich  auf  diese  Mit- 
theilungen.  Gern  möchte  ich  indess,  dass  einer  der  verehrten  Mitarbeiter 
dieses  Jonmals  —  da  mir  leider  die  Zeit  sehr  gebricht  —  einmal  eine 
vollständigere   Bearbeitung    dieses   Gegenstandes   lieferte,    als   wozu   ich 

beute  im  Stande  bin. 

« 

Elsfleth.  W.  H.  Psßuss. 


XI.    lieber  das  dem  Cartesischen  reciproke  Coordinatensystem. 

(ffierzu  Taf.  IV,  Y\g,  16  und  16.) 

In  Bd.  XXI  dieser  Zeitschrift  (S.  278flgg.)  theilt  Herr  Schwering 
ein  Linien  coordinatensystem  mit,  welches  den  Zweck  hat,  zu  den  metri- 
schen Eigenschaften  der  Curven  einen  ebenso  bequemen  Zugang  zu  er- 
öffnen, wie  das  Cartesische  Punktcoordinatensystem.  Theoretisch  betrach- 
tet, kann  dieser  Aufgabe  nur  ein  Coordinatensystem  genügen,  welches 
-lern  Cartesischen  streng  reciprok  ist,  so  zwar,  dass  Punkt  nnd  Linie  in 
meiden  Systemen  sich  überall  gegenseitig  entsprechen.  Ans  der  folgen- 
den Zusammenstellung  geht' nun  hervor,  dass  das  von  Herrn  Schwe- 
ring aufgestellte  System  in  derThat  dieser  Forderung  voll- 
kommen genügt,  also  das  dem  Cartesischen  reciproke  Sy- 
stem ist. 
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Gartesische  Pnnktcoordin.  (Fig.  15.) 
,  Das  System  besteht  aus  zwei  Oe- 
raden  {x,  y) ,  die  durch  einen 
Punkt  (Ö)  gehen. 
.  Zwei  auf  den  Axen  x  und  y  lie- 
gende Punkte  ^  und  B  (die  un- 
endlich fernen  Punkte)  liegen  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden. 


Sehwering'sehe  Liniencoordin.  (Fig.  16.) 

1.  Das  System  besteht  aus  zwei 
Punkten  (A",  Y),  die  durch  eine 
Gerade  (o)  verbunden  sind. 

2.  Zwei  durch  die  Anfangspunkte 
X  und  Y  gehende  Geraden  a  und 
h  (die  parallelen  Axen)  schnei- 
den sich  in  einem  ud endlich  fer- 
nen Punkte. 

3.  Um  die  Coordinaten  einer  Ge- 
raden p  zu  finden ,  bestimmt  man 
die  Schnittpunkte  A"^  und  F^  die- 
ser Geraden  mit  den  Parallelen 
a  und  b. 


3.  Um  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes P  zu  finden,  verbindet  man 
diesen  Punkt  mit  den  beiden  un- 
endlich fernen  Punkten  j4  und  B 
(d.  h.  zieht  durch  P  Parallelen  zu 
den  Axen)  durch  die  Linien  x^ 
und  //j. 
Diese  Keciprocität  der  Ausdehnungsgebilde  (Punkt  und  Gerade)  wird 
vervollständigt  durch  diejenige  der  Zahlgrössen  (Entfernungen).    Es  ent- 
sprechen sich  nämlich: 


die  Coordinaten  des  Punktes  P, 
d.  h.  die  Abstände  der  Geraden 
X  und  x^,  sowie  y  und  y^] 
der  Abstand  der  unendlich  fernen 
Punkte  A  und  B^  d.  h.  der  Win- 
kel der  Geraden  x  und  y. 


4.  die  Coordinaten  der  Geraden  p^ 
d.  h.  die  Abstände  der  Punkte 
Ä  und  JC^j  sowie  F  und  F^; 

5.  der  Abstand  der  Geraden  a  und 
6,  d.  h.  der  Abstand  der  Punkte 
Ä  und  y. 


Zu  Nr.  5  ist  zu  bemerken,  dass  die  unendlich  fernen  Punkte  A  und 
B  gleichbedeutend  sind  mit  Strecken  auf  den  zugehörigen  Geraden  (vergL 
mein  „System  der  Kaumlehre"  Th.  II,  Nr.  2  und  3),  dass  also  der  Ab- 
stand zweier  unendlich  fernen  Punkte  durch  den  Winkel  dieser  Strecken 
oder  den  der  zugehörigen  Geraden  gemessen  wird. 

Waren,  April  1877.  V.  Schlegel. 
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in  Wuren  (laf.  IV  Fig.  ib  n.  l^} 

HUtoriaQh-litorariäßhd   AbtluMluug  ^tit'»oud«' 
Bmnukvst  Umk^inuAftH.    Eiu  Nebroloi:.     Von  Prof  F   JL-NninNs  in 

EttDUAX.^,   lU  Die  Axtt^mc   der  U@oat4:th(;*     Yuu  M*   «Diairram  m 

Erlimgen , 

ScUMiTK^DoHoHT^  Die  BodeutUDg  d<^r  P&ngeoQKftrie*  Von  M.  ' 

in  Erlauben 

WoLif,  EtiDOLF,  Gesell  ich te  der  AulroKiajule.    Von  Cjurtät 
j£r<nii[icitAYx«  Dr<  K,  Dos  Mathemafisclia  im  TulmiK}.    Voii  ^<^ 
UüÄTitiÄ,    Prof.    Dr.    8.,    Dtsr   Tbibitut'schi;    Btfwtrit    fSr   iti«    ► 

Axiom.     Von  CAf<Tt>»    .*,.,.    ^    ..    • 
f^cnKKiCt  l^roiL  Dr,,  PMiiiji  Reii,  dw  KrEtider  des  Tolept.  ^ 

Camtou  ..•..,.,..,»*,,*-,. 
Hi*Ki«,   Bkjcno,   üüber  die  genidlimige  FUche  drItUr  Ufduun^  ur,d 

deren  Abbildung  auf  oiner  Ebene.    Vou 
Neümi£yi£h,  Lt^itvvTa,  Hi]fsta,falü  f&r  baromttnsclie 

Von  Bobs *    •    .    * 

Hou3(^  Dr»  C,  Erg€ljrd««e  pbyelkaliAdier  tVracbQDg.     \ -uj  Akci. 
JttirNTi  Aca,,  Djtä  Ellip&oid.     Von  Hd&kl  in  Kaiserlatiteni    ,     , 

BibllOgriiphie  votü  1.  MUrsc  187i  biä  m  April  1S7S: 

Periodi*fbe  ,    •     , 

ßeschichte  *  matik     . 

Sdao  Matbömatik  .     «     . 
Angewandte  Matbematik 
Phjr&ik  und  Meteorologie 
MatbematiBcbüs  Abbrindtungafegiiitef«    KTila  HlUfU;  l.  J;aiuM  buk  ^t«  >Uuu  A&77 


ürMk  «tri  l>  Q,  Tf  uba»r  u  lir«»4n 


Din: 


Zeitschrift 


für 


^htbcmatik  und  Physik 

berausgegeben 
aal«!  der  vi^mstwortlkhen  H^duütloii 


Dr.  O.  Sühlömiloh,  Dr.  G.  Kabl 
Dr*  M«  Cantor. 


Jahrgftiif .    4»  fiaft 


Mit  emer  liüiojpraphirten  TAfel, 


Aki£gegebeD  am  25,  tVali  1878« 


Leipzig, 

Vorlag  Tott  B.  &.  Tettbüer. 

1878. 
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51.  Versammlung  deutscher  Naturforscher 
und  Aerzte  in  Oassel 

vom  .17.  bis  24.  September  1878. 
Geschäftsführer:    Dr.  B.  StiUing.    Dr.  E.  Gerland. 

Sectionen  und  einführende  Vorstände. 

Einführer : 

1.  Mathematik  und  Astronomie Rechn.-R.  Cöster. 

2.  Physik  und  Meteorologie .  Director  "Wiecke. 

3.  Chemie Dr.  Quckelberger. 

4.  Mineralogie Münzverw.  Sievers. 

5.  Geologie  und  Paläontologie '    .     .  Aichungs-Insp.  Schuh. 

6.  Geographie  und  Ethnologie Dr.  Schi^aab. 

7.  Botanik  und  Pflanzenphysiologie .  Professor  Speyer. 

8.  Zoologie  und  vergleichende  Anatomie Oberlehrer  Dr.  Kessler. 

9.  Entomologie Ob.-St.-Anw.  Bartels. 

10.  Anatomie Geh.  Rath  Stilling. 

11.  Pathologische  Anatomie  und  allgemeine  Pathologie  O.-M.-R.  Schotten. 

12.  Physiologie Dr.  Endemann. 

13.  Naturwissensch.  Pädagogik .  Prof.  Buderus. 

14.  Landwirthschaftl.  Versuchswesen ,     .  Reg.-R.  Wendelstadt. 

15.  Innere  Medicin  und  Dermatopathologie '  O.-M.-R.  Orandidier. 

16.  Chirurgie O.-M.-R.  Wild. 

17.  Ophthalmologie Dr.  J.  Stilling. 

18.  Gynäkologie  und  Geburtshülfe G.-S.-R.  Schmidt. 

19.  Otiatrie  und  Laryngoscopie Dr.  Eysell. 

20.  Psychiatrie O.-M.-Direct.  Gramer. 

21.  Kinderkrankheiten Dr.  Elolbe. 

22.  Anthropologie  und  prähistorische  Forschung  .     .     .  Director  Dr.  Pinder. 

23.  OefFentl.  Gesundheitspflege  und  Staatsarzneikunde   .  R.-R.  Rockwitz. 

24.  Militärsanitätswesen Gen.-Arzt  Kuckro. 

25.  Veterinärkunde  ...      ............  O.-M.-Ass.  Schmelz. 

Die  Zeiten- für  die  verschiedenen  SectioijB-Sitzuugen  werden  in  Nr.  1  des  Tageblattes  m.-t 
geBchlagen;  dieselben  sind  definitiv  von  den  Soctions -Vorständen  seibat  au  bestimmen.  Jede  Seen- : 
hat  ihren  eigenen  Saal  den  ganzen  Tag  über. zur  freien  Diöpositiou. 

Das  Anmelde-  und  Auskunfts -Bureau,  sowie  das  Post-,  Tele 
graphen-  und  Correspondenz- Bureau  sind  während  der  Dauer  der 
Versammlung  in  der  Realschule  I.  Ordnung  eingerichtet.  Briete. 
welche  daselbst  abgegeben  werden  sollen,  sind  mit  der  Bezeichnmig 
„Naturforscher-Versammlung"  zu  versehen. 

In  meinem  Verlage  ist  heute  erschienen; 

T-Taiidbucli 

der 

K.  \i.  g  e  1  f  11  n  c  t  i  o  n  e  n, 

Theorie  und  Anwendungen, 

von 

Dr.  E.  Heiue, 

ordentlichem  Professor  der  Mathematik  aja  der  vereinigten  Friedrichi-Universitit 
Halle -Wittenberg. 

Erster   Band. 

Zweite  umgearbeitete  und  vermehrte  Auf  läge. 

B e r li n ,  den  20.  Juni  1878.  '"' "  ^'  '        ^'^"'^"^ ""' ^P^^T. 


IX. 

üeber  die  Theorie  der  Beflexion  und  Befraction 
des  Lichtes. 

Von 
H.   A.    LORENTZ. 


Dritte   Mittheilnng. 

§  1.  Nach  der  elektromagnetischen  Licbttbeorie,  deren  Anwendung 
aaf  isolirende  Körper  ich  früher  besprochen  habe,*  müssen  die  Metalle, 
ihrem  Leitungsvermögen  zufolge,  eigen thümliche  optische  Eigenschaften 
besitzen.  Zu  untersuchen,  ob  auch  in  dieser  Hinsicht  die  Theorie  mit 
der  Erfahrung  übereinstimme,  ist  der  Zweck  der  gegenwärtigen  Mit- 
theilung. 

Um  die  Bewegungsgleichungen  der  Elektricität  für  leitende  Medien 
aufzustellen,  haben  wir  zunächst  den  Leitungsstrom  zu  betrachten,  der 
in  denselben  unter  dem  Einflüsse  einer  elektromotorischen  Kraft  geweckt 
wird  und  dessen  Intensität,  so  weit  unsere  Erfahrung  reicht,  durch  das 
Oh  mische  Gesetz  bestimmt  wird.  Nehmen  wir  vorläufig  die  unbeschränkte 
Giltigkeit.  dieses  Gesetzes  an  und  beschränken  wir  uns  auf  isotrope  Me- 
dien, so  haben  wir  für  die  Componenten  des  Leitungsstromes  zu  setzen 

X  Y  Z 

1)  «,=  -.     .,  =  -,     «.,  =  -, 

wo  AT,  F,  Z,  wie  früher,  die  Componenten  der  elektromotorischen  Kraft 
vorstellen  und  mit  x  der  Widerstand  des  Mediums  bezeichnet  ist.  Letz- 
tere Grösse  lässt  sich  durch  Messungen  bestimmen;  nur  ist  dabei  zu 
beachten,  dass  man,  wenn,  wie  wir  früher  annahmen,  die  Luft  die 
Fähigkeit  der  dielektrischen  Polarisation  besitzt,  durch  Messungen  in  der 
Luft  nicht  den  wahren  Werth  von  x  erhält.  Es  ist  vielmehr,  wenn  x' 
den  gemessenen  Werth  vorstellt,  der  wahre  Werth 


2) 


1+4ä«o* 


*  Diese  Zeitschrift  Bd.  XXII,  S.  1  und  206. 
zrtt..hHft  f. M.th«..«k  «. Ph,.ik,  xxni.  4.  ^\^^^^ ^y Google 
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Ausser  der  erwähnten  Wirkung  einer  elektromotorischen  Kraft  ist 
es  aber  nicht  unwahrscheinlich,  dass  auch  in  leitenden  Medien  durch 
eine  solche  Kraft  eine  Polarisation  der  Theilchen  hervorgerufen  wird, 
und  wir  wollen  annehmen ,  dass  diese  den  nämlichen  Gesetzen  folge,  wie 
die  in  dielektrischen  Körpern  geweckte  Polarisation.  Sind  demnach,  wie 
in  der  ersten  Mittheilung,  £,  17,  2^  die  Componenten  dieser  Polarisation, 
so  setzen  wir  auch  für  einen  Leiter 

3)  |-«Ar,     fi  =  iY,     i^zZ 
oder  nach  1) 

4)  |=«KMj,     iy  =  f«i;j,     t=exft;|. 

Die  Aenderung  dieser  Polarisation  bildet  nun  wieder  einen  (dem 
dielektrischen   analogen)  Strom  mit  den  Componenten  ^ti^  ^^  lü  ^^®^ 

cx-T-^,   ex-^,   ex-r-^.     Für   den   Qesammtstrom ,   dessen   Componenten 
*  di  oi  dt 

wir  in  der  ersten  Mittheilung  mit  ti,  v,  w  bezeichneten,  haben  wir  somit 

5)  U^U^  +  BKjf,       V^V^+B%jf,       fu==fV^  +  B%^. 

§  2.  Es  bleiben  nun  die  Gleichungen  28)  und  29)  und  ebenso  auch 
I)  und  II)  der  ersten  Mittheilnng  ungettndert  bestehen.  Beachten  wir, 
dass  das  Medium  isotrop  ist,  und  setzen  wir  für  £,  17,  i  die  Werthe  4), 
so  werden  die  letztgenannten  Gleichungen 

a^t      dv^  _l  +  47te     dL 


dy       dz  X  dt 

^)  \       dz       dx^        %  dt 


dx       dy"^        %  dl' 

9u,    dv,    dw,_     i         J»  d*<p 

o  t 

Bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  III)  haben  wir  hier  statt  *'  =  ö^t 
v  =  -^,  '""^pT  ^'*  Werthe  5)  an  setzen;  wir  erhalten  dadurch 

dt      dx         {.dydl  dt  ^J 

dM     dL       ^[  d*q>         .         Bw.      .        1 

Auch   die  Gleichungen  IV)   und  23)  der  ersten  Mittheilung  bleiben 
ungeändert;  eliminirt  man  aus  ihnen  wieder  %,  so  ergiel^t  sich 
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Schliesslich  ist  diesen  Relationen  noch  die  Gleichung  7)  der  erwähn- 
ten Mittheilnng  hinzuzufügen.     Benfltzt   man   dahei   die  Werthe  5)   und 

setzt  man  zur  Abkürzung  -r-^  +  tt-^  + -TT-*  =  P,  so  wird 
^  dx   '  dy       dz 

«^  "+-17  =  ^»-/^^)- 

§3.  Um  zunächst  zu  untersuchen,  wie  sich  in  einem  unbegrenzten 
leitenden  Medium  transversale  elektrische  Schwingungen  mit  ebenen  Wel- 
len ausbreiten  können,  gehen  wir  aus  ^on  den  symbolischen  Ausdrücken* 

wobei  Torausgesetzt  ist,  dass  die  Fortpflanzungsrichtnng  der  x-,  die 
Schwingungsrichtung  aber  der  y-Aze  parallel  läuft.  Da  nun  P=sO  ist, 
wird  den  Gleichungen  b)  und  e)  gentigt,  wenn  man  auch  9  =  0  nimmt. 
Ebenso  werden  die  Formeln  a)  befriedigt  durch 

welche  Ausdrücke  auch  der  Kelation  d)  Genüge  leisten. 

Bringt  man  schliesslich  diese  Werthe  in  c)  über,  so  geben  die  erste 
und  dritte  dieser  Gleichungen  0  =  0;  die  zweite  aber  liefert  die  Be- 
dingung «  j, 

Es  ist  also  R   eine  compleze  Grösse.     Setzt  man  dieselbe  ^q  +  ri^  so 
können  ^  und  r  aus  den  Constanten  des  Mediums  und  der  Schwingungs 
daaer  bestimmt  werden  und  wir  gelangen  zu  folgender  particulärer  Lösung 
der  Bewegungsgleichungen : 

L  IJ  >  2n  2m 

Nimmt  man  blos  den  reellen  Theil ,  so  findet  man  für  die  wirkliche 
^      CO*  — ((-ga?H-p). 


§4.  Es  erhellt  aus  diesem  Ausdrucke,  dass  bei  der  Fortpflanzung 
der  elektrischen  Schwingungen  im  leitenden  Medium  die  Amplitude  in 
der  Fortpflanzungsrichtung   immer  kleiner,   dass  also  das  Licht  absorbirt 

*  VergL  die  zweite  Mittheilung,  §  2.  C^r^r^n]o 
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wird.  Dies  war  Yorherzasehen ,  da,  wie  man  weiss,  in  einem  Leiter  die 
Energie  der  elektrischen  Bewegungen  immer  theilweise  in  Wärme  um- 
gesetzt wird. 

Wirklich  sind  alle  metallischen  Leiter  sehr  wenig  durchsichtig,  und  sind 
die  meisten  Körper,  welche  das  Licht  ungeschwächt  durchlassen,  Isolatoren. 
Eine  Ausnahme  bilden  die  Elektrolyte ,  deren  viele  fast  vollkommen  dnrcli- 
sichtig  sind,  und  welche  jedenfalls  viel  mehr  Licht  durchlassen,  als  e? 
nach  obigen  Gleichungen  der  Fall  sein  müsste.  Auch  für  die  Metalle 
scheint  dies  zu  gelten;  wenigstens  hat  Maxwell,  der  zuerst  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  Leitungsfähigkeit  und  Undurchsichtigkeit  auf 
merksam  machte,  die  Durchsichtigkeit  eines  dünnen  Goldblättchens  yiel 
grösser  gefunden,  als  man  es  nach  der  Theorie  erwarten  dürfte.* 

Ohne  Zweifel  liegt  der  Grund  dieser  Abweichungen  in  der  Mangel- 
haftigkeit unserer  Anschauungen  über  das  Wesen  des  elektrischen  Stro- 
mes. Nur  wenn  die  Wissenschaft  in  dieser  Beziehung  viel  weiter  fort- 
geschritten ist,  darf  man  auf  eine  völlig  befriedigende  UebereinstimmüD^ 
der  Theorie  mit  den  Thatsachen  hoffen.  Indess  lässt  sich  wenigstens  eic 
Umstand  angeben,  der  vielleicht  als  die  Ursache  der  erwähnten  Ab- 
weichungen zu  betrachten  ist. 

Das  Oh  mische  Gesetz,  dessen  allgemeine  Giltigkeit  wir  oben  ror- 
aussetzten ,  ist  nur  für  stationäre  Ströme  mit  voller  Gewissheit  bewleseE. 
Für  veränderliche  Ströme  aber  ist  es  sehr  gut  möglich,  dass  dieses  ißeseti 
einer  Modification  bedarf,  wie  dies  denn  auch  bereits  von  Weber. 
Kirch  ho  ff  und  Lorberg  angenommen  worden  ist. 

Es  ist  nämlich  nicht  unwahrscheinlich ,  dass  bei  dem  Auftreten  em 
elektromotorischen  Kraft  der  elektrische  Strom  nicht  unmittelbar  entstet: 
mit  der  vollen,  durch  das  Ohm 'sehe  Gesetz  bedingten  Intensität,  son- 
dern eine  gewisse  Zeit  braucht,  um  bis  zu  dieser  Intensität  anznschvel 
len.  **  Diese  Zeit  mag  sehr  kurz  sein ,  so  dass  für  unsere  BeobaclituDg^ 
mittel  die  Intensität  augenblicklich  ihren  grössten  Werth  zu  erreiche: 
scheint;  dennoch  ist  es  möglich,  dass  bei  raschen  periodischen  AeDd^ 
rungen  der  elektromotorischen  Kraft,  wie  bei  den  LichterscheinuDgea 
der  erwähnte  Zeitraum  nicht  mehr  verschwindet  gegen  die  Zeit,  währenii 
welcher  diese  Kraft  in  der  nämlichen  Richtung  wirkt.  Dies  wird  n^ 
Folge  haben ,  dass  die  Stromintensität  in  jedem  Augenblick  kleiner  ist. 
als  sie  nach  dem  Oh  mischen  Gesetze  sein  müsste;  die  Bewegung  wird 
also  etwa  so  vor  sich  gehen,  als  wäre  der  Widerstand  für  rasch  oscil- 
lirende   Ströme  grösser   als   für   stationäre.     Dann   muss   aber,   wie  msß 


*  Maxwell,  Electricity  and  MagneÜBm,  §§  798  —  800. 
**  Dieses  Auschwellen  ist  wohl  zu  unterscheiden  von  der  beobachteten  Er- 
scheinung,  dass  beim  Schliessen  einer  galvanischen  Kette  in  einem  Punkte  ^^ 
Schliessungsbogens   die  elektromotorische  Kraft  und   dadurch  der  Strom  eicf 
gewisse  Zeit  braucht,  um  in  voller  Starke  aufzutreten. 
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leicht  findet,  auch  die  Absorption  geringer  sein,  als  wenn  das  Oh  mische 
Gesetz  allgemein  giltig  wäre. 

Natürlich  könnte  dieser  Gegenstand  nur  dann  in  TöUig  befriedigen- 
der Weise  behandelt  werden ,  wenn  man  mehr  über  das  eigentliche  Wesen 
des  elektrischen  Stromes  wüsste.  Indessen  hat  man  aas  der  Vorstellnng, 
dass  bei  dieser  Erscheinung  ein  Stoff  sich  in  Strömung  befinde,  dessen 
Bewegung  durch  einen  der  Reibung  ähnlichen  Widerstand  gehemmt  wird, 
Gleichungen  abgeleitet,  welche  auch  die  Abweichung  vom  Ohm' sehen 
Gesetz  wiedergeben.  Es  sind  dann  nämlich  die  Formeln  1)  umzugestal- 
ten in  folgende:* 

8)         X=,cu,  +  g^-^,     y=»v,  +  g^-^,     Z=.»,.,+g^^, 

wo  g  ein  Coefficient  ist,  der  mit  der  Masse  des  bewegten  Stoffes  zu- 
sammenhängt. Je  kleiner  diese  Masse  ist,  um  so  kleiner  wird  auch  g, 
um  so  geringer  werden  folglich  auch  die  erwähnten  Abweichungen. 

Allerdings  musa  bei  den  Elektrolyten  g  einen  merklichen  Werth 
haben,  da  sich  hier  bei  einem  elektrischen  Strome  auch  die  gewöhnliche 
Materie  mit  bewegt.  Es  ist  möglich ,  dass  hierdurch  bei  diesen  Körperu 
die  Abweichung  vom  Ohm'schen  Gesetze  so  beträchtlich  wird,  dass  das 
Licht  fast  nicht  absorbirt  wird. 

§  5.  Viel  genauer,  als  die  Absorption  des  Lichtes  in  den  Metallen, 
hat  man  die  Eigenschaften  des  von  denselben  reflectirten  Lichtes  mes- 
send verfolgt.  Es  soll  nun  untersucht  werden,  wie  nach  der  elektro- 
magnetischen Lichttheorie  diese  Keflexion  vor  sich  gehen  muss. 

Dazu  brauchen  wir  zunächst  die  Formeln  für  eine  schwingende  Be- 
wegung, welche  sich  in  einer  Richtung  fortpflanzt,  die  in  der  :rz -Ebene 
liegt  und  gegen  die  ^-Axe  unter  einem  beliebigen  Winkel  a  geneigt  ist. 
Steht  dann  die  Richtung  der  elektrischen  Schwingungen  senkrecht  zu  der  ^ 
genannten  Ebene,  so  findet  man  aus  der  Untersuchung  des  §  3  für  den 
BeweguDgszustand  leicht  folgende  symbolische  Ausdrücke: 

1/;=  —  (/—  xRcosa  — 2Ä5i«a  +  p)- 

Liegt  dagegen  die  Schwingungsrichtung  in  der  a:z- Ebene,  so  ist  zu 
setzen 

xÄ 


^(l+47t'ö') 


ae-i^, 


*  Vergl.  Weber,  Eiektrodynanjische  Massbestimmuiigen,  Abh.  d.  k.  bilchs. 
Gesellsch.  d.  WiBsensch.  Bd.  VI,  S.  593  —  597. 
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wobei  iß  wieder  die  nämliche  Function  ist,  wie  in  den  vorhergehenden 
Formeln. 

Die  hier  angegebenen  Werthe  genügen  den  Bewegnngsgleichungen 
für  jeden  Werth  des  Winkels  a  nnd  sogar  auch,  wenn  o,  sinuy  cosa 
complexe  Grössen  sind. 

§  6.  Es  müssen  weiter  die  Bedingungen  gesucht  werden,  welche  an 
der  Grenze  von  einem  isotropen  Nichtleiter  und  einem  Metalle  gelten. 
Es  sind  dies  die  Gleichungen  A),  B),  8)  und  24)  der  ersten  Mittbei- 
lung;  nur  sind  diese  noch  etwas  zu  vereinfachen.  Es  möge  dabei  wieder 
angenommen  werden,  dass  die  Grenzfläche  mit  der  ^z- Ebene  des  Co- 
ordinatensystems  zusammenfalle;  ausserdem  sei  der  Isolator  das  erste,  der 
Leiter  das  aweite  Medium,  so  dass  die  Accente  bei  denjenigen  Grössen, 
welche  für  beide  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet  sind ,  sich  auf  das 
Metall  beziehen. 

Es  werden  dann  die  Gleichungen  A)  und  B)  • 


9) 

10) 

11) 

12) 

In 

der 

H    du 

dt'  dt' 

dt 
Tt' 

»1  + «'« 

dtvt 

dt' 

«"•"aa; 


n  i 

In   der  Formel  8)   der  ersten  Mittheilnng  ist  für  u,  r,  nr  zu  setsen 
für  m',  v\  TV    dagegen    nach   5)  «j  +  c'x-^,    Vj^  +  ea-rj, 

Es  folgt  mithin 
Endlich  giebt  24) 

14)  ^z-J-|l=o'r-JL(|lY. 

47C  dx  An\dx/ 

Es  lässt  sich  nun  aus  11)  und  14)  %  wegschaffen;  setzen  wir  auch 
hier  (1  + 47c^'):(l  + 47r^)  =  l,  was  nur  bei  den  magnetischen  Metallen 
einen  erheblichen  Fehler  verursacht,  so  ergiebt  sich 

15)  Z=:Z'. 

Wenn  man  9)  nach  t  differenzirt,  kann  man  aus  dieser  Gleichung 
mittelst  13)  9  eliminiren;  man  erhält  dadurch 

welche  Gleichung  man  statt  9)  nehmen  kann. 
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Für  den  Isolator  können  wir  nun,   wie  früher,   —  gegen  die  Ein- 
heit vernachlässigen ;  man  darf  somit  im  ersten  Oliede  von  16)  die  Grösse 

1    5^ 
z —  TT.  fortlassen.     Ueber  die  Zahl  b  wissen  wir  vorl&nfig  Nichts ;  indess 
Ant  dt 

ist  es  leicht  zu  zeigen,  dass  im  zweiten  Gliede  der  Gleichung  die  Grösse 
' — ^  so  klein  ist  gegen  u^,  dass  sie  vernachlässigt  werden  darf.    Denn 

478     Ot 

nach  2)  Iftsst  sich  diese  Grösse  anch  so  schreiben: 

und  wenn  man  nun  berücksichtigt,  dass  bei  den  Lichterscheinnngen  [u^] 
dnreh  eine  Exponentialgrösse,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen,  dar- 
gestellt wird,  findet  man  ans  den  Wer^hen  von  x   und  T  leicht,   dass 

K    du* 

bei  den  Metallen  bereits  z tt^  sehr  klein  gegen  u,  ist.    Um  so  mehr 

An  dt 

Ist  dies  mit  dem  Ausdrucke  17)  der  Fall,   da  noch  Bq  eine  sehr  grosse 

Zahl  ist. 

Die  Gleichung  16)  gestaltet  sich  demnach  zur  folgenden  um: 

«'  57  =  -  +  "7?' 

und  die  Bedeutung  hiervon  ist,  dass  anch  an  der  Grenze  keine  An- 
häufung von  Elektricität  entstehen  kann. 

Es  muss  dann  weiter,  wie  auch  aus  13)  folgt, 


'»)  n=(^)' 


sem. 

Wir  wollen  nun  zeigen ,  dass  man  auch  hier  deü  Grenzbedingungen 
genfigen  kann,  wenn  man  blos  Transversalschwingungen  in  die  Bechnung 
aufnimmt.  Da  bei  diesen  überall  9^  =  0  ist,  haben  wir  nur  die  Gleich- 
ungen 10),  12),  15)  und  18)  zu  berücksichtigen. 

§  7.  Ist  zunächst  das  einfallende  Licht  in  der  Einfallsebene  {xz- 
Ebene)  polarisirt,  so  kanA  man  es  vorstellen  durch  die  Gleichungen* 

^ic  1 

^0=  —  {t  —  xR  cosa  —  zRsmn  +  'p)^     Ä  =  — , 

Ebenso  schreiben  wir  für  das  reflectirte  Licht 


*  YergL  die  beiden  ersten  Mittheilungen. 
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• 

tf;=  —  {l  +  xRcosa-  zÄwia  +  p), 
und  für  die  Bewegung  im  Metalle  (§  5) 

Es  kann  nun  den  Grenzbedin gangen  genttgt  werden,  wenn 

20)  Bsina==Itsina 

ist,   welche  Gleichung  dem  Brechnngsgesetze  bei  nichtleitenden  Medien 
entspricht. 

Es  wird  dann  nämlich  an  der  Grenzfläche  (a;s=0)  ^q  =  ^=:^'  und 
man  erhält  aus  der  ersten  der  Gleichungen  10) 

21)  '  =  Äa. 

Der  Gleichung  18),  der  zweiten  von  10)  und  der  ersten  von  12) 
wird  durch  die  angegebenen  Werthe  genügt.  Die  zweite  der  Formeln 
12)  liefert  aber  die  Relation 

welche,   wenn  man  sie  mit  ^(1+ 4»d)  =  ^(l  +  4«'&')  multiplitirt,  fol- 
gende Gestalt  anninmit: 

B co8as=KKa  cosa 

i 

oder  nach  20) 

22)  sin  a  cosass:^  a  sin  a  cos  «', 

i 

Schliesslich  ergiebt  sich  aus  15) 

und  dies  führt  nach  einiger  Umformung  wieder  auf  21)  zurück.     Aus  21) 
und  22)  folgt  aber 

sin  {a  —  a) 

a  = 7— r 

stn  («»  +  «) 

und  man  hat  demnach  für  das  reflectirte  Licht 

§  8.  Ist  zweitens  das  einfallende  Licht  senkrecht  zur  Einfallsebene 
polarisirt,  so  kann  man  für  die  einfallende,  reflectirte  und  durchgelassene 
Bewegung  der  Reihe  nach  setzen 
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ly  =  -«««.    e-*^     [y=     cos,>.   e-'V.,     [Af„]  = 1|^^     e-«v., 


[I]  =-««0,««-**,      [t]  =-cosa.fl«-'V',      [J|/j= i!^^ —  ae-'V, 


vo  ^0,  ^,  t^'  die  nämliche  BedeutnDg  haben,  wie  oben. 

Um  den  Grenzbedingungen  genügen  zn  können ,  mnss  man  auch  hier 
die  Relation  20)  nnd  die  daraus  für  x  =  0  folgende  Gleichheit  von  %^ 
V^,  V  annehmen. 

Ana  der  zweiten  der  Gleichungen  10)  erhält  man  dann 

fto\  1  —  fl  / 

23)  cosa=^Ka  cosa. 

Ebenso  aus  der  ersten  von  12) 

oder  nach  einiger  Umformung 

«..  1  +  «    .     /  /  . 

24)  sma  =xa  stn a. 

i 

Endlich  giebt  die  Gleichung  18),  wenn  man  sie  durch  ier^^  dividirt, 

/-  ,     X  2»    .  /  .     //  /      2»       \ 

(l  +  ö)  —  *iwa  =  a««a  ^€x.  Y+ij. 

Aus  den  Werthen  von  R  und  /^  folgt  nun  aber 

/r» r=  Anteil  +  An^')  + 1 .  —  .  ^«(1+  4«d') 

=«.(i+,i:.i)=»£.i(,...2»+A 

\«         2;rx£/  29KX€\         T       / 

and  man  kann  demzufolge  obige  Gleichung  auch  so  schreiben: 

(l  +  fl)5ma  =  a'5ina'.  ^xf, 

was  vermöge  der  Belation  20)  mit  24)  identisch  ist. 

Da  auch  alle  übrigen  Grenzbedingungen  befriedigt  sind,  haben  wir 
es  nur  noch  mit  23)  und  24)  zu  thun.     Man  findet  daraus 

__^(cf-«') 

"*      <f?(a  +  «) 
und  man   hat  folglich  für  die  totale  dielektrische  Polarisation  im  reflec- 
tirten  Lichte 

§  9.  Die  symbolischen  Ausdrücke  A)  und  B)  haben  genau  die  gleiche 
Form  wie  diejenigen,  welche  für  das  an  isolirenden  Körpern  reflectirte  Licht 
gelten.     Sobald  man  aber,  um  die  wirkliche  Bewegung  zu  erhalten,  nur 
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den  reellen  Theil  nimmt,  hört  die  üebereinstimmung  auf;  denn  bei  den 
Metallen  wird  ^,  mithin  anch  a  complex,  während  diese  Grösse  bei 
Nichtleitern  reell  ist. 

um  nnn  für  die  Metallreflexion  den  reellen  Theil  von  A)  nnd  B) 
zn  bestimmen,  lässt  sich  eine  Rechnung  anwenden,  welche  Eisenlohr* 
bei  der  Ableitung  der  von  Canchj  für  die  Metallreflexion  angegebenen 
Gleichungen  benützt  bat,  Eisenlohr  erhält  nämlich  diese  Gleichungen, 
indem  er  in  den  Formeln,  welche  für  isolirende  Körper  gelten,  für  den 
Brechungsexponenten  eine  complexe  Grösse  ^e^*  setzt.  Nun  ist  aber 
nach  der  Gleichung  20)  in  der  That  das  Verhältniss  sinaxsina  eine  con- 
stante,  aber  complexe  Grösse.  Setzen  wir  dieselbe  =  <Tß'^  so  werden 
die  Constanten  a  und  t  mit  den  von  Eisenlohr  eingeführten  Grössen 
^  und  €  übereinstimmen. 

Wir  haben  also 

und  demzufolge 

cosu^U  1 j~e~*"  =  »e» 

wobei  r  und  a>  leicht  aus  ix,  a  und  x  zu  berechnen  sind. 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  smc!  und  co$a   wird  uun 

wenn 

1  — m*  ^^              2m5tn(T-|-co)  __    tfp 
l  +  2OTC0s(T  +  a)  +  m«'                   l  +  2i»co*(T  +  a))  +  iii«  '  '""^öi^' 
1  — m'*  ,__          2m'«w(r— üo)  /__<jco5ff 

^ '"  "  1  +  2 m' CO* (t - w)  +  m'« '  ^  ""l+2m'co*(T-ö)  +  m'«'  *"  """T" 
ist. 

Bringt  man  diese  Werthe  in  A)  und  B)  über,  so  ergiebt  sich  für  den 
reellen  Theil  dieser  Ausdrücke 


$inu 

a 

er 

i* 

/l- 

sin^a 

e- 

2it 

,y  =r  ^6«  +  6'«  COS  (*  -  rfp)  ,       (>  =  J/C^+  C^  C05  (l//  -  rf.)  , 

b'  c' 

dp  =  orcfgf  —  ,     d,=  arcig  — 


gesetzt  wird. 

Eine  leichte  Bechnung  ergiebt  dann  für  die  Intensität  des  reflectir- 
ten  Lichtes,  wenn  das  einfallende  Licht  in  oder  senkrecht  zu  der  Ein- 
fallsebene polarisirt  ist, 

25)  Jp^h^+b'^^tgif-^n),     J.^c^  +  c^-=^ig(g^{n), 

26)  cotf  =  cos  (t + w)  sin  (2  arc  coitn) ,     coig  =  cos  (t  —  ©)  sin  (2  arcig wT) , 
während  man  zur  Bestimmung  der  Phase  folgende  Gleichungen  hat: 

27)  igdps=z  sin  (»  +  «)  tg (2  arc cotm) ,     tgd,  =  sin{x  —  w)  ^^ (2  arcig m). 


*  Fogg.  AuLlOi,  S.868. 
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§  10.  Da  die  Grössen  dp  und  d,  Terschiedene  Werthe  haben,  wird 
bei  einer  beliebigen  linearen  Polarisation  des  einfallenden  Lichtes  das 
reflectirte  Licht  elliptiseh  polarisirt  sein.  Mittelst  des  Babinet'schen  Com- 


pensators  ist  man  dann  im  Stande,  das  Amplitudenverhältniss  Ar= 


■n 


und  den  Phasennnterschied  d,—  dp  zu  bestimmen.  Da  man  vorzugsweise 
diese  Grössen  gemessen  hat,  wollen  wir  noch  die  theoretischen  Werthe 
derselben  angeben.     Setzt  man  {b  +  b' t) :  (c + c'  0  =  9  +  ^'  * »  ^  findet  man 


leicht  k  =  yg^  +  q^  und  ig  ((/,  -  dp)  =  -2- 


Andererseits  folgt  aus  den  ur- 
sprünglichen Werthen  von  b^b'i  und  C'\-ci 


^  +  2r',  =  « 


C05  («+«') 


coz  (a  —  a') ' 

und  zur  Bestimmung  von  q  und  /  hat  man  hierin  die  Werthe  von  9ina 
und  co$d  zu  substituiren.  Nach  einiger  Rechnung  findet  man  dann 
schliesslich,  wenn  k^^tgh  gesetzt  wird. 


cos2h  =  co5(t+  (ö) sin  i^arctgi |} , 

^         '       f        ^  \avcosa)y 

r(-i^)!. 

\6V  cosa/) 


^ (ät—  dp)  =  5t>i (t  +  cö)   tg  |2  arctg 


28) 

29) 

Dies  sind  aber  die  Formeln,  welche  Cauchy  für  die  Metallreflezion  an- 
gegeben hat  und  deren  Richtigkeit  Ja  min  und  Quincke  geprüft  haben. 
Es  hat  sich  dabei  herausgestellt,  dass  diese  Gleichungen  in  genügender 
Weise  mit  den  Versuchen  übereinstimmen,  wenn  man  nur  den  Constan- 
ten 0  und  t  passende  Werthe  beilegt.  Diese  Werthe  wollen  wir  nun 
einer  näheren  Betrachtung  unterziehen. 

Für  einen  bestimmten  Einfallswinkel  A  (Haupteinfallswinkel) 
wird  der  Phasenunterschied  </,— cfp  =  ^Ä  (eine  viertel  Wellenl&nge)  und 
man  hat  den  Werth  Hy  den  A  oder  arctg k  für  diesen  Fall  annimmt,  das 
Hauptazimuth  genannt.  Aus  den  Grössen  A  uni.  H  lassen  sich  nun, 
wie  z.  B.  Eisenlohr  (a.  a.  0.)  zeigt,  c  und  r  (bei  ihm  %  und  s)  be- 
rechnen. So  gelten  z.  B.  für  die  Reflexion  auf  Silber  in  Luft  folgende 
Werthe,  welche  aus  den  Messungen  von  Jamin  abgeleitet  sind: 


Linie  des 
Spectrams. 

1 

E. 

F. 

H. 

A 
H 

T 

log9 

1       720  30' 
40     9 
79    16 
0,4696 

710  30' 
40  19 
79  29 
0,4283 

690  84' 
39  46 
77  64 
0,8703 

66^12' 
39  60 
77   16 
0;2740 
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§  11.     Um  nnn  diese  Resultate  mit  unserer  Theorie  zu  vergleichen, 
bemerken  wir,  dass  einerseits  nach  20)  -^  =  c^c^**i  andererseits 


»0)  ^-T  +  ' 


ist.     Es  muss  also  ,  t     i 

ff*co52T  =  —  und  ö^5tn2T  =  s- .— 
B  2n  XB 

sein.  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhellt  nun  aber,  dass  die  hier 
entwickelte  Theorie  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  nicht  mit  den  Beobachtungen 
im  Einklänge  steht.  Da  nämlich  die  Annahme  eines  negativen  Werthes 
von  b'  als  ganz  unzulässig  erscheint,  müsste  nach  der  Theorie  jedenfalb 
cos2t  positiv  sein.  Nun  ist  aber  oft,  wie  z.  B.  in  der  angeführten  Ta- 
belle, T>45^  mitbin  co$2t  negativ. 

Eis  ist  nun  beachtenswerth ,  dass  auch  hier,  wie  bei  der  Untersuch- 
ung  des  §  4,  die  Uebereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung 
herbeigeführt  werden  kann ,  wenn  man  die  damals  erörterte  Abweichung 
vom  Ohm 'sehen  Gesetze  in  Betracht  zieht. 

Es  behalten  dann  alle  Gleichungen,  welche  im  Anfange  der  ersten 
Mittheilung  entwickelt  wurden,  ihre  Giltigkeit  und  man  hat  nur  in  der 
gegenwärtigen  Mittheilung  an  die  Stelle  von  1)  die  Gleichungen  8)  zu 
setzen.  Da  nun  auch  diese  linear  sind,  ist  dann  noch  immer,  wie  früher, 
die  Anwendung  symbolischer  Ausdrücke  gerechtfertigt.  Bei  schwingen- 
den Bewegungen  haben  wir  nun  für  die  Stromcomponenten  Gleichungen 
von  der  Form 

r    n  — -^('-i»      r    •.       ^   -.?^(r-i))       ^     .  ^i^^^^U) 

wo  D  von  i  unabhängig  ist.     Es  folgt  dann  aus  8) 

[^]=(r.-.VY)w.    i'=(»-.ffY)N,   2=(K-.Vy)K]. 

und   diese  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  früher  augewandten  nur 

2n 
dadurch ,  dass  an  die  Stelle  von  %  die  Grösse  %  —  ig  —  getreten  ist«    Wir 

haben  demnach  in  unseren  Formeln  nur  diese  Verwechselung  vorzu- 
nehmen, um  symbolische  Ausdrücke  zu  erhalten,  welche  den  modi£cirten 
Bewegungsgleichungen  genügen.  Gleiches  gilt  dann  auch  von  den  reellen 
Theilen  dieser  Ausdrücke. 

In  den  Untersuchungen  der  vorhergehenden  Paragraphen  ändert  sich 

also  nur  der  Werth  von  ^.     Statt  30)  ist  nämlich  zu  setzen 

^_^,.    Z 1^ 


oder,  wenn  man  zur  Abkürzung  — ^  =  s  setzt. 
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R'^ 


6 


=  -  +  '.; 


3oll  nun  dies  =<j*^*'*  sein,  so  muss  man  haben 
B  T  s 

C         2äX€     l  +  S*  27IX«    1+s* 

und  es  kann  nnn  wirklich  cos2x  negativ  werden. 


Für    die  Reflexion    in    Luft    haben    wir    b=^Zq.     Setzen   wir    dann 


£ 


—  =K  und  beachten  wir  die  Gleichung  2),  für  welche,  da  Cq  ^^^^  gross 
ist,  gesetzt  werden  darf  xf^s^— ,  so  werden  die  Gleichungen  31) 
32)  o«ro*2t  =  /ir~?J\-^,,     ff2«;,2T  =  -J'.-^,. 

X        1  +  5*  X        1  +  4?" 

Hierbei  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  in  dem  elektrostatischen  Masssystem 
X  in  gleicher  Weise  von  der  Wahl  der  Einheiten  abhängig  ist,  wie  eine 

2r 

Zeit,  so  dass  -r   eine  reine  Verhältnisszahl  ist,  welche  von  dieser  Wahl 

X 

völlig  unabhängig  ist. 

Für  Silber  kann  man  ohne  grossen  Fehler  annehmen 

und  aus  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  für  0  und  t  angeführten 
Werthen  lassen  sich  dann  mittelst  der  Gleichungen  32)  s  und  K  berech- 
nen. Legt  man  dabei  die  Angaben  für  die  Linie  D  des  Spectrums  zu 
Grunde,  so  findet  man  nahezu  «=25,  iC=^61,  In  gleicher  Weise  ergiebt 
sich  aus  den  für  die  Linie  ff  gegebenen  Zahlen  $  =  29,  A!'=42. 

Diese  Rechnungen  stimmen  insofern  überein ,  dass  sie  beide  zu  ein«r 
sehr  grossen  Polarisationsfähigkeit  der  Silbermolecüle  und  ausserdem  für 
rasch  oscillirende  Ströme,  wie  die  Lichtschwingungen,  zu  erheblichen 
Abweichungen  vom  Ohm 'sehen  Gesetze  führen. 

So  befremdend  dieses  Resultat  auf  den  ersten  Anblick  erscheinen 
^^gt  glaube  ich  doch  nicht,  dass  es  mit  irgend  einer  bekannten  That* 
Sache  in  Widerspruch  tritt.  Denn  einerseits  wird  man  bei  den  Versuchen 
über  stationäre  Ströme,  welche  man  am  genauesten  ausgeführt  hat,  nicht 
leicht  Etwas  von  der  Polarisation  der  Metalltheilchen  bemerken.  Was 
andererseits  die  Abweichung  vom  Ohm' sehen  Gesetze  betrifft,  ist  es 
leicht  aus  den  oben  für  s  erhaltenen  Werthen  ab'zuleiten,  dass  bei  ver- 
änderlichen Strömen,  welche  langsam  genug  verlaufen,  um  als  solche 
beobachtet  werden  zu  können,  diese  Abweichung  geradezu  unmerklich 
sein  muss. 

Dass  dennoch  die  für  s  und  AT  angegebenen  Werthe  keinen  Anspruch 
atif  Genauigkeit   haben   können,   geht   aus  der  Vergleichung  der  für  die 
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beiden  Spectrallinien  gefundenen  Werthe  hervor.  Denn  erstens  miissten 
nach  der  Theorie  die  beiden  Werthe  Yon  K  einander  gleich  sein;  zwei- 
tens müssten  die  fElr  $  gefundenen  Zahlen  sich  umgekehrt  yerhalten  wie 
die  Schwingungsdauer t  und  diese  Proportion  ergiebt,  wenn  man  für  die 
/>-Linie  5  =  25  setzt,  fllr  die  i7-Linie  5  =  38,  während  wir  oben  für 
letztere  «  =  29  erhielten. 

Es  kann  also  die  Theorie  gewiss  nicht  als  endgiltig  festgesetzt  be- 
trachtet werden.  Wir  haben  denn  auch  die  Abweichung  vom  Oh  mischen 
Gesetze  nur  besprochen,  da  aus  ihr  möglicherweise  die  Abweichungen, 
welche  wir  zwischen  der  Theorie  und  der  Erfahrung  finden ,  entspringen 
können.  Sehr  gut  ist  es  möglich,  dass  man  bei  weiterer  Untersuchung 
andere  Ursachen  fUr  dieselben  kennen  lernen  wird.  Jedenfalls  wird  aber 
gerade  die  weitere  Erforschung  der  optischen  Eigenschaften  der  Metalle 
von  Wichtigkeit  sein  für  das  bessere  Verständniss  der  elektrischen  Er- 
scheinungen. 
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(FoTtaetning  und  Sohlusi  toii  I.) 

20.  Der   Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  eines 
StrahlenbÜBchels   M(gg^,.,)   und    eines    projectivische» 
Bttschels  Ton  Curven   dritter  Ordnung  {Ay^,..J^\^%^,.,\ 
ist  eine   Curve  vierter  Ordnung  K^^  welche   durch  alle 
Orundpunkte  geht. 
Wir  schneiden  das  Bttschel  {M)  durch  eine  Gerade  /,  ^o  entsteht 
auf  ihr  eine  Punktreihe  P...,   die  zum  Büschel  {A^   »»^^  in  projeetivi- 
scher  Beziehung  steht,   und  suchen  zu  bestimmen,   wie  oft  eine  Curve    « 
dieses  Büschels  durch  den  ihr  entsprechenden  Punkt  auf  i  geht.  —  Die 
geraden  Polaren    der    Punkte  P...    bezüglich    ihrer  homologen   Curven 
x^...  werden  von  einer  Curve  dritter  Classe  vierter  Ordnung  C3...  ein- 
gehüllt,  die  also  eine  Doppeltangente  hat.     Denn  ist  X  ein  ganz  belie- 
biger Punkt,  so  bilden  seine  conischen  Polaren  |'. ..  bezüglich  »'...  ein 
zum  letzteren  Büschel  und  daher  auch  zur  Reihe  P. . .    oder,  wenn   Q 
ein  beliebiger  Punkt  ist,    zum  Büschel   Q{P>,.)  projectivisches  Eegel- 
schnittbüschel  mit  den  Grundpunkten  X^X^X^X^.     Die  Büschel  {fi)  und 
[X^,,,X^   erzeugen    eine  Curve  X^  dritter  Ordnung,  welche  /  in   drei 
Punkten  schneidet.     Dies  sind  die  einzigen  Punkte  von  /,  deren  gerade 
Polaren  bezüglich  ihrer  homologen  Curven  aus  dem  Büschel  {^A^ . . .  A^) 
durch  X  gehen  und  es  werden  also  alle  diese  geraden  Polaren  von  einer 
Curve  dritter  Classe  umhüllt. 

Durch  X  legen  wir  eine  Gerade  x  und  nehmen  auf  ihr  die  Punkte 
F,  Z,    ....     Sind   dann   (Fj ...  74)117«...},  (Z^   ..ZJ{£*..   }   die  Büschel 
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conlscher  Polaren  dieser  Punkte  in  Bezng  anf  (i^^...  i^9){x'...},  so  erzen- 
gen sie  mit  dem  Büschel  {Q)  Curven  dritter  Ordnung  F*,  Z*,  ...,  von 
denen  sich  zeigen  lässt,  dass  sie  ein  Büschel  hilden,  dem  auch  Ä^  an- 
gehört. Da  die  Büschel  (|^..)i  (V- ••)•(?•••)»  •••  mit  dem  Büschel  (ß) 
in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden,  so  sind  sie  selbst  unter  ein- 
ander projectivisch  und  es  erzeugen  (|^. ..)  und  (i;**-.)  eine  Curve  C^ 
vierter  Ordnung  durch  die  acht  Punkte  Ä^,,.^^  ^i  •  .•  •  ^4  •  Diese  wird 
von  2"'  in  ^^  ...  X^  geschnitten.  Ihre  übrigen  Schnittpunkte  mit  C^ 
müssen  auch  auf  F^  liegen;  denn  ist  S  irgend  einer  dieser  anderen 
Schnittpunkte  y  so  treffen  sich  in  ihm  die  homologen  Elemente  ^'  und 
ißP«,  aber  auch  QPg  und  17«^  Da  aber  die  Curven  J^^  und  V^  sich  ausser 
in  Q  noch  in  acht  Punkten  S^.,,S^  auf  C^  schneiden,  so  müssen  durch 
diese  neun  Punkte  £)S^...5g  auch  die  Curven  Z^...  hindurchgehen,  veil 
Z»  auch  durch  die  Büschel  (?...)  und  {{?...)  oder  (i?«...)  und  (t*...) 
erzeugt  werden  kann.  Von  den  Curven  des  Büschels  {Ä^F^,..)  berühren 
vier  die  Gerade  /,  also  giebt  es  auf  x  vier  Punkte,  durch  die  sich  nnr 
zwei  Tangenten  au  C^  ziehen  lassen,  die  daher  auf  C^  liegen.  Mithin 
ist  C3  von  der  vierten  Ordnung  und  hat  eine  Doppeltangente,  die  wir 
/  nennen  wollen.  Die  Puuktreihe  /{...,  in  welcher  diese  von  den  Tan- 
genten von  C3,  d.  i.  von  den  geraden  Polaren  der  Punkte  P. ..  bezüg- 
lich ihrer  homologen  Curven  x'...  geschnitten  wird,  ist  diesen  Tangen- 
ten und  daher  auch  der  Beihe  P. . .  projectivisch.  Demnach  werden  die 
Geraden  PR^.,,  von  einem  Kegelschnitte  \t^l\  eingehüllt,  der  mit  C^ 
ausser  /  noch  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  hat.  Sie  seien  'i .  •  •  '4 
und  treffen  /  in  ihren  homologen  Punkten  F^,,,  P^,  Wenn  aber  die 
gerade  Polare  eines  Punktes  durch  ihn  hindurchgeht,  so  muss  er  auf  der 
Curve  liegen ;  daher  liegen  P^,..  P^  auf  ihren  homologen  Curven  x,*. . .  X4^ 
Auf  einer  beliebigen  Geraden  giebt  es  daher  vier  Punkte,  in  denen  sieb 
homologe  Elemente  von  (x^...)  und  {M)  treffen,  also  erzeugen  diese  Bü- 
schel eine  Curve  vierter  Ordnung.  —  Dass  dieselbe  durch  die  GruAd- 
punkte  geht,  folgt  auf  bekannte  Art. 

Anderer  Beweis.  Durch  drei  feste  Punkte  B^B^B^  und  die 
Schnittpunkte  2ta'3t",  SliSl'iä",,  ...  von  x»,  x^»,  ...  mit  einer  Geraden  / 
lege  man  Curven  dritter  Ordnung  /3^  ß^^  .  . ,  welche  M  zum  gemein- 
samen Doppelpunkt  haben.  Dieselben  bilden  ein  Büschel,  dessen  Grund- 
punkte ausser  M  B^  B^  B^  noch  B^  B^  sein  mögen.  Aus  M  und  ^^  werden 
ß^t  ß^y  '"  durch  ein -zweigliedrige,  /  wird  durch  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel  in  perspectivischer  Lage  projicirt,  Dreht  man  alle  Bü 
schel  um  M  und  B^  so,  dass  M B^  und  B^B^  in  eine  Gerade  fallen,  so 
gehen  alle  Curven  ß\  ^|^  ...  in  Kegelschnitte  /3^  ß^*^  . . .  eines  Büschels 
mit  vier  Grundpunkten  ^933  934  995  über;  aus  /  wird  ein  Kegelschnitt  A^ 
der  durch  M  geht;  die  Strahlen  gQi^.-  bilden  ein  neues  Strahlenbüschel 
um  .1/  in  anderer  Lage.     Die  Strahlen  desselben  schneiden  die  homologen 
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Kegelschnitte  des  Büschels  ß^ßj^,.,  in  den  Punkten  einer  Curve  dritter 
Ordnung,  die  M  zum  Doppelpunkte^  hat  und  von  k^  ausser  in  31  noch 
in  vier  Pulten  geschnitten  wird,  deren  verwandte  Punkte  (vor  der 
Drehung)  diejenigen  sind,  in  denen  l  von  dem  Erzeugniss  der  Büschel 
M{gg^.,,)  und  x^x/...  geschnitten  wird.  Also  ist  dieses  Erzeugniss  eine 
Corve  vierter  Ordnung. 

Ein   dritter   Beweis   ergieht   sich  unmittelbar  aus  14,    wenn  das 
eine  Büschel    dritter  Ordnung  in  ein  Büschel  erster  Ordnung  und  einen 
Kegelschnitt  zerfällt. 
21.  Wenn'drei  der  Grundpunktc  eines  Büschels  von  Curven 
dritter   Ordnung    x^x^^...,    etwa    A^A^A^^    auf   einer    Ge- 
raden g   liegen   und   man   legt  durch   die   sechs   übrigen 
eine   beliebige    Curve   K^  dritter   Ordnung,   so   wird   sie 
von   den  Curven   des  Büschels  in  je  drei  Punkten  einer 
Geraden   geschnitten.     Alle  diese  Geraden  treffen  sich 
in  einem  Punkte,  der  auf  g  liegt. 
Die   übrigen   sechs  Punkte  ^4  . . .  A^  liegen  auf  einem  Kegelschnitte 
S^,   der   mit  g   zusammen   auch   eine  Curve   ($^,  g)    des  Büschels   bildet. 
Wenn    wir   die   Geraden ,   auf  denen  K^  von   den  Curven   des  Büschels 
(x^...)   geschnitten   wird,    mit  ss^s^,.,  bezeichnen,   so  gehört  g  auch  zu 
den  (leraden  s,...     Entweder  trifft  jede  der  Geraden  s...   die  Gerade  g 
in  einem  besondern  Punkte  oder  es  kann  einmal  oder  öfter  sich  ereignen, 
dass  zwei   oder   mehrere  Gerade   5...   sich   in   demselben  Punkte  von  g 
treffen.     Gingen  etwa  $  und  ^^  durch  den  Punkt  P  von  g  und  ordneten 
wir   den    drei  Geraden   gss^^   die  Curven  {ß!^^g)%^%^  zu,   so  ist  dadurch 
zwischen   den   Strahlen*  des  Büschels  i^P)   und   den   Curven    (x^...)   eine 
projectivische    Beziehung    hergestellt;     die    homologen    Elemente    beider 
Büschel   schneiden  sich   auf  einer  Curve   vierter  Ordnung,   die  aus   der 
Geraden    g   und    einer   Curve    dritter    Ordnung    besteht,    welche    durch 
A^,..A^  und  die  sechs  Punkte  geht,    in  denen  s  und  s^  von  x^  und  x^^ 
geschnitten   wird,   die  also   mit  K^  zwölf  gemeinschaftliche  Punkte  hat 
und    daher    mit   dieser  Curve  zusammenfallt.      Es   müssten   sich   also  in 
diesem  Falle  sämmtliche  Geraden  s,.,  in  P  treffen.  —  Wenn  sich  aber 
nie  zwei  Gerade  s...   auf  g  schneiden,  so  muss  durch  jeden  Punkt  von 
g  eine  solche  gehen;   da  aber  durch  die  Punkte  A^A^A^  keine  Gerade  s 
sehen  kann,  so  müssen  sich  alle  in  einem  Punkte  von  g  schneiden. 

Anderer  Beweis.  Wir  betrachten  Aq...Aq  als  Grundpunkte  eines 
Kegelschnittbüschels,  dann  lassen  sich  alle  Curven  x^...  durch  das  Kegel- 
schnittbüschel {Aq.,.Aq)  und  projectivische  Strahlenbüschel  (^),  (^1),  •.. 
erzeugen,  deren  Scheitel  sämmtlich  auf  der  Geraden  A^A^  liegen.  Die 
sämmtlichen  Büschel  (5),  (^1),  ...  sind  in  projectivischer  Beziehung  und 
in  perspectivischer  Lage,  weil  diejenigen  ihrer  Strahlen,  welche  sich  in 
A^A^A^  schneiden,  einander  entsprechen.    Durch  die  sechs  Punkte  A^.  .A^ 
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legen  wir  eine  Curve  dritter  Ordnung  K\  die  wir  uns  auch  durch  ein 
Strahlen büschel  und  ein  projectivisches  Kegelschnittbnschel  erzeugt  den- 
ken wollen.  Dieselbe  können  wir  dann  auch  erzeugen  durch  das  Eegel- 
schnittbüschel  (^ß'-'-^s)  ^°^  ®^^  projectivisches  Strahlen  büschel  (A'), 
dessen  Scheitel  AT  auch  auf  ^4-^5  liegen  muss.  Dieses  Strahlenbüschel  ist 
auch  in  perspectivischer  Lage  mit  allen  Büscheln  (B)^  (^i)>  •••  ^nd  er- 
zeugt mit  ihnen  die  Geraden  ss^...^  auf  denen  in  je  drei  Punkten  E^ 
von  x^x/...  geschnitten  wird.  Es  möge  nun  g  von  s  in  G  geschnitten 
werden,  so  sind  BG  und  KG  homologe  Strahlen  der  Büschel  {B)  und 
(Ä").  Da  aber  auch  BG,  B^G,  ...  homologe  Strahlen  der  Büschel  {B\ 
(^j),  ...  sind,  so  sind  auch  B^G,  ...  und  KG  homologe  Strahlen  nnd 
daher  schneiden  sich  ss^,.,  in  G. 

22.  Haben  zwei  projectivische  Büschel  von  Curven  dritter 
Ordnung  sechs  Grundpunkte,  die  auf  einem  Kegel- 
schnitte jt'  liegen,  gemeinsam,  und  entsprechen  dabei 
die  Curven  einander,  von  denen  Si^  ein  Bestand theil  ist, 
so  liegen  die  Schnittpunkte  homologer  Curven  auf  einer 
Curve  vierter  Ordnung. 

Es  seien  ABCDEF  die  sechs  gemeinschaftlichen  Grundpunkte  der 
projectivischen  Büschel  (C^Cj^...)  und  (K^K^..)  und  liegen  anfeinem 
Kegelschnitte  Ä^,  dann  liegen  die  übrigen  drei  Grundpunkte  CCfC  und 
KK'K"  je  auf  einer  Geraden  c  und  k.  Jede  der  Curven  des  ersten  Bü- 
schels wird  von  allen  Curven  des  zweiten  Büschels  in  solchen  Geraden 
geschnitten,  dass  sie  sämmtlich  sich  in  Punkten  ^31^ ...  von  k  schneiden, 
und  jede  der  Curven  des  zweiten  Büschels  wird  von  allen  des  ersten  ift 
solchen  Geraden  geschnitten ,  die  sich  sämmtlich  in  Punkten  ffl  Si ... 
von  c  treffen.  Die  Geraden  21 S9,  SäiSj,  ...  sind  also  die  Schnittlinien 
von  H^  und  C\  K^^  und  C^y  ...;  die  Punkte  21  Sl^  sind  projectivisch 
auf  S33i  ...  bezogen  und  liegen  »perspectivisch,  daher  schneiden  sich 
diese  Geraden  in  einem  Punkte  P.  Wir  können  jeder  dieser  Geraden 
die  Curven  zuordnen,  die  sich  auf  ihr  schneiden,  und  erhalten  dadurch 
zwischen  den  Strahlen  von  (P)  und  den  Curven  eines  jeden  der  Büschel 
(C^..)  und  (AT^.,)  projectivische  Beziehungen.  Da  aber  das  Strahlenbtischel 
(P)  mit  jedem  der  projectivischen  Curvenbüschel  dieselbe  Curve  vierter 
Ordnung  erzeugt,  so  erzeugen  auch  die  projectivischen  Curvenbüschel  die- 
selbe Curve  vierter  Ordnung,  eigentlich  eine  Curve  sechster  Ordnung,  die 
aber  aus  dieser  Curve  vierter  Ordnung  und  dem  Kegelschnitt  R*  besteht. 

23.  Wenn  eine  Curve  K^  der  Ort  der  Schnittpunkte  homo- 
loger Elemente  eines  Büschels  erster  Ordnung  ^(^o^i^s"^ 
und  eines  projectivischen  Büschels  dritter  Ordnung 
(^j ... /^9)|xo'xi^x2*...  j  ist,  von  dessen  Grxindpunkten  sechs 
auf  einem  Kegelschnitte  S*  liegen,  so  treffen  alle  Cur- 
ven   dritter  Ordnung,   welche  durch  diese  sechs  Punkte 
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und   durch  je    drei  Schnittpunkte  homologer  Elemente 

gelegt  sind,  die  Curve  K^  noch  in  je  drei  Punkten  einer 

Geraden.     Alle   diese  Geraden   schneiden  sich  in  einem 

festen  Punkte  S  von  iSf*. 

Diejenigen   sechs  Grundpunkte,   welche  auf  einem  Kegelschnitte  Ä* 

liegen,  seien  j^^...^g  und   die  Schnittpunkte  homologer  Elemente  seien 

^o^o^o»  ^1^1  ^n   ^2 ^2 ^2»   ••••     Man  lege  durch  die  Punkte 

A^,.,A^B^C^D^B^  und  A^,. ,  J^B^C^D^B^ 
die  Curven 

V  und  X,\ 

die  sich  noch  in  CD  schneiden  mögen.  Von  den  Curven  des  Büschels 
(A^...ji^B^CD)  geht  eine,  X^^  durch  Cg  und  daher  auch  durch  Z>j,  Zwi- 
schen den  Büscheln  (A/),  {A^  . .  A^  und  {A^..,  Aq  B^C  D)  ist  projectivische 
Beziehung  hergestellt,  wenn  ^oP'1^21  '^0^*1*^2*  und  A^^Aj^Ag*  einander  zu-  * 
geordnet  werden.  —  Alle  Curven  des  ersten  Büschels  werden  von  Aq^  in 
je  drei  Punkten  einer  Geraden  geschnitten  und  alle  diese  Geraden  tref- 
fen sich  in  einem  Punkte  Eq  der  Geraden  A^A^A^'  wenn  Xq^  das  zweite 
Büsche]  durchläuft,  so  durchläuft  Eq  eine  zu  ihm  projectivische  Punkt- 
reihe auf  A^A^.  Die  Curven  des  zweiten  Büschels  werden  vofa  Xq',  jede 
in  drei  Punkten  einer  Geraden  geschnitten  und  alle  diese  Geraden  tref- 
fen sich  in  einem  Punkte  Fq  von  CD,  Wenn  Xq^  das  erste  Büschel  durch- 
läuft, so  durchläuft  F^  auf  CD  eine  jenem  projectivische  Punktreihe  und 
daher  ist 

K...)Ä(fo---). 
Die  Geraden  E^F^^  ...  müssen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  da  der 
Schnittpunkt  von  -«^7 -^8  ^^^^  ^^  ^^^^  selbst  entspricht  und  da  sic|^.  je 
zwei  homologe  Curven  der  Büschel  (xq^...)  und  (Aq*...)  in  je  drei  Punk- 
ten dieser  Geraden  schneiden,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  der  Punkt  M, 
Legt  man  also  durch  A^  ...  A^^  ferner  durch  BqCqDq^  B^C^D^^  ... 
und  einen  festen  Punkt  B  von  Ä^*  Curven  dritter  Ordnung, 
so  Bchneid'en  sie  sich  noch  in  zwei  Punkten  EF  von  AT^ 
welche  mit  dem  festen  Punkte  in  einer  Geraden  b  liegen. 

Die  Gerade   6   schneide  AT*   noch  in  S,     Wir   beziehen   die  Büschel 
dritter  Ordnung 

{A^...A^BqCqDq)  und  {A,.,.A^B,C,D,) 

projectivisch    dadurch   auf   einander,    dass   wir  je   zwei  Curven   einander 
Zuordnen,  die  sich  noch  in  einem  und  daher  noch  in  zwei  anderen  Punk- 
ten von  AT*  schneiden.     Je  drei  solcher  Punkte  liegen  nach  dem  Obigen 
auf  einer  Geraden  und  alle  diese  Geraden  müssen  sich  in  einem  Punkte 
von  AT*,  also  in  5,  schneiden. 
24.  Wenn   die  homologen  Elemente   zweier  projectivischen 
Büschel    von    Curven    dritter  Ordnung  sich   in  je   sechs' 
Punkten  eines  Kegelschnitts  schneiden,    so  liegen  ilwre         t 
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übrigen  Schnittpunkte  auf  geraden  Linien,    die  sich  in 

einem  Punkte  treffen. 
Die  projectivischen  Curvenbtischel  seien  (A^^  J^..,  ^^1  {a^aj*. . . }  und 
(■B^B^...  ^9)  t/^'i?!*... } ;  je  zwei  homologe  Curven  schneiden  sich  in  sechs 
Punkten  CDEFGHy  CyD^E^F^G^H^,  ...  auf  einem  Kegelschnitt»*  und 
ausserdem  in  je  drei  Punkten  JKL^  J^K^L^y  ...,  die  auf  geraden  Linien 
g^  gyy  ...  liegen.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  alle  diese  Geraden  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Zunächst  weisen  wir  nach,  dass  keine  zwei 
von  ihnen  sich  in  einem  Punkte  von  »*  schneiden  können;  denn  thäten 
dies  irgend  zwei  von  ihnen,  etwa  g^  und  ^n»  Qud  läge  ihr  Schnittpunkt 
0  auf  »^  so  bildeten  sowohl  a^m  und  jS^m«  als  a\  und  jS\  neue  Curven- 
btischel ,  zu  denen  (»^  g„^  und  (»^  gn)  gehörten.  Die  geraden  Polaren 
von  0  bezüglich  der  Curven  der  Büschel  (o*..)  und  (/5^...)  schneiden 
sich  in  zwei  Punkten  A  und  B  und  da  0  ein  Doppelpunkt  einer  Curve 
sowohl  im  Büschel  {cfim ?^m\  als  (cr^n ß^n)  ist ,  so  muss  seine  gerade  Polare 
für  alle  Curven  beider  Büschel  mit  AB  zusammenfallen  und  0  müsste 
auch  ein  Doppelpunkt  einer  Curve  sowohl  des3üschels  (of^.)  als(j5'...) 
sein,  was  nicht  vorausgesetzt  ist.  Daher  können  sich  in  keinem  Punkte 
von  Ä*  zwei  der  Geraden  ggi--»  schneiden  und  sie  müssen  Ä*  in  Punkt- 
paaren  MNy  M^N^y  ...  schneiden,  welche  in  projectivischer  Beziehung 
zu  den  Curven  cfia^^..,  und  ß^ß^^.,.  stehen.  Denn  erstlich '  entspricht 
jedem  Paare  homologer  Curven  {cfiß^)  ein  Punktpaar  M  N  und  umgekehrt. 
Ja,  es  entspricht  sogar  jedem  Punkte  dieses  Paares  dasselbe  Curvenpaar 
(a®jS^),  weil  es  z.  B.  durch  M  nur  eine  einzige  Gerade  geben  kann,  anf 
der  sich  homologe  Curven  schneiden.     Da  also 

ist,  80  muss  auch 

{MM^..,NN^...)7^  (iViVj . . .  MMj^ . . . ) 

sein  und  es  haben  diese  Punktreihen  involutorische  Lage,  woraus  weiter 
folgt,  dass  alle  Geraden  ggi-»»  sich  in  einem  Punkte  P  schneiden;  da 
ferner 

ist,   so   liegen   die   Schnittpunkte   homologer  Elemente   auf  einer   Curve 
vierter  Ordnung  K\  welche  durch  A^,,.  A^B^,,,  B^P  geht. 
25.  Eine    Curve   A'*    vierter   Ordnung,    welche    der   Ort    der 
Schnittpunkte     homologer     Elemente     zweier     Büschel 
er-ster    und    dritter    Ordnung    ist,    kann    auf   unzählige 
Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt  werden. 
Es   sei  K^   der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  der  Bü- 
schel S{sQSy^s^  . . .)  und  (^1 . . .  ^9)  \%^y,^7i^. . .  j.     Die  homologen  Elemente 
Sp  und   7?p  schneiden   sich   in   B^Cpüp,     Ein  beliebiger  Kegelschnitt  P 
treffe   k%   in  Pi,.,Pq.     Durch  die  neun  Punkte  BpCpDp  P^,.,  P^  sei  X^ 
eine   beliebige   Curve   dritter  Ordnung.     Diese   wird   von   ÄQ^Xj^Äg^...  in 
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Grnppen  (x^),  (x|),  (x^),  ...  von  je  nean  Pankten  geschnitten.  Wir 
betrachten  {SpP^)  als  eine  Carve  dritter  Ordnung;  dann  constitniren  die 
Curven  Xq^  und  {SpP^)  ein  Büschel  dritter  Ordnung,  von  dessen  Curven  . 
x^^  durch  (jto)  und  (.?pP«)  durch  BpCpüpP^,. .  P^  auf  AT»  geht.  Deshalb 
müssen  nach  13  die  übrigen  Curven  K^K^...  dieses  Büschels  auch  durch 
{^i)y  («2)»  •••  *^^  ^^  gehen.  Wenn  man  je  zwei  Curven  der  Büschel 
Xq'xj^x/...  und  %f^K^K^,..  einander  zuordnet,  welche  X^  in  derselben 
Gruppe  (x)  schneiden,  so  sind  die  beiden  Büschel  projectivisch  auf  ein- 
ander bezogen.     Daher  ist  auch 

Diese  Büschel  erzeugen  eine  Curve  vierter  Ordnung,  die  aber,  da  dem 
Strahl  Sp  die  Curve  («p/^*)  entspricht,  in  Sp  und  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung K^  zerfällt.  Sie  muss  X^  in  denselben  Punkten  wie  K^  treffen. 
Wir  betrachten  (^o^*)  ^^^  (^i^^)  *^*  Curven  dritter  Ordnung,  so  con- 
stituirt  die  erste  mit  Xq^,  die  zweite  mit  K^  ein  Büschel  dritter  Ordnung. 
In  diesen  Büscheln  ordnen  wir  Xq*  und  K^y  (*o^*)  ^^^  (*i^*)  einander 
zu.  Die  beiden  ersten  schneiden  sich  in  drei  Punkten  von  Sp  und  in 
sechs  Pankten  von  P\  die  beiden  letzten  in  S,  Ordnen  wir  noch  zwei 
Curven  einander  zu,  die  sich  in  einem  Punkte  von  5p  treffen,  so  erzeu- 
gen beide  Büschel  eine  Curve  sechster  Ordnung,  die  in  (K^SpP^  de- 
generirt.  Ersetzt  man  K^  durch  x^^,  so  ergiebt  sich  erstens,^  dass  die 
Curven  des  Büschels,  welches  durch  %^  und  {Sy^P^)  gebildet  wird,  X^  in 
denselben  Gruppen  treffen,  wie  die  Curven  des  Büschels,  welches  von 
K^  und  («1 P^)  constituirt  wird.  Deshalb  sind  diese  Büschel  projectivisch 
auf  einander  und  auf  die  Curven  des  Büschels  [xQ^  (^0^^)]  bezogen.     Die 

^'^*'*'  [V.(*o^*)]tindK»,K/'«)] 

erzeugen  eine  Curve  sechster  Ordnung,  welche  aber  in  P*  und  eine  Curve 
K^  zerfällt,  welche  X^  in  BpCpDp  und  in  den  Punkten  trifft,  in  denen 
diese  Curve  von  £^  und  Ä'*  geschnitten  wird.  Wenn  X^  das  Büschel 
(BpCpDpP^.  .  Pq)  durchläuft,  so  bleiben  in  den  projectivischen  Büscheln 

M(*o^*)]  and  [«,»,(«,/»)] 
dieselben  Curven  wie  vorher  zugeordnet,  nämlich  Xq^  und  x^*,  {s^P^)  und 
(SyP^)  und  die  beiden  Curven,  welche  sich  in  BpCpDp  treffen.  Daher 
resultirt  auch  dieselbe  Curve  A^^^  welche  also  mit  X^  zusammenfallen 
muss,  da  beide  Curven  sich  stets  in  je  neun  Funkten  der  Curven  X^ 
treffen. 

Jedes  der  vorigen  Büschel  können  wir  aber  ersetzen  durch  eines  der 

'"'««"^«"^         K».(.,/>^].  («,^(.3n].  .... 

Alle  einander  entsprechenden  Curven  schneiden  sich  in  denselben  neun 
Punkten  von  üf*  und  sind  projectivisch  auf  SqS^s^..,  bezogen.  Daher 
giebt  es  unendlich   viele   Büschel   dritter  Ordnung,   deren  Grundpunkte 
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auf  AT*  liegen,  welche  projectivisch  auf  (*o*i*2--)  bezogen  sind  und  mit 
diesem  Büschel  die  Curve  K^  erzeugen.  Wenn  T^  sich  ändert,  werden 
sich  auch  die  Basen  der  erzeugenden  Büschel  dritter  Ordnung  ändern 
und  da  alle  Kegelschnitte  der  Ebene  ein  Gebilde  von  fünffach  unend- 
licher Mächtigkeit  bilden,  werden  solche  erzeugenden  Büschel  in  sechs- 
fach unendlicher  Mächtigkeit  vorhanden  sein,  also  in  derselben  Zahl,  als 
sich  Curven  dritter  Ordnung  durch  drei  Punkte  legen  lassen.  —  Wenn 
man  daher  durch  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  s^s^s^,.. 
und  sechs  feste  Punkte  von  K^  Curven  dritter  Ordnung  legt, 

so  schneiden  sich  diese  noch  in  drei  anderen  Punkten  von  A'^ 

t 

Anderer  Beweis.  Der  durch  die  fünf  Punkte  ^j ... -^5  bestin^mte 
Kegelschnitt  91*  schneidet  K^  noch  in  drei  Punkten  O^C^Cj^.  Durch 
A^,.,Af^B^  und  die  Gruppen  B^C^D^y  B^C^D^  lege  man  die  Curven  drit- 
ter Ordnung  ßo^ßi^^  welche  sich  noch  in  CDE  schneiden,  mögen.  Eine 
Curve  des  von  beiden  constituirten  Büschels,  ß^^,  geht  durch  C^,  Da  a„^ 
und  ßQ^  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden  treffen ,  so  liegen  ihre  übri- 
gen Schnittpunkte  auf  einem  Kegelschnitte  und  sie  schneiden  sich  also 
noch  in  6'^.  auf  51*;  ebenso  schneiden  sich  «j^  und  ß^^  noch  in  C' auf  21^ 
Wenn  wir  je  zwei  Curven  der  Büschel 

(^i...^9)  und  {Ä^..,An^ß^CDE), 
die  sich  in  einem  Punkte  von  91*  schneiden ,  einander  zuweisen ,  so  sind 
diese  Büschel  projectivisch  auf  einander  bezogen  und  je' zwei  homologe 
Curven  schneiden  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Alle  diese  Ge- 
raden, g^gig^Qz-y  schneiden  sich  (vergl.  24)  in  einem  Punkte,  der  hier, 
da  g^  und  s^^  g^  und  s^,  g^  und  s^  zusammenfallen,  der  Punkt  S  sein 
muss.     Da  aber 

(«„»V-  •  •)  Ä  {ß,'ß,'. . .)  Ä  S{s,s,  ...)Ä  Sig.g, . . .) 
ist,  so  muss  ^3  mit  5^,  g^  mit  ^4,  ...  zusammenfallen  und  es  fallen  die 
Schnittpunkte  von  ß^^  und  ^3,  j3/  und  5^,  ...  mit  B^C^D^y  ^4^4^41  ••• 
zusammen.  Man  kann  also  das  Büschel  (>^i . . .  ^9)  ersetzen  durch  ein 
anderes  {A^,,,  A^B^CDE)^  in  welchem  der  eine  Grundpunkt  ^g  beliebig 
gewählt  war.  Setzt  man  dasselbe  Verfahren  fort,  so  erkennt  man,  dass 
man  noch  sechs  von  den  Grundpunkten  wählen  kann,  und  erhält  als 
Resultat : 

Legt  man  durch  BqCqDq,  B^C^D^^  ...  und  durch  sechs  be- 
liebige Punkte  von  K^  Curven  dritter  Ordnung,  so  schnei- 
den sich  dieselben  noch  in  drei  Punkten  von  AT*. 

Es  sei  nun  A'  ein  ganz  beliebiger  Punkt  von  A'*,  x^x^x^,,.  Strahlen 
durch  ihn.  Diese  schneiden  K^  noch  in  ü^^  V^  W^^  ü^  V^  ff^,  ü^  V^  fTg,  .... 
Man  lege  durch  ÜqV^WqBqC^Dq  eine  Curve  x^^  dritter  Ordnung,  welche 
K^  noch  in  sechs  Punkten  Z^,.,Z^  schneidet,  welche  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen.     Nach  dem  Vorigen  giebt  es  nun  eine  Curve  dritter  Ord- 
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nung   Äj^   welche  durch    die  zwölf  Punkte  UqVq  IV^B^C^D^Z^,,,!^  geht. 
Wir  beziehen  die  Cnrvenbüschel  dritter  Ordnung 

(B,C,D^Z,...Z^)  und  {B,C,D,Z,,.,Z^) 
projectivisch  'dadurch  aufeinander,  dass  wir  je  zwei  Curyen  einander  zu- 
ordnen, die  sich  noch  in  einem  und  daher  nach  dem  vorigen  Satze  noch 
in  zwei  anderen  Punkten  von  A^^  schneiden.  In  diesen  Büscheln  ent- 
sprechen sich  diejenigen  Curven,  welche  in  den  Kegelschnitt  2?,  auf  dem 
Zj...Zg  liegen,  und  in  eine  der  Geraden  BqCqDq  oder  B^C^D^  zerfallen. 
Sie  erzeugen  daher  eine  Curve  sechster  Ordnung,  die  aber  in  Z^  und  K^ 
zerfällt.  Je  zwei  homologe  Curven  schneiden  sich  aber  in  drei  Punkten 
einer  Geraden  und  alle  diese  Geraden  müssen  sich  in  einem  Punkte  von 
A"^,  also  in  X  treffen.     Wendet  man  nun  den  vorigen  Satz  an,  so  folgt: 

26.  Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  ^  von  üf^  Strah- 
len XqX^x^..,,  welche  £^  in  Ü^V^W^,  ^i^iW^i»  ^2^2^2.  ••• 
schneiden,  ferner  durch  je  drei  zusammengehörige 
Schnittpunkte  und  irgend  sechs  feste  Punkte  von  K^ 
Curven  dritter  Ordnung,  so  schneiden  sich  diese  noch 
in  drei  anderen  Punkten  von  K^, 

27.  Curvennetz  dritter  Ordnung. 

Die  drei  Curven  dritter  Ordnung  K^K^K^^  welche  nicht  zu  einem 
Büschel  gehören  sollen,  bilden  drei  Büschel  (Äq^i)»  (^i^2^>  C'^a^'^o)'  ^^' 
beziehen  die  beiden  ersten  projectivisch  so  auf  einander,  dass  AT^  sich 
selbst,  Kq  der  Curve  K^  und  irgend  eine  Curve  K\  des  ersten  einer  K\ 
des  zweiten  entspricht,  so  schneiden  sich  die  homologen  C^urveu  dieser 
Büschel  auf  einer  Curve  sechster  Ordnung,  die  in  K^  und  eine  andere 
Curve  dritter  Ordnung  $^  zerfällt,  woraus  also  folgt: 

Die  Schnittpunkte  der  Curven  Kq  und  K^  liegen  mit  den 
Schnittpunkten  zweier  beliebigen  Curven  der  beiden  Bü- 
schel (AT^iTi)  und  {K^K^  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Bringt  man  jede  Curve  von  {.K^K^  mit  jeder  von  {K^K^  zum  Durch- 
schnitt und  legt  durch  die  Schnittpunkte  die  durchgehende  Curve  von 
(^0^2)9  ^^  erhält  man  alle  Curven  dieses  Büschels.  Sind  K'q^K"q^  zwei 
Curven  des  ersten  Büschels,  K\2K'\^  zwei  des  zweiten,  so  liegen  die 
Schnittpunkte  von  K\^  und  K\^  mit  denen  von  K"q^  und  K"^  auf  einer 
Curve  dritter  Ordnung.  Halten  wir  K\^  und  K\<^  fest  und  lassen  K'\^ 
und  K'\^  die  Büschel  (Ä^oüfj)  und  {K^K^  durchlaufen,  so  erhalten  wir 
alle  Curven  des  Büschels  {K\^  ^12)*  -^^^  diese  Art  erhalten  wir  alle 
Curven  aller  Büschel,  deren  Grundpunkte  die  Schnittpunkte  von  irgend 
zwei  Curven  der  Büschel  {K^K^)  und  {K^K^  sind. 

Verwenden  wir  die  Büschel  i^K^K^  und  {K^Kqj  oder  (A^2^o)  ^^^ 
{Kq[C^  zur  Herstellung  neuer  Curven  in  der  angegebenen  Art,  so  lässt 
sich  zeigen,  dass  ausser  den  schon  erhaltenen  keine  neuen  Curven  auf- 
treten.    Denn  nehmen  wir  eine  Curve  K^  aus  (f^^^  und  eine  beliebige 
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X  aus  (A'jo^oi)  ^^^  beziehen  {^Qf^2)  ^^^  (^o^i)  projectivisch  auf  ein- 
ander, indem  wir  Kq  sich  selbst,  A'oi  ^^^  ^20 «  ^^^  ^^^^  Curven  einander 
entsprechen  lassen,  welche  sich  in  einem  Punkte  von  x  schneiden,  so 
erzeugen  diese  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  mit  x  zehn  gemein- 
schaftliche Punkte  hat  und  also  mit  ihr  zusammenfällt.  Wenn  A\  und  x 
sich  in  P  schneiden  und  es  ist  A'of^  diejenige^  Curve  von  (Ä^q/T^),  welche 
durch  P  geht,  so  folgt,  dass  x  auch  eine  Curve  des  Büschels  (A^gA'oi  )  ist. 
Dieses  Büschel  erhalten  wir  aber  auch  aus  den  Büscheln  (^'0^1)  ^°^ 
(Ä'jA'g),  in  denen  wir  die  projectivische  Beziehung  nur  so  feststellen 
dürfen,  dass  I^^  sich  selbst,  A'of^  der  Curve  K^  entspricht.  Somit  erhal- 
ten wir  alle  Curven  des  Netzes  [ÄQÄ^jA'g],  wenn  wir  alle  Curven  der 
Büschel  uns  vorstellen,  welche  eine  veränderliche  Curve  ^01  des  Bü- 
schels {KqK^  mit  einer  veränderlichen  A'i|^  des  Büschels  {K^K^  oder 
jede  dieser  veränderlichen  Curven  mit  einer  veränderlichen  K^i^  des 
Büschels  (ATjATq)  bestimmt.     Daraus  aber  folgt: 

Je  zwei  Büschel  des  Netzes  haben  eine  Curve  gemein. 

Man  leitet  aus  diesem  Satze  leicht  einige  Haupteigenschaften  des 
Netzes  ab,  so: 

a)  Alle  Curven  des  Netzes,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen,  bilden  ein  Büschel. 

b)  Schneiden  Curven  eines  Büschels  dritter  Ordnung  eine 
beliebige  Curve,  dritter  Ordnung  und  man  legt  durch 
die  einzelnen  Gruppen  von  Schnittpunkten  und  einen 
beliebigen  Punkt  andere  Curven  dritter  Ordnung,  so 
bilden  auch  diese  ein  Büschel. 

Haben  alle  Curven  eines  Büschels  sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes 
K^  gemeinsam,  so  liegen  die  anderen  drei  Grundpunkte  auf  einer  Ge- 
raden g.  Legt  man  durch  die  ersten  sechs  Grundpunkte  eine  beliebige 
Curve  dritter  Ordnung,  so  constituirt  sie  mit  dem  Büschel  ein  Netz.  Sie 
schneidet  jede  Curve  des  Büschels  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Jede 
derselben  bildet  mit  Ä*  eine  Curve  des  Netzes.  Die  eine  von  ihnen,  /, 
schneidet  g  in  P\  alle  durch  P  gehenden  Curven  des  Netzes  bilden  ein 
Büschel.  .Zwei  dieser  Curven  sind  {K^g)  und  (A'*/),  also  bestehen  alle 
übrigen  auch  aus  K^  und  einer  Geraden.  Hiermit  ist  der  Satz  21) 
von  Neuem  abgeleitet. 

Ebenso  folgt: 

c)  Haben  die  Curven  eines  Büschels  dritter  Ordnung  drei 
Grundpunkte  A^A^A^  auf  einer  Geraden  und  legt  man 
durch  sie  ein  e  beliebige  Curve  dritter  Ordnung,  so  wird 
sie  von  jeder  Curve  des  Büschels  in  sechs  Punkten  eines 
Kegelschnittes  getroffen.  Alle  diese  Kegelschnitte 
bilden    ein  Büschel,    zu    welchem  auch  der  Kegelschnitt 
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gehört,    auf   dem    die    übrigen    sechs   Grundpunkte   des 
Büschels  dritter  Ordnung  liegen. 
28.  Sind  (xo^xj»...)  un  d  (Ao^i»  .. .)  projectivische  Büschel  drit- 
ter  Ordnung,    so    bestimmen    die   Schnittpunkte   homo- 
loger Elemente   neue  Büschel   dritter  Ordnung  von  der 
Eigenschaft,   dass  sich  ihre  Curven  unendlich  oft  so  zu 
neuen   Büscheln    ordnen,    dass   in  jedem   derselben   aus 
jedem  der  ersten  Büschel  eine  Curve  vorkommt. 
Durch    die  Schnittpunkte  P^,..  P^  irgend  zweier  homologen  Curven 
%^p  und  X\  lege  man  zwei  beliebige  Curven  dritter  Ordnung  Bt^  und  A'*. 
Die  Büschel  (^/^Xq^)   und  {M^l^)   scheiden  X^  in  denselben  Punktgrup- 
pen, wie  (xq^Xj*)  und  [l^k^)-     Ordnen  wir  je  zwei  Curven,  die  sich  in 
denselben  neun  Punkten  von   X^  schneiden,  einander  zu,  so  ist 
(Xo«^8)  Ä  (Xo«K,«),      (Ao»^»)  Ä  (Ao«  V) 

und  also 

(xo»il/«)Ä(Ao«^«). 

Da  in  den  letzten  Büscheln  M^  sich  selbst  entspricht,  so  erzeugen  sie 
eine  Curve  iV'  dritter  Ordnung,  welche  X^  in  den  neun  Punkten  öi  —  ög 
schneidet,  in  denen  diese  Curve  von  der  Curve  K^  geschnitten  wird, 
welche  von  den  Büscheln  (xq^x^^)  und  (Aq'Aj*)  erzeugt  wird.  Diejenigen 
Curven  der  Büschel  {k^M^)  und  (A^'ilf^),  welche  den  Curven  x^'  und  A^^ 
der  Büschel  (x^^^x^^)  und  (Aq'Aj^)  entsprechen,  seien  K^  und  L^.  Die 
Büschel  (xq^Aq^)  und  i^K^L^)  kann  man  projectivisch  so  auf  einander 
beziehen,  dass  sie  die  Curve  {M^N^)  erzeugen,  wenn  man  x^^  und  K^^^ 
Xq^  und  L^^  einander  und  N^  sich  selbst  entsprechen  lässt.  Da  x^^  und 
Äj*  sich  in  neun  Punkten  von  A^'  und  ebenso  A^*  und  Xj*  sich  auch  ip 
neun  Punkten  von  X^  schneiden,  so  treffen  die  Curven  der  Büschel 
(Äj'Lj^  die  Curve  X^  in  denselben  Punktgruppen.  Beziehen  wir  nun 
die  Büschel  (xq^A^')  und  (x^^A^^)  projectivisch  so  auf  einander,  dass  Xq^ 
and  x^^,  Aq'  und  A^^,  und  die  beiden  Curven  einander  entsprechen ,  welche 
sich  in  P^  treffen,  so  erzeugen  sie  eine  Curve  A^^^  sechster  Ordnung, 
welche  X^  in  denselben  Punkten  schneiden  muss,  wie  (M^N^)  und  also 
Ä'^.  Auf  dieselbe  Weise  folgern  wir,  dass  Ä'®  und  K^^  sich  in  zwölf 
Punkten  jeder  Curve  des  Büschels  (x'pA^p)  schneiden  und  daher  zusam- 
menfallen müssen.  Also  lässt  sich  K^  auch  durch  die  Büschel  (x^^A^^), 
(xj*Aj^),  (xg^Ag^),  ...  erzeugen  und  durch  die  neun  Punkte,  in  denen 
eiue  Curve  des  ersten  Büschels  Ä'^  schneidet,  geht  aus  jedem  der  anderen 
Büschel  eine  Curve. 
Hieraus  folgt: 
a)  Schneiden  die  Curven  Xq^Xj^Xj^..  eines  Büschels  dritter 
Ordnung  einen  Kegelschnitt  A'^  und  legt  man  durch  zwei 
Schnittpunktsgruppen  zwei  beliebige  Curven  dritter 
Ordnung  A^^  und  A^^,  so  treffen  die  Curven  des  Büschels 
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(W)  den  Kegelschnitt  if^  in  denselben  Schnittpunkts- 
gruppen. 
Die  Curven  Xq^  und  X^^  schneiden  sich  noch  in  drei  Punkten  einer 
Geraden  Qq  und  ebenso  x^^  und  X^^  in  drei  Punkten  einer  Geraden  g^» 
Es  bilden  also  x^^,  A^*,  {^^Qo)  ein  Büschel  und  x,^  A^^  (^^Qi)  ein  anderes 
Büschel.  Ordnen  wir  Xq*  und  x^^  A(,^  und  Al^  (Ä^ö'o)  ^^^^  (^^^i)  einander 
zu,  so  sind  die  Büschel  projectivisch  auf  einander  bezogen  und  erzeugen 
ausser  AT*  eine  Curve  vierter  Ordnung  Ä'*.  Diese  Curve  kann  nach  dem 
obigen  Satze  auch  durch  die  Büschel  (xq^Xi^...)  und  (Xq^Xj^,,,)  erzeugt 
werden,  so  dass  sich  also  homologe  Curven  dieser  Büschel  in  je  sechs 
Punkten   von  A'*  schneiden. 

b)  Legt  man  durch  zwei  Grundpunkte  eines  Büschels  drit- 
ter Ordnung  einen  Kegelschnitt  und  durch  je  vier 
Punkte,  in  denen  er  von  einer  Curve  des  Büschels  ge- 
schnitten wird,  und  durch  irgend  einen  festen  Punkt 
Kegelschnitte,  so  bilden  diese  ein  Büschel. 

c)  Ist  eine  Curve  K^  fünfter  Ordnung  durch  ein  Büschel 
dritter  Ordnung  (xo^Xi'...)  und  ein  projectivisches  Bü- 
schel zweiter  Ordnung  (Aq^A^^...)  erzeugt  und  man  legt 
durch  die  Schnittpunkte  von 

V  81  a    «  si  2    4,  si  2 

'^0*0»    **!   *l  '    *2      2  »     *  •  • 

und   drei  beliebige  Punkte  von  /f*  Curven  di'itter  Ord- 
nung, so  treffen  sie  sich  noch  in  sechs  Punkten  von  A"^. 

d)  Ist  eine  Curve  Ä'*  vierter  Ordnung  durch  ein  Büschel 
dritter  Ordnung  (»o^Xi'.-.)  und  ein  projectivisches  Bü- 
schel erster  Ordnung  (AqA|...)  erzeugt  und  man  legt 
durch  die  Schnittpunkte  von 

*0  ^ »   *1  ^1  >   ^2  ^y    •  •  • 
und  sechs  beliebige  Punkte  von  K^  Curven  dritter  Ord- 
nung,   so   treffen   sie  sich    noch  in  drei  Punkten  von  A*. 
29.  Haben    zwei    projectivische    Büschel    dritter    Ordnung 
drei  Punkte    A^A^^^^  einer   Geraden  g  gemein  und  ent- 
sprechen   sich   diejenigen   Curven,    welche  g  als   einen 
Bestandtheil  haben,  so  treffen  sich  alle  Kegelschnitte, 
auf  denen  sich  je  zwei  homologe  Curven  in  sechs  Punk- 
ten achneiden,  in  denselben  vier  Punkten. 
Die    projectivischen    Büschel    %^%^,,.    und    Aq^A|^...    haben    ausser 
A^A^A^    noch   die  Grundpunkte   A^,,,A^  und  B^.^.Bq^    von    denen  die 
ersten  auf  einem  Kegelschnitte  x^,   die  anderen  auf  einem  Kegelschnitte 
A*  liegen.     Dann  sind  (x*^)  und  (l^g)  entsprechende  Curven.     Die  Curve 
«y^  wird  von  allen  Curven  des  Büschels  (A^'...)  in  je  sechs  Punkten  ge- 
schnitten, die  stets  auf  einem  Kegelschnitte  liegen»  und  alle  diese  Kegel- 
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schnitte  bilden  nach  27c)  ein  Büschel,  dessen  Basis  {^^q)  auf  X^  Hegt. 
Wenn  Hq^  das  Büschel  (x^^...)  durchläuft,  so  durchlaufen  die  Basen  (-fifi), 
(iig),  ...  die  Quadrupel  einer  biquadratischen  Involution,  zu  welcher  auch 
die  vier  Schnittpunkte  von  ä^  und  k^  gehören.  Die  Curve  Xq^  wird  von 
allen  Curven  des  Büschels  (xq^...)  in  je  sechs  Punkten  eines  Kegelschnit- 
tes geschnitten  und  alle  diese  Kegelschnitte  bilden  ein  Büschel,  dessen 
Basis  (Lq)  auf  x^  liegt.  Wir  lassen  Xq^  das  Büschel  (Aq^Aj^...)  durchlaufen, 
dann  durchlaufen  die  Basen  (Z^),  (Z^),  ...  auch  diB  Quadrupel  einer  zur 
ersten  projecti vischen  biqifbd ratischen  Involution.  Je  zwei  entsprechende 
Quadrupel  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  und  alle  diese  Kegelschnitte 
müssen,  wie  aus  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  folgt,  ein 
Büschel  bilden. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  jässt  sich  2Sc)  auch  auf  folgende  Art  be- 
weisen. 

Die  Grundpunkte  beider  Büschel  seien  J^...Aq  und  B^,,,B^y  und 
die  Schnittpunkte  homologer  Curven  seien 

«    ^o^o^o^o^o^A)>  ^1  ^i ^1  ^1  ^j  ^1 »  ^2^8^2^2^2^»>  •••• 
Die  Gerade  ^1^2  schneide  die  erzeugte  CurVe  K^  noch  in  CmCnCp. 

Man  lege  durch  A^A^Dm  und  die  beiden  ersten  Gruppen  zwei  Curven 
dritter  Ordnung  A^^  und  A^^,  welche  die  Curven  %^  und  %^  noch  in  den 
Punkten  Kq  und  K^  der  Geraden  A^A^  schneiden  müssen.  Die  Curven 
X^  und  X^  constituiren  ein  Büschel,  von  welchem  eine  Curve,  A^mj  durch 
den  Punkt  Cm  geht,  welchen  auch  x*«,  trifft.  Ordnen  wir  nun  die  Cur- 
ven %^  und  Ao^  Xj'  und  Al^  x^„  und  A^p,  einander  zu,  so  sind  die  Bü- 
schel (x'. ..)  und  (A'...)  projectivisch  auf  einander  bezogen.  Je  zwei 
homologe  Curven  schneiden  sich  auf  ^1^2  ^^^  daher  noch  in  sechs 
Punkten'  eines  Kegelschnittes.  Diese  sämmtlichen  Kegelschnitte  müssen 
sich  in  B^,.,B^  treffen,  da  zwei  von  ihnen  A^^  und  Aj*  sind.  Die  Cur- 
ven K^m  und  X^m  müssen  sich  auf  dem  Kegelschnitte  X^m  schneiden,  da 
derjenige  Kegelschnitt,  auf  welchem  die  -Schnittpunkte  dieser  Curven 
liegen,  durch  B^B^B^B^  und  D^  gehen  muss.  Da  nun  die  Kegelschnitte, 
auf  denen  sich  je  zwei  homologe  Curven  der  Büschel  (x^...)  und  (A^...) 
schneiden^  ein  zu  beiden  und  daher  auch  zum  Büschel  (A^...)  projecti- 
visches  Büschel  bilden,  und  da  dreimal  homologe  Kegelschnitte,  Aq^A^^A^^i 
zusammenfallen,  so  fallen  alle  homologen  Kegelschnitte  zusammen  und 
irgend  zwei  homologe  Curven  %^x  ^nd  X^s  schueiden  sich  in  sechs  Punk- 
ten von  X^x-  Daher  kann  K^  durch  die  projecti  vischen  Büschel  (A*...) 
und  (A^...)  erzeugt  werden.  Im  ersteren  ist  />«,  ein  beliebiger  Grund- 
punkt. Da  in  gleicher  Weise  sich  zeigen  lässt,  dass  man  statt  A^  und 
A^  zwei  beliebige  Punkte  von  K^  als  Grundpunkte  substituiren  kann,  so 
ist  der  Satz  bewiesen. 
3(y.  I.  Gegeben  seien  die  Punkte  A^, ..  A^  B^..,  B^S\  man  soll  zwei 
Punkte  XY  finden,  so  dass  die  Büschel  dritter  und  erster  Ordnung 
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(^, . . .  ^,XF) \B,...B^\  and  S(ff, . .  B^) 
iu  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 
Es  seien  B\  und  B'^  die  neunten  Grundpunkte  der  Büschel  dritter 
Ordnung^  {A^,..  A^B^B*^  und  {A^,.,  A^B^B'^),  Man  ordne  die  dnrch 
^2  ^3  ^4  gebenden  Curven  des  ersten  Büschels  den  Strahlen  Sß^,  SBy 
SB^  zu  und  construire  diejenige  Curve  des  Büschels  dritter  Ordnung, 
welche  dem  Strahl  SBj^  entspricht;  dann  ist 

iA  ...  ^7^1  ^i)  { *i  B»  Ä, ffj  Ä  SiB,  B^ B,  ßj, 
ebenso 

(^1 . . .  A^ Zfj  ff^)  \  B^  B^  £?j  B^\  Ä  S{B,  B^ 5,  ÄJ, 

also  auch 

{A,,..A,B,B\)\B,..,B,\'R{A^.,.A,B^B^^)\B,.,.B,l 

Diese  Büschel  erzeugen  eine  Curve  K^  sechster  Ordnung,  welche 
A^,.,  A^  zu  Doppelpunkten  hat. 

Legt  man  durch  A^,.,A^  und  die  Schnittpunkte  zweier  bomologpo 
Gurven  irgend  eine  Curve  dritter  Ordnung,  so  schneidet  sie  A'^  in  einem 
Punktpaare  XY,  so  dass 

{A,...A,Xy)\B,,..B,\ÄS{B,.,.B,). 

Es  kann  auf  K^  liur  ein  Punktpaar  ^qJ^q  geben,  so  dass 
{A,,,.A,Jr,r,)\B,...B,\ÄS{B,...B,), 
wenn  B^  ein  ausserhalb  K^  liegender  Punkt  ist;   denn  gäbe  es  noch  ein 
Punktpaar  A'j  Y^ »  für  welches 

(J,...A,X,Y,)\B,...B,\ÄSt,B,...B,), 
SO  würden  die  projecti vischen  Büschel 

(^1 . . .  A,Xo  Vo)  und  {A,,..  A^X,  F,) 
die  K^  erzeugen,  auf  welcher  dann  auch  J?5  liegen  müsste. 

Um  das  Punktpaar  X^  Y^  zu  erhalten ,  bestimme  man  eine  Curve  A/ 
durch  die  projecti  vischen  Büschel 

{A^...A,B^B^,)\B,B^B^B,\  and  {A,...  A,B,B,)\B^B,B,B,\. 
Die  beiden  Curven  haben  gemeinsam  die  sieben  Doppelpunkte  ^^j...'^; 
und  die  Punkte  B^B\B^B\B^B\^  wenn  B\  der  neunte  Schnittpunkt  der 
durch    ^3    gehenden   Curven    dritter   Ordnung   ist.      Die   beiden  letzten 
Schnittpunkte  sind  die  verlangten  Punkte  X^  Fq. 

II.  Gegeben  sind  die  13  Punkte  A^, ,.  A^B^.. ,  B^S,  Man  soll  drei 
Punkte -¥  FZ  finden,  so  dass  die  projectivischen  Büschel  dritter 
und  erster  Ordnung 

(A,,,.A^XYZ)\B,.,.B^\  und  S{B,.,.B^) 
in  projectivischer  Beziehung  sind. 
Nach  der  vorigen  Aufgabe  bestimmen  wir  Punkte  ^i^\  und  ^^^s' 

"*'  ^"^^      (A,...A,B,ff,B'\)\B,B,B,B,B,\ÄS{B,B,B,B,B,), 
{A,...AsB^B'^B'\)\B,BsB,B,B,\ÄSiB,B^B^B^B,) 
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ist  und  bestimmen  in  beiden  Büscheln  dritter  Ordnung  diejenigen  Cur- 
ven,  welche  den  Strahlen  SB^y  resp.  SB^  entsprechen.     Dann  ist 

da  beide  in  projectivischer  Beziehung  zu  S(B^.. .  Bq)  stehen.  Beide 
Büschel  erzeugen  eine  Curve  sechster  Ordnung  A'^.  Legt  man  durch 
irgend  drei  Schnittpunkte  zweier  homologen  Curven  und  A^.,,Aq  eine 
Curve  dritter  Ordnung,  welche  K^  noch  in  XYZ  schneidet,  so  muss 

.     {A,,,.A^XYZ)\B,...B^\-RS{B,,..B^) 
sein. 

Lässt  man  das  Tripel  XYZ  die  Curve  K^  durchlaufen,  so  erzeugen 
die  beiden  Büschel  dritter  und  erster  Ordnung  Curven  vierter  Ordnung, 
die  alle  durch  die  13  Punkte  A^..,  A^B^,,.  B^S  gehen.  Von  ihnen  geht 
nur  eine  einzige  durch  einen  Punkt  B^.  Denn  gäbe  es  zwei  Gruppen 
^'iFjZj  und  X^Y^Z^  von  der  Beschaffenheit,  dass 

{A^..,A^X^y^Z^)\B,...B,\7{S{B,.,,B,), 
80  müssten  die  beiden  projecti vischen  Büschel  eine  Curve  sechster  Ord- 
nung erzengen,  welche  durch  B^  geht.     Da  aber  die  erzeugte  Curve  fi^ 
ist,  so  ist  dies  unmöglich,  wenn    B^  ausserhalb  gewählt  ist.     Also: 

III.  Es  giebt  nur  eine  einzige  Gruppe  XVZ  von  der  Be- 
schaffenheit, dass 

{A,..,A^XYZ)\B^,,,B,\'RS{B,,.,B,) 
ist. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst: 

IV.  Durch  14  gegebene  Punkte  vermittelst  zweier  pro- 
jectivischen  Büschel  dritter  Ordnung  und  erster  Ord- 
nung eine  Curve  vierter  Ordnung  zu  legen. 

Eine  andere  Auflösung  dieser  Aufgabe  findet  man  in  ,^ Annali  dt 
Matemaiica''  Serie  II,  Tomo  II,  in  der  Abhandlung  Siebeck's:  „De  tri- 
angulo  chordale  quaiuor  seciionum  conicarum.^'' 

Aus  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  26  der  Satz: 
31.  Durch    14  Punkte   lässt   sich   vermittelst  zweier  projec- 
tiviflchen  Büschel   dritter   und  erster  Ordnung  nur  eine 
Curve  vierter  Ordnung  legen. 
Im  Vorigen  ergab  sich,  dass  sich  durch  die  13  Punkte  A^..,AQB^,.,Bf,S 
unendlich  viele  Curven  vierter  Ordnung  legen  lassen.    Sollten  :^wei  dieser 
Cnrven  noch  einen  Schnittpunkt  B  gemeinsam  haben,  so  folgt  unmittel- 
bar aus  ihrer  Erzeugung,  dass  ^sämmtlichen  Curven  gemeinsam  ist  und 
auf  X^  liegt.     Man  findet,   wie  Kor  tum  a.  a.  0.  gezeigt  hat,   dass  die 
Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  dieser  Curven  ausser  den  gegebenen  13 
noch  3  ist,  und  hat  den  Satz: 
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32.  Alle  Curvpn  vierter  Ordnung,  welche  rermittelst  zweier 
projectivischeu  Büschel  dritter  und  erster  Ordnung 
durch  13  Punkte  gelegt  werden  können^  schneiden  sich 
noch  in  drei  Punkten. 

Wenn  man  erwägt,  dass  man  durch  zwei  projectivische  Büschel 
dritter  und  erster  Ordnung  Curven  vierter  Ordnung  herstellen  kann,  die 
in  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  eine  solche  erster  Ordnung  oder  in 
zwei  Curven  zweiter  Ordnung  zerfallen ,  von  denen  jede  wieder  aus  zwei 
Geraden  bestehen  kann,  so  folgt: 

33.  a)  Schneiden   sich  zwei  Curven  vierter  Ordnung  in  vier 

Punkten  einer  Geraden,  so  liegen  die  übrigen  Schnitt- 
punkte auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 
h)  Schneiden  sich  zwei  Curven  vierter  Ordnung  in  acht 
Punkten  eines  Kegelschnittes,   so  liegen  die  übrigen 
Schnittpunkte  auch  auf  einem  Kegelschnitte. 
Es   sei  K^  eine  Curve  vierter  Ordnung,   welche  durch  zwei  projec- 
tivische  Büschel   dritter   und   erster   Ordnung   erzeugt  i8t;    ferner  seien 
ABCD  vier  beliebige  Punkte  von  K^, 

Die  Geraden  AB  und  CD  treffen  K^  noch  in  EF  und  CZT;  die  Ge- 
raden EG  und  FH  treffen  K^  noch  in  A^D^  und  C^O^,  Legt  man  dann 
durch  A^B^C^D^  einen  Kegelschnitt  A^*,  welcher  Ä'*  noch  in  ÜqXqYqZ^ 
schneidet,  so  liegen  nach  32  die  acht  Punkte  ABCD  UqXq  Y^Zq  auf  einem 
Kegelschnitt  %^,  Durchläuft  l^  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  (J,  B^C^D^)^ 
so  durchläuft  Xq'  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  {ABCD).     Also: 

34.  Eine  Curve  Ä"*  vierter  Ordnung,  welche  durch  zwei  pro- 
jectivische Büschel  dritter  und  erster  Ordnung  erzeugt 
ist,  kann  auf  unzählige  Arten  durch  zwei  projecti- 
vische Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden.  Die  Grund- 
punkte  des  einen  und  ein  Grundpunkt  des  andern  sind 
beliebig. 

In  der  Abhandlung  „üeber  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vier- 
ten Grades'*  hat  Kortum  gezeigt,  wie  sich  vermittelst  zweier  projecti- 
vischeu Büschel  zweiter  Ordnung  durch  14  Punkte  Aj^,.,Ai^  eine  Curve 
vierter  Ordnung  legen  lässt.  Nehmen  wir  A^.,.  A^  zu  Grundpunkten  des 
einen  Büschels  und  A^  als  einen  Grundpunkt  des  zweiten,  so  giebt  es 
nur  drei  Punkte  JCFZ  von  der  Beschaffenheit,  dass 

{A,..,A,)\A^...AJÄ(A,A'YZ)\A,,,.A,,\. 
Da  nach  dem  vorigen  Satze  diese  drei  Punkte  ÄYZ  auch  auf  der  Curve 
K*    liegen    müssen,    welche    vermittelst    zweier    projectivischeu   Büschel 
dritter  und  erster  Ordnung  erzeugt  istf^so  folgt  unmittelbar: 

35.  o)  Die   Curve   A'*,    welche  vermittelst   zweier   projectivi- 

scheu   Büschel   dritter   und    erster  Ordnung  durch    14 
Punkte    gelegt    werden    kann,    ist    identisch    mit    der 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  MiLTNOwsKT.  227 


• 


Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  dieselben  14 
Punkte  vermittelst  zweier  projectivischen  Kegel- 
schnittbüschel gelegt  werden  kann. 
b)  Jede  Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  zwei  pro- 
jectivische  Kegelschnittbtischel  erzeugt  ist,  kann  auf 
unzählige  Arten  durch  zwei  solcher  Büschel  erzeugt 
werden. 


36.  Büschel  vierter  Ordnung. 

Es  seien  ^^ . . .  j4^q  die  Grundpunkte  eines  Büschels  vierter  Ordnung, 
dessen  Curven  x^^Xj^...  sein  mögen.  Wir  denken  uns  diese  Curven 
erzeugt  durch  ein  Büschel  erster  Ordnung  {^iq)  und  projectivische  Bü- 
schel dritter  Ordnung 

(i4j  ...  AqJlq  Io^o)  »   ("^1  •  •  •  -^6  ^1  -M  ^i)  >    •  •  •  > 

so  liegen  alle  Punkte  XqYqZqX^T^Z^...  auf  einer  Curve  sechster  Ord- 
nung, die  J^...  Aq  zu  Doppelpunkten  hat.  Eine  Gerade  g  werde  von 
XoS  xj*,  ...  in  BqCqDoEq,  B^C^D^E^,  ...  und  von  iT«  in  /^i.../^^  ge- 
schnitten. 

Durch  BqCqDqEq  und  B^C^D^E^  legen  wir  zwei  Curven  X^*  und  A/ 
vierter  Ordnung,  die  sich  in  16  Punkten  schneiden,  welche  man  als 
Grundpunkte  eines  Büschels  von  Curven  vierter  Ordnung  }^^^' . .  an- 
sehen kann.  —  Wir  legen  durch  die  Gruppen,  in  welchen  g  durch  die 
Curven  der  Büschel 

(-^1  •  •  •  -^6 '^O  ^0  ^0/  >    ("^1  •  •  •  -^6 -^1  ^1  ^1 ) »     •  •  • 

geschnitten  wird ,  und  durch  irgend  drei  feste  Punkte  ABC  Curven  drit- 
ter Ordnung,  welche  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt  A  haben,  so  bil- 
den diese  unendlich  viele  Büschel  dritter  Ordnung  (vergl.  13) 

{/l/IABCX\Y\),  {JJABCX\r\),   ..., 
die  wir  projectivisch  auf  das  Strahlenbüschel  (J)  dadurch  beziehen  kön- 
uen,    dass   wir  dieses  vermittelst  der  Geraden  g  perspectivisch  auf  (A^q) 
beziehen.     Diese  Büschel  erzeugen  Curven  vierter  Ordnung,  welche -^567 
zu  Grundpunkten  und  A  als  dreifachen  Punkt  haben. 
«  Die  beiden  Büschel 

{AAABCX\r\)  und  {JAABCX\Y\) 
sind  vermittelst  des  Büschels  (/S)  projectivisch  auf  einander  bezogen  und 
erzeugen  eine  Curve  C^  sechster  Ordnung,  welche  A  zum  vierfachen 
Punkte  hat.  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  irgend  zweier  homologen 
Curven  der  beiden  Büschel  und  durch  ABC  irgend  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  die  A  zum  Doppelpunkt  hat  und  C^  noch  in  X'\  Y"q  schnei- 
det, so  gehen  die  Curven  des  Büschels  {/ A A BCX"qV"q)  durch  die 
Schnittpunkte  der  homologen  Curven  der  vorigen  Büschel  und.  schneiden    t 
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g  in  einer  kubischen  Involution ,  welche  mit  den  Involutionen ,  die  durch 
die  ersten  Büschel  auf  g  ausgeschnitten  werden,  in  projectivischer  Be- 
ziehung steht  und  mit  ihnen  dieselben  Doppelpunkte  P^,..  P^  hat.  Sie 
muss  mit  einer  der  Involutionen  zusammenfallen,  die  durch  eines  der 
Büschel  {J  J  A  BCÄ'^y^),  ...  auf  ^  gebildet  werden.  Denn  schneidet 
die  durch  Pj  gehende  Curve  des  Büschels  {/l/IABCX'\y"^  g  noch  in 
OjÄj,  so  muss  es  unter  den  unendlich  vielen  Curven  der  Büschel 
{^J  A  B  CX\  y\) ,  . . . ,  welche  durch  P^  gehen ,  eine  geben ,  die  durch  fj. 
geht.  Sie  gehöre  dem  Büschel  {jd/4 A BCX\y'^  an.  Da  sich  also  in 
sieben  Punkten  Pi-^'P^^Oi  von  g  homologe  Curven  der  projecti vischen 
Büschel,  (JJABCä'\Y''q)  und  {/tJABCÄ\y\)  treffen,  so  treffen  sich 
je  zwei  homologe  Ciirven  in  je  drei  Punkten  von  g^  d.  h.  je  zwei  solche 
Curven  fallen  zusammen  und  alle  Punkte 

liegen  auf  C^.  —  Daher  bilden  alle  Curven  vierter  Ordnung  K^K^...^ 
welche  durch  (^)  und  die  Büschel  {dJ A BCX^Y'^,  {JJABCX\y\), 
{JJ ABCX^y^),  ...  erzeugt  werden,  ein  Büschel;  sie  schneiden  g  in 
den  Gruppen  AqBqCqDq,  ..,,  in  denen  diese  Gerade  von  den  Curven 
Xq*Xi*Xj*...  geschnitten  wird.  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  ein  Bü- 
schel von  Curven  L^L^L^,.,  vierter  Ordnung  herstellen,  dessen  Curve^n 
J  zum  dreifachen  Punkte,  ABC  als  Grundpunkte  haben  und  g  in  den 
selben  Gruppen  schneiden,  in  denen  diese  Gerade  von  k^X^^X^.,,  ge- 
schnitten wird. 

Vermittelst    einer   St  eine  raschen   Verwandtschaft    mit   den    Haupt- 
punkten ABJ  verwandeln  wir  erstens 

K^K^^K^.,,  und  L^^L*^L^^.,,  in  K^K^K^,,.  und  L^L^L^,.,, 
Curven   dritter  Ordnung  zweier  Büschel,    die  A  zum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkt haben,   aber   nicht  durch  A  und  B  gehen,   und   zweitens  g  in 
einen  Kegelschnitt  y*,  welcher  durch  d  geht  und  von  den  Curven 


K^K^K^.   .  und   VV^! 


8 


2 


in  den  Punktquadrnpeln 

9loa5o6o2>o>  5li©i6iS)i,  «»SS^egS)»,  .•• 
und 

9loS9o^o5)ü,  SliSiSiDi,  Sl'g^'^e'.^'^.  ••• 
geschnitten  wird.     Nach  286)  müssen 

31293,62  5)2,  ...  pit  r,a3'2  6'2®'2i  ••• 
zusammenfallen  und  daher  schneiden  sich  die  Curven  der  Büschel 

»0* Xj* ^2*  . . .   und  \^ l^ X^'" 
paarweise  in  je  vier  Punkten  von  gr,  d.  h.: 

Wird  eine  Gerade  ^  von  den  Curven  eines  Büschels  vier- 
ter  Ordnung   geschnitten    und    man   legt   durch   die   Schnitt 
punkte   zweier   die-^er  Curven   mit   g  zwei   andere  Curven  1/ 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  MiLiNOwsKi.  229 

und  Xj^  vierter  Ordnung,  so  treffen  die  Cnrven  des  Büschels 
(W)  ^^^  ^®^  ersten  paarweise  in  je  vier  Pankten  von  g. 
(Involution  des  vierten  Grades.) 

37.  Zwei  projectivische  Büschel  vierter  Ordnung  erzeugen 
eine  Curve  achter  Ordnung. 

Die  Büschel  seien  (xo^^i*-»)  ^^^  i^o^h^"-)  ^"^  schneiden  eine  be- 
liebige Gerade  g  in  den  Punktquadrupeln 

^o^o^o^o»  ^i^i^i^i,  •••  nnd  ^o^'o^'o^'o»  ^\B\C\D\,  .... 
Man  lege  durch  diese  und  vier  feste  Punkte  EFGH  Curven  vierter  Ord- 
nung, die  einen  gemeinsamen  dreifachen  Punkt  J  haben,  so  bilden  diese 
zwei  projectivische  Büschel  (|«o*f*/*0  ^^^  (''o**'i*- 'Oi  nehme  KFJ  zu 
Hauptpunkten  einer  Stein  er* sehen  Verwandtschaft,  so  entsprechen  die- 
sen Büscheln  zwei  projectivische  Büschel  dritter  Ordnung  (f*o'fti*. ..)  und 
(vq^Vj^...),  welche  den  Kegelschnitt  7^  der  der  Linie  g  entspricht,  in 
zwei  projectivischen  Beihen  von  Punktquadrupeln'  treffen,  die  nach  286^ 
auch  durch  zwei  projectivische  Kegelschnittbüschel  ausgeschnitten  werden 
können.  Da  die  von  letzteren  erzeugte  Curve  vierter  Ordnung  y^  in  acht 
Punkten  schneidet,  so  muss  auch  die  von  den  Büscheln  (%^%^..,)  und 
(Iq^jL^^...)  erzeugte  Curve  die  Gerade  g  in  acht  Punkten  schneiden. 

38.  Netz  vierter  Ordnung. 

Drei  Curven  vierter  Ordnung  constituiren  ein  Netz.  Wie  in  27, 
leitet  man  folgende  Eigenschaften  desselben  ab: 

a)  Je  zwei  Büschel  des  Netzes  haben  eine  Curve  gemein. 

b)  Alle  Curven  des  Netzes,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen,  bilden  ein  Büschel. 

c)  Schneiden  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
eine  beliebige  Curve  vierter  Ordnung*  und  man  legt 
durch  die  Schnittpunkte  und  einen  festen  Punkt  an- 
dere Curven  vierter  Ordnung,  so  bilden  auch  diese 
ein  Büschel. 

Haben  die  Curven  des  Netzes  vierter  Ordnung  zwölf  Punkte  gemein, 
die  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  C^  liegen,  so  giebt  es  im  Netze 
imendlich  viele  Curven,  die  aus  C^  und  einer  Geraden  bestehen.  Schnei- 
den sich  zwei  dieser  Geraden  g  und  ^|  in  einem  Punkte  P,  so  gehen 
durch  P  unendlich  viele  solcher  Geraden,  denn  alle  Curven  des  Netzes, 
welche  durch  P  gehen,  bilden  ein  Büschel,  und  da  zwei  Curven  desselben 
(^^  fl')  nnd  (C,  pTj)  sind,  so  müssen  alle  aus  C^  und  einer  Geraden  be- 
stehen.    Dies  giebt  den  Satz: 

h')  Haben  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
zwölf  Grundpunkte  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung 
und  man  legt  durch  diese  eine  beliebige  Curve  vier- 
ter  Ordnung,    so    wird    sie    von  jeder   Curve   de«>  Bü 
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schels  in  einer  Geraden  geschnitten.     Alle  diese  Ge- 
raden schneiden   sich   in   einem  Punkte,   welcher  auf 
der  Geraden  liegt,  auf  welcher  die  übrigen  vier  Grund- 
punkte des  Büschels  liegen. 
Wenn   ferner  die  Curven   des  Netzes   vierter  Ordnung  acht  Punkte 
eines   Kegelschnittes  (?  gemein   haben,    so   giebt  es  im  Netz  unendlich 
viele  Curven,  welche  aus  C^  und  einem  Kegelschnitt  bestehen.     Schnei- 
den  sich  zwei   dieser  Kegelschnitte  in  P,   so   gehen  wegen  h)  unendlich 
viele  derselben  durch  P  und  bilden  ein  Büschel.     Hieraus  folgt: 

h")  Haben  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
acht  Grundpunkte  eines  Kegelschnittes  C^  gemein 
und  man  legt  durch  diese  eine  beliebige  Curve  vier- 
ter Ordnung,  so  wird  sie  von  jeder  Curve  des  Bü- 
schels in  acht  Punkten  eines  Kegelschnittes  getrof- 
fen. Alle  diese  Kegelschnitte  bilden  ein  Büschel,  zn 
welchem  auch  der  Kegelschnitt  gehört,  auf  welchem 
die  anderen  acht  Grundpunkte  liegen. 
In  gleicher  Weise  folgt: 

h'")  Haben    die    Curven    eines    Büschels    vierter   Ordnung 
vier   Grundpunkte    auf   einer   Geraden    und   man   legt 
durch   diese   irgend    eine   Curve   vierter   Ordnung,  so 
wird  sie  von  jeder  Curve  des  Büschels  in  zwölf  Punk- 
ten   einer   Curve   dritter   Ordnung  geschnitten.      Alle 
diese  Curven  dritter  Ordnung  bilden  ein  Büschel,  zn 
welchem  auch  diejenige  Curve  gehört,  auf  welcher  die 
zwölf  übrigen  Grundpunkte  liegen. 
39.  Sind  (Xo*Xi*...)  und  (Ao^Aj*...)  projectivische  Büschel  vier- 
ter  Ordnung,    so    bestimmen    die   Schnittpunkte    homo- 
loger Elemente   neue  Büschel  vierter   Ordnung  von  der 
Eigenschaft,  dass  sich  ihre  Curven  unendlich  oft  so  zn 
neuen   Büscheln    ordnen,    dass  in  jedem   derselben   ans 
jedem  der  ersten  Büschel  eine  Curve  vorkommt. 
Beweis  wie  in  28. 
Folgerungen.     (Vergl.  28 a^  etc.) 

a)  Schneiden  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
eine  Curve  dritter  Ordnung  und  man  legt  durch  die 
Schnittpunktsgruppen  und  zwei  feste  Punkte  andere 
Curven  dritter  Ordnung,  so  bilden  diese  ein  Büschel 

b)  Schneiden  sich  je  zwei  homologe  Curven  zweier  pro- 
jectivischen  Büschel  vierter  Ordnung  in  zwölf  I*unk- 
ten  derselben  Curve  dritter  Ordnung,  so  treffen  sich 
die  Geraden,  auf  denen  sie  sich  ausserdem  schneiden, 
in  einem  Punkte.  r^  T  • 
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Folgt  ans  39. 

c)  Schneiden  die  Carven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
einen  Kegelschnitt  und  man  legt  darch  die  Schnitt- 
punktsgrnppen  and  sechs  feste  Punkte  andere  Curven 
vierter  Ordnung,  so  bilden  diese  auch  ein  Büschel. 

d)  Schnjiden  sich  je  zwei  homologe  Curven  zweier  pro- 
jectivischen  Büschel  vierter  Ordnung  in  acht  Punk- 
ten desselben  Kegelschnittes,  so  treffen  sich  die 
Kegelschnitte,  auf  den'en  sie  sich  ausserdem  schnei- 
den, in  denselben  vier  Punkten. 

e)  Legt  man  durch  vier  Grundpunkte  eines  Büschels 
vierter  Ordnung  einen  Kegelschnitt  K^  und  durch  die 
Schnittpunktsgruppen  und  einen  festen  Punkt  A  Ke- 
gelschnitte, so  bilden  diese  ein  Büschel. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  6),  wenn  man  jeden  der  letzten  Kegel- 
schnitte in  Verbindung  mit  einem  festen,  durch  die  vier  genannten 
Grundpnnkte  gelegten  Kegelschnitt  als  eine  Curve  vierter  Ordnung  be- 
trachtet. 

40.  o)  Haben   zwei   projectivische  Büschel   vierter  Ordnung 

zwölf  Grundpunkte,  die  auf  einer  Curve  K^  dritter 
Ordnung  liegen,  gemein  und  entsprechen  'sich  dabei 
diejenigen  Curven,  von  denen  K^  ein  Bestandtheil 
ist,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Cur- 
ven eine  Curve  K^  fünfter  Ordnung.  Je  zwei  homo- 
loge Curven  schneiden  sich  in  vier  Punkten  einer 
Geraden  und  alle  diese  Geraden  treffen  sich  in  einem 
Punkte  von  K^. 

Der  Beweis  wird,  wie  in  22,  mit  Hilfe  von  37  und  386'^  geführt. 
b  und  c)  Analoge  Sätze,  wenn  die  projectivischeu  Büschel  vierter  Ord- 
nung acht  Grundpunkte  eines  Kegelschnittes  oder  vier  einer 
Geraden  gemein  haben. 

Ersetzt  man  in  37  und  39  das  eine  Büschel  vierter  Ordnung  durch 
ein  Büschel  erster  Ordnung  und  eine  Curve  dritter  Ordnung,  so  folgt: 

41.  Zwei  projectivische  Büschel  vierter  und  erster  Ord- 
nung erzeugen  eine  Curve  fünfter  Ordnung. 

42.  Ist  eine  Curve  K^  fünfter  Ordnung  durch  ein  Büschel 
vierter  Ordnung  und  ein  projectivisches  Büschel  (S) 
erster  Ordnung  erzeugt  und  legt  man  durch  die  Schnitt- 
punktsgruppen der  Strahlen  von  (S)  mit  AT^  und  durch 
zehn  feste  Punkte  von  K^  Curven  vierter  Ordnung,  so 
bilden  diese  ein  Büschel,  dessen  übrige  Grundpunkte 
auf  K^  liegen. 
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Der  letzte  Satz  lässt  sieb  aucb  auf  folgende  Art  beweisen.     Es  sei 
K^  dürcb  die  projectiviscben  Büschel  {%^y.^%^  ..)  und  5(ö'o^i(72'  •)  ^J'- 
zeugt.     Die  Grundpunkte  des  ersteren  seien  A^*"A^^\  je  zwei  homologe 
Curven  schneiden  sich  in   BqCqDqEq,  B^C^D^E^,  B^C^D^E^^  ....     Durch 
A^,.Aq    ist    eine    Curve    A^   dritter   Ordnung   bestimmt;    es   sei  t'x  ein 
Schnittpunkt   dieser   Carve   mit   Ä^.     Dann    legen  wir  durch  B^C^Df^E^,, 
resp.   B^C^D^E^  und   die   zehn  Punkte  A^.,.A^Cx  zwei  Curven   Ä^*  nnd 
Aj*  vierter  Ordnung.      Diese   bestimmen  ein  Büschel,   von  welchem  eine 
Curve   X^x  durch  B^  geht.     Da  k^  und  Xq*,   sowie  k^  und  Xj*  sich  in  je 
vier  Punkten  einer  Geraden  schneiden,  so  liegen  ihre  übrigen  Schnittpunkte 
auf  A^.     Deshalb  müssen  nach  39 o^  sich  auch  k^x  und  x^^  und  üherbaupt 
die  Curven   der  Büschel  (x*...)   und  (A*...)  paarweise  auf  A^  schneiden. 
Dadurch   aber  sind  diese  Büschel  projectivisch  so  auf  einander  bezogen, 
dass  sie  eine  Curve  fünfter  Ordnung  erzeugen.     Die  Scbnittpunkte  homo- 
loger  Curven    liegen    auf  Geraden,    die   ein   zu   beiden    Curven  huscheln 
projectivisches    Strablenbüschel    bilden    (vergl.   39 'J^),    in    welchem    den 
Strahlen   g^g^g«   die  Curven  x^^Xj^x*^  und  A(,^A/A*j  entsprechen.    Daher 
müssen   sich   irgend   zwei   entsprechende   Curven   x'*^   und    /l*m  aiif  d^" 
Strahle  gm  schneiden ,  welcher  der  Curve  x^m  in  der  ursprünglichen  Pro- 
jectivität  der  Büschel  (x*...)  und  (S)  entspricht,  d.h.  die  Curve  A'^  kann 
aucb   durch   die   projectiviscben  Büschel  (A*...)  und  (S)  erzeugt  werden. 
Von  den  Grundpunkten  des  ersten  ist  Cx  beliebig  auf  K^  gewählt    Anf 
dieselbe  Art  kann  man  noch   A^,,,  A^  durch  neun  beliebige  Punkte  von 
K^  ersetzen. 
43.  Ist  X  ein    beliebiger  Punkt  von  K^  und  legt  man  dnrch 
die  Schnittpunktsgruppen    der  Strahlen   von  (A')  mit  P 
und    durch    zehn    feste   Punkte    von    K^   Curven    vierter 
Ordnung,   so   treffen  sich  dieselben  noch  in  vier  Punk- 
ten von  ÜT^ 
Beweis  wie  in  26. 

Mit   Hilfe   dieses   Satzes   und   einer   Steiner^  sehen  Verwandtschaft 
läset  sich  der  Satz  356^  (die  Umkehrung  von   1)  beweisen. 
Die  projectiviscben  Kegelschnittbüschel 

[ABCD)\kq^,.,\  und  (^FCi7)|V.-.} 
erzeugen  die  Curve  K*.     Man  nehme  A  B  C  zw.  Hauptpunkten  einer  Stei- 
ner'sehen  Verwandtschaft,  so  entsprechen  den  Kegelscbnittbüscheln  zwei 
projectivische  Büschel  erster  und  vierter  Ordnung 

SD(*o...)  und  U«/?»C«6g®§)|V...|, 
welche  eine  Curve  ft^  mit  den  drei  Doppelpunkten  ABC  erzeugen.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  @  von  ^^  lege  man  eine  Gerade  und  durch  deren 
vier  Schnittpunkte  mit  S^  und  einen  festen  Punkt  3K  eine.  Curve  ^  vier- 
ter Ordnung,  welche  ABC  zu  Doppelpunkten  hat  und  jene  noch  in  SRC'H 
trifft.     Dann  lässt  sich  W  durch  die  projectiviscben  Büschel 
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(©)  und  (.4«Ä«C«ÜR9t09l), 
also  K^  durch  die  verwandten 

{AB CS)  und  (MNQR) 
zweiter  Ordnung  erzeugen.     Auf  gleiche  Art  gelangt  man,  wenn  S'S"S^ 
drei  ganz  beliebige  Punkte  von  K^  sind,  zu  zwei  projecti vischen  Kegel- 
Schnittbüscheln  ^s^SS"')  and  {M'N'P'Q'), 

die  &'*  erzeugen  und  bei  denen  SS^S^'S'"  M'  beliebig  sind. 
44.  a)  Aufgabe.     Gegeben   seien  die  Punkte  A^..,  A^^B^,.,  B^S»^   man 
soll  vier   Punkte   X^..,  X^  finden ,    so   dass   das   Büschel   vierter 
Ordnung      ^A,...A,,X,...X,)\B,...B,\-i{S{B,...B^. 
Durch   SB^B^B^B^  ist   ein   Kegelschnitt  &  bestimmt;    wir   nehmen 
A^.,.  A^2 B^   und   A^.,, A^^ B^    zu   Grundpunkten    zweier   Büschel   vierter 
Ordnung,    deren   übrige   Grundpunkte   B\ff\B"\   und    B\tf\Bl*\  sein 
mögen,  und  ordnen  die  durch  B^B^B^^   resp.   B^B^B^  gehenden  Curven 
derselben  den  Strahlen  SB^^  S B^,  SB^,  resp.  SB^,  SB^,  S B^  zu.     Darauf 
bestimmen  wir  die  Curven  jener  Büschel,  welche  den  Strahlen  SB^,  resp. 
Sß^  entsprechen.     Dann  ist 

{A^...A^^B^  B'^B'\B^'\)\B^B^B^B^\  ^  {A^'"A^^B^B'^B'\e'\)\B^B^B^B^\ 

7{S(B,B,B,B,). 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  der  homologen  Curven  der  beiden  Büschel 
vierter  Ordnung  ist  eine  Curve  Ä®  achter  Ordnung,  welche  A^.,,A^^  zu 
Doppelpunkten  hat  und  ^Mizh  By^B^B^B^B^^B^\B^'\B\B^\B^'\  geht.  In 
gleicher  Weise  finden  wir  eine  Curve  K^  achter  Ordnung  als  Ort  der 
Schnittpunkte  homologer  Curven  der  projectivischen  Büschel  vierter  Ord- 
nung 

(^1  •  •  •  ^12  ^1  ^1  ^1  ^i)  \  ^1  ^%  ^3  ^6 1 

(^1  •  •     -^12-^2  ^2  ^  i  ^"2)  \  ^l  ^2  ^3  ^öt  > 

die  beide  zum  Büschel  5 (^j  ^2^3  ^5)  in  projectivischer  Beziehung  stehen. 
Die  Curven  ^^  und  Ä'j®  haben  die  zwölf  Punkte  A^.,,A^^  zu  Doppel- 
punkten und  schneiden  sich  ausserdem  in  B^B^^B'\^'\^  B^B'^B'^B'"^^ 
^s  ^s  ^  '3  ^'"s »  wenn  die  letzten  drei  Punkte  die  Schnittpunkte  der  durch 
^3  gehenden  Curven  sind.  Dies  sind  im  Ganzen  60  Schnittpunkte;  die 
übrigen  vier  Schnittpunkte  sind  die  gesuchten  Punkte  X^X^X^X^, 

b)  Aufgabe.     Gegeben   sind  die  Punkte  A^,.,  Ay^y^B^.,,  B,fS\   man 
soll    fünf  Punkte   A"^ . . .  X^  finden ,   so   dass   das  Büschel  vierter 
Ordnung  {A^...  A^^X^,,.  X^\B^..,  B^\'j\  S{B^...  B^)  ist. 
Nach  der  vorigen  Aufgabe  findet  man 
(/^i . . .  ^ji  ß^  B\  B'\  ß'"j  5""i)  { ßg  ßjj  £4  Bß  Bg  j  ^  S{B^  ßg  B^  B^  B^ , 

(y^i  ...  ^11  ß^  ß'2  ^ '2  ^  '2  ^    "2)  1^1^3-^4^5-061   A  ^(^1^3  ^4^5  ^c)- 

Man  bestimme  die  beiden  Curven,  welche  den  Strahlen  SB^^  resp.  5^^ 
entsprechen,  und  hat  dann 
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(i^j ...  ^11^1  •••  ^""i)  1^1  ^2 ^3 ^4^5^«'  Ä(^i ...  -^11^2« ••  ^'"2)1-81  •••  ^sl- 
Beide  Büschel  erzeugen  eine  Curve  achter  Ordnung,  auf  welcher 
^\  . . .  X^  liegen  müssen.  Die  durch  B^  gehenden  Curven  schneiden  sich 
in  vier  Punkten  ^iöiÄj5j,  welche  mit  X^.,,X^A^,.,  A^^  in  einer  Curve 
vierter  Ordnung  liegen  müssen,  und  die  durch  B^  gehenden  Curven 
schneiden  sich  in  P^Q^R^S^^  die  gleichfalls  mit  X^,,.Xf^A^,.,  A^^  auf 
einer  Curve  vierter  Ordnung  liegen  müssen.  In  gleicher  Weise  findet 
man  zwei  Büschel  vierter  Ordnung 

__  (^1  •  •  •  ^11  ^1  ^x  ß^i  ß"\  /3""i)  { ^1  J^a  Äj  E^  B^  8^  I 
A  (^1  •  •  •  ^11  ^2  ß'i  ß''*  ?^'\  ß"'\)  •  ^1  ^2  ^3 -84  85  ^7 1 • 
Diese  erzeugen  auch  eine  Curve  K^^  auf  welcher  Jf^ ...  ^5  liegen  müssen. 
Die  durch  B^^  resp.  B^  gehenden  Curven  mögen  sich  schneiden  in 
^'1^1^1^'n  ""^sp«  P'%(f%^%^i^  dann  müssen  dieiie  Punkte  auf  solchen 
Curven  vierter  Ordnung  liegen ,  welche  durch  X^.,,  X^A^...  A^^  gehen. 
Daher  findet  man  die  gesuchten  Punkte  Xy^,,,X^  als  Schnittpunkte  zweier 
Curven  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  Punkte 

^1  ...A^^P^Q^R^S^P\Q^n\S\  und  A^ ...  A^^P^Q^R^S^P\Q\R'^S% 
bestimmt  sind. 

Man  vergl.  über  diese  Auflösung:  „Kort um,  Aufgaben  dritten  und 
vierten  Grades". 

c)  Aufgabe.  Gegeben  sind  die  Punkte  ^^  ,.,  A^qB^  ,,.  B^S;  man 
soll  sechs  Punkte  X^..,  X^  finden ,  so  däss  die  Büschel  vierter 
und  erster  Ordnung 

{A,...A,^X,...X^)\B,,..B^\  und  S{B,...B^) 
in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 
Mittelst  der  vorigen  Aufgabe  findet  man 

{A,...A,,B,B\..,B,^^^)l  B,  ...B,B^]ÄS{  B,  ,..B,B^), 
K  ...  ^lo^a^V--  V^)  1^1  ^8 ...  B,B^]  A  S{B,B^...  B,B^). 
Man  suche  in  beiden  Büscheln  die  den  Strahlen  SB^,  resp.  SB^  ent- 
sprechenden Curven  und  erhält  dadurch  zwei  dem  Büschel  S(Bj...£g) 
und  daher  sich  selbst  projectivische  Büschel  vierter  Ordnung,  welche  eine 
Curve  //*  mit  den  Doppelpunkten  A^,,,A^q  erzeugen,  auf  der  X^.,.Xq 
liegen.  —  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  zweier  homologen  Curven 
und  durch  A^,,.  A^q  irgend  eine  Curve  vierter  Ordnung ,  so  bestimmen 
ihre  Schnittpunkte  mit  A'^  und  die  Punkte  A^,..  A^q  die  Grundpunkte 
eines  zum  Büschel  (S)  projectivischen  Büschels  vierter  Ordnung,  welches 
mit  diesem  eine  Curve  fünfter  Ordnung  durch  die  19  Punkte 

^1 ...  -^10-^1  •••  -^8^ 
erzeugt.     Die   auf  diese  Art  erhaltenen    Curven   fünfter  Ord- 
nung,  welche  durch   dieselben   19  Punkte  gehen,   schneiden 
if*    in  -denselben   Punkten.     Oder:    Durch   die   Schnittpunkte 
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zweier  Curven    fünfter  Ordnung  lassen  sieb  unendlich  viele 
solcher  Curven  legen. 

Die  durch  B^  und  B^  gehenden  Curven  der  Büschel  vierter  Ordnung, 
welche  Ä®  erzeugen,  schneiden  sich  noch  in  ^löiÄ^SjTj  und  PiQ^^sS^'^^, 
In  gleicher  Weise  suche  man 

{A,...A,,B,ß',...ß,<^i)\  B,    ...5,B,)Ä5(  JB,   ...B,B,), 

{A,...A,,B^ß^^,..ß^i^)){B,B^..,B,B^\J{S{B,B^..,B,B,), 

ferner   die   den  Strahlen  SB^   und  SB^  entsprechenden  Curven,   so  wird 

(A,  ...ft(5))J5, ...  B,B,\-K{J,  ...ß,^'^){B,  ,,.B,B,). 
Beide  Büschel  erzeugen  eine  Curve  A^j®,  auf  der  Aj...Ag  liegen.  Die 
durch  Bj  und  B^  gehenden  Curven  treffen  sich  noch  in  P\  Q\  K^  S\  T\ 
und  /^  2 ^'s ^s ^2 ^ 8 •  ^^^  findet  dann  die  gesuchten  Punkte  JC^,..X^ 
als  Durchschnitte  zweier  Curven  vierter  Ordnung,  welche  durch  die 
Punkte 

und 

A^  .  •  •  A^Q  "2  v8  **2  '^2  ■^i       8  «  8       8      8       8 

hindurchgehen. 

Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  43 : 

45.  a)  Durch    20   Punkte    lässt    sich    vermittelst   zweier  Bü- 

schel   erster    und    vierter    Ordnung    nur    eine   Curve 
fünfter  Ordnung  legen. 
Ä^'Von   den  unendlich   vielen   Curven   fünfter  Ordnung, 
welche   durch  19  Punkte  gehen,   geht  nur  eine  durch 
einen  zwanzigsten. 

46.  aj  Aufgabe.     Gegeben   seien  die  Punkte  A^.,,  A^B^,,.  B^S^,,,S^'^ 

man  soll  zwei  Punkte  ^i'^i  finden,   so  dass  die  Büschel  dritter 
und  zweiter  Ordnung 

{A,...A,X,Ä2)IB,.,.B^}  und  (5^ ...  Ä,)  (U^ ...  ^sl 
sich  in  projectivischer  Beziehung  befinden. 
h)  Aufgabe.     Gegeben  seien  die  Punkte  i^j ... --^eBj ...  ß^^j ...  5^; 
man  soll  drei  Punkte  X^X^Ä^  finden,  so  dass  die  Büschel  dritter 
und  zweiter  Ordnung 

{Ai...A^X^2^^){B^...Rj]  und  (Sj ...  Ä^^lßj  ...5,| 
in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 

c)  Aufgabe.  Gegeben  seien  die  Punkte  Ai  , . ,  A^B^  , . .  BgS^ . , .  S^] 
man  soll  vier  Punkte  X^X^X^-^^  finden,  so  dass  die  Büschel 
dritter  und  zweiter  Ordnung 

{A,...A^X^...Ä,){B,...B^]   und  {S, .,.  S,){B, ...  B^} 
in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 

d)  A u f gab e.  Gegeben  seien  die  Punkte  A^ ...  A^B^^..  B^^S^ ..,  S^* 
man  soll  X^^,..  X^  so  bestimmen ,  dass 

Digitized  by  VjOOQ IC 


236  Znr  synthetischen  Behandlung  etc. 

e)  Aufgabe.  Gegeben  sind  die  Punkte  i^^ ^2-^3-^1  •••  ^13^1  •••  ^4» 
man  soll  die  sechs  Punkte  X^...  Xf.  so  bestimmen ,  dass 

(^,^,^3A',....r,){jB,...5,3}A(5i...54){5,...B,3}. 

Man  löst  die  letzten  fünf  Aufgaben  wie  die  vorhergebenden. 

47.  Die  durch  projectivische  Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  er- 
zeugten Curven  fünfter  Ordnung  können  zerfallen  in  eine  Curve 
erster  und  vierter  Ordnung  oder  zweiter  und  dritter  Ordnung. 

Ist  Ä'^  eine  Curve  fünfter  Ordnung,  welche  durch  zwei  projecti- 
vische Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  erzeugt  ist,  so  lege  man  durch 
vier  beliebige  Punkte  ARCD  zwei  Kegelschnitte  x*  und  A*,  welche  K^ 
noch  in  Ay^ ...  A^  und  B^ ...  ßg  schneiden.  Durch  Ay^ ...  A^  und  drei  Punkte 
^i^a^s  "^^^  ^^  '^®S®  ™*^  ®^^®  Curve  l?  dritter  Ordnung  und  betrachte 
{}?}?)  auch  als  eine  Curve  fünfter  Ordnung,  so  lassen  sich  durch  die 
Schnittpunkte  von  K^  und  (A*A^)  nach  dem  Satze  in  A\c)  unendlich  viele 
Curven  fünfter  Ordnung  legen.  Die  eine  derselben  besteht  aus  %^  und 
einer  Curve  x*  dritter  Ordnung,  welche  daher  A*  ausser  in  C^C^C^  noch 
in  sechs  Punkten  C^.^-C^  schneiden  muss.  Lässt  man  Alles  fest  bis  auf 
den  Kegelschnitt  A^  so  ändert  sich,  während  dieser  das  Büschel  {AB CD) 
durchläuft,  auch  x*,  welche  Curve  das  Büschel  (C^ ...  6^9)  durchläuft.  Die 
Curven  der  Büschel  (A^...)  und  (x*...)  schneiden  sich  daher  stets  aufA^ 
und  es  folgt: 

Ist  eine  Curve  A**  fünfter  Ordnung  durch  zwei  pr'ojecti- 
vische  Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  erzeugt,  so  kann 
sie  auf  unzählige  Arten  durch  zwei  Büschel  zweiter  und 
dritter  Ordnung  erzeugt  werden.  Von  den  Gruudpunkten 
sind  die  des  Büschels  zweiter  Ordnung  und  drei  des  Büschels 
dritter  Ordnung  beliebig  auf  der  Curve  zu  wählen. 

48.  Eine  Curve  K^  sei  durch  zwei  projectivische  Büschel  fünfter  und 
erster  Ordnung  erzeugt.  Dann  leiten  wir  mit  Hilfe  derselben  Me- 
thoden den  Satz  ab: 

a)  Legt  man  durch  einen  Punkt  S  von  Ä*  einen  variablen 
Strahl  ^,  welcher  A'^  in  fünf  Punkten  schneidet,  und 
durch  diese  und  15  feste  Punkte  von  A'®  eine  CurveX^ 
fünfter  Ordnung,  so  durchläuff  dieselbe  die  Curven 
eines  Büschels  fünfter  Ordnung^  dessen  sämmtliche 
Orundpunkte  auf  A'^  liegen. 

b)  Jeder  Kegelschnitt  J{^  wird  von  A'®  in  zwölf  Punkten 
geschnitten. 

Fünf  Schnittpunkte  seien  A^,..  A^ß.  Man  erzeuge  A'^  durch  die 
projectivischen  Büschel  fünfter  und  erster  Ordnung  (A^.,,A^,,.)  und  (ß). 
Jede  Curve  des  ersten  schneidet  A'^  in  sechs  Punkten.'  Durch  diese  und 
drei    feste   Punkte  legen   wir  Curven    dritter  Ordnung,   die  ein  Büschel 
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bilden    and    projectivisch    auf  (B)   bezogen   »lud.     Beide  erzeagen    eine 
Cunre  vierter  Ordnung,  welche  K^  in  acht  Punkten  schneidet. 
Hieraus  folgt,  wie  in  47: 

c)  Die  Curve  K^  kann  auf  unzählige  Arten  durch  zwei 
projectivische  Büschel  zweiter  und  vierter  Ordnung 
erzeugt  werden. 

d)  Die  Curve  E^  wird  von  einer  beliebigen  Curve  dritter 
Ordnung  I^^  in  18  Punkten  geschnitten. 

Es  seien  ABCD  vier  Schnittpunkte  von  K^  und  K^,  Wir  denken 
l^  erzeugt  durch  ein  Kegelschnittbüschel  (^A  BCD)  und  ein  projectivisches 
Büschel  vierter  Ordnung.  Die  Eegebchnitte  von  {ABCD)  treffen  Ä'  in 
je  zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinien  sich  in  einem  Punkte  E  von 
K^  schneiden  und  ein  zu  {ABCD)  projectivisches  Büschel  {E)  bilden. 
Dieses  erzeugt  mit  dem  Büschel  vierter  Ordnung  eine  Curve  fünfter  Ord- 
nung, welche  A"^  in  15  Punkten  schneidet,  die  bis  auf  E  gleichzeitig 
Schnittpunkte  von  K^  und  K^  sind. 

Wie  in  44)  folgt: 

e)  Durch  26  Punkte  lassen  sich  unendlich  viele  Curven 
sechster  Ordnung  mittelst  projectivischer  Büschel 
fünfter  und  erster  oder  vierter  und  zweiter  Ordnung 
legen.  Durch  die  Schnittpunkte  zweier  von  ihnen 
gehen  alle  übrigen. 

f)  Durch27  Punkte  lässt  sich  vermittelst  projectivischer 
Büschel  fünfter  und  erster  oder  vierter  und  zweiter 
Ordnung  nur  eine  Curve  sechster  Ordnung  legen. 

g)  Alle  Curven  sechster  Ordnung,  welche  durch  17  Punkte 
einer  Curve  ^^  dritter  Ordnung  gelegt  werden  kön- 
nen, treffen  diese  noch  in  einem  festen  18.  Punkte. 

Man  nehme  ausserhalb  A'^  beliebige  neun  Punkte,  so  bestimmen  sie 
mit  jenen  17  die  Grundpunkte  eines  Büschels  sechster  Ordnung.  Da  zu 
den  Curven  desselben  auch  diejenige  gehört,  welche  aus  AT'  und  der 
Curve  JC^  besteht,  welche  durch  die  angenommenen  neun  Punkte  gelegt 
werden  kann,  so  ist  der  Satz  bewiesen: 

h)  Wenn   zwei  Curven  A'^   und  A'^^  sechster  Ordnung,   die 

mittelst    projectivischer   Büschel    fünfter    und   erster 

oder  vierter  und  zweiter  Ordnung  erzeugt  sind,   sich 

in  18  Punkten  einer  Curve  K^  schneiden,  so  liegen  ihre 

übrigen   Schnittpunkte   auch   auf  einer  Curve  dritter 

Ordnung. 

Eine   auf  die  genannte  Art  erzeugte  Curve  sechster  Ordnung  kann 

zerfallen    in  zwei  Curven  dritter  Ordnung.     Man  betrachte  AT^  und  eine 

beliebige   Curve  X^  dritter  Ordnung   als    eine  Curve   sechster   Ordnung, 

dann  lassen  sich  durch  die  Schnittpunkte  von  Af^  und  (A'^A'^)  unendlich 
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viele  Curven    sechster  Ordnung   legen.      Da  es   aber  durch  18  Punkte 
ebensoviele  Curven  sechster  Ordnung  giebt,  als  Curven  dritter  Ordnung 
in  einer  Ebene  (nämlich  oo^),  so  muss  unter  ihnen  auch  AT^^  vorkommen. 
i)  Die  Curve  AT^   welche   durch   zwei  projectivische  Bü- 
schel fünfter  und  erster  oder  vierter  und  zweiter  Ord- - 
nung    erzeugt    ist,    kann    auf   unzählige   Arten    durch 
zwei  projectivische  Büschel  dritter  Ordnung  erzeugt 
werden. 
Wir  nehmen  auf  &'^  sieben  beliebige  feste  Punkte  J^ ...  ^7  und  einen 
beliebigen   achten  A^  variabel  und  betrachten   A^,,.  Jg  als   Basis  eines 
Büschels  dritter  Ordnung,  dessen  neunter  Grundpunkt  Ag  sein  mag. 

Wenn  A^  die  Curve  AT«  durchläuft,  so  durchläuft  ^9  (vgl.  Cr  eile' 3 
Journal  Jahrg.  1873,  „Bemerkung  zu  der  Geiser^ sehen  Abhandlung'^ 
von  Milinowski)  eine  Curve  St»  Diese  schneidet  ilT^  Dadurch  erhält 
man  zusammengehörige  Punkte  A^  und  Ag  und  also  auf  £^  die  Basis 
eines  Büschels  dritter  Ordnung. 

Durch  vlj . . .  Aq  legen  wir  zwei  Curven  F^  und  K^^  dritter  Ordnung, 
welche  K^  noch  in  JS^...^^  und  C^...Cq  schneiden.  Dann  lassen  sich 
wegen  e)  und  g)  durch  die  27  Punkte  A^..,  A^B^  ...  B^C^  .-•  ^9  unendlich 
viele  Curven  sechster  Ordnung  legen,  die  K^  wegen  h)  noch  in  neun 
Punkten  JC^,.,Äq  schneiden,  welche  sowohl  mit  B^,.,Bg  auf  einer  B^^ 
als  mit  C^  ,.,Cq  auf  einer  Curve  C^  liegen.  Daraus  folgt,  dass  Ä^ ,,,  X^ 
Grundpunkte  eines  Büschels  dritter  Ordnung  sind.  Jede  durch  X^.,.Ä'^ 
gelegte  Curve  dritter  Ordnung  muss  Jl^  noch  in  solchen  neun  Punkten 
Z^,,,Zg  schneiden ,  welche  mit  A^.,.A^  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung 
liegen. 

Daher  kann  K^  durch  die  Büschel  dritter  Ordnung  {A^...A^  und 
(Jfj . . .  X^  erzeugt  werden. 

Von   den  Grundpunkten  sind  A^..,A^  und  einer  der  neun 
Punkte  X  beliebig. 
49.  Wenn  wir  die  angewendeten  Methoden  weiter  t>enutzen ,  so  gelangen 
wir  zu  analogen  Sätzen  über  Curven  höherer  Ordnungen  und  kön- 
nen schliesslich  folgende  ganz  allgemeinen  Sätze  aufstellen: 
a)  Wenn   eine  Curve  C"  n^^^  Ordnung  durch  zwei  projec- 
tivische Büschel  erster  und  (n  —  l)**'*"  Ordnung  erzeugt 
ist  und  man  legt  durch  einen  beliebigen  Punkt  J'  von 
C"  einen  variablen  Strahl  a:,  welcher  C"  in  n  — 1  Punk- 

fi  ^n  —  1  ^ 

ten   schneidet,   durch   diese  und  x — -  feste  Punkte 

von  C"  Curven  (n  — 1)^®*^  Ordnung,   so  bilden  diese  ein 
Büschel,  dessen  Grundpunkte  auf  A'^  liegen. 
h)  Diese  Curve  A®  kann  auch  auf  unzählige  Arten  durch 
zwei    projectivische    Büschel     zweiter    und    {n  —  T.y^* 
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Ordnung  oder   dritter   und  (n— S)'^*"  Ordnung  erzeugt 
werden. 

c)  Sie  18t  durch    — ^— ^ Punkte  bestimmt. 

DasB  man  den  Satz  b)  nicht  erweitern  und  also  nicht  beweisen  kann, 
dass  C"  durch  zwei  projectivische  Büschel  o;**'  und  (n  — ar)***^  Ordnung 
erzeugt  werden  kann ,  wenn  o:  >  3  ist ,  liegt  daran ,  dass  man  die  An- 
zahl der  Schnittpunkte  von  Curven  höherer  als  der  dritten  Ordnung  mit 
Curven  höherer  als  der  vierten  Ordnung  nicht  bestimmen  kann. 


II. 
Polareigensohaften. 

50.  Auf  einer  Cure  6"^  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  A  an  und 

legen   durch  A  die  Strahlen  (xa^...,   von   denen  jeder  C^  noch  in 

drei  Punkten  schneidet.     Durch  je  drei  solcher  Schnittpunkte  und 

sechs    feste  Punkte    von  C^  denken  wir  uns  die   Curven  ix^a^.,, 

gelegt,  so  müssen  diese  ein  Büschel  bilden,  welches  mit^(aa|...) 

in  projectivischer  Beziehung  sich  befindet. 

Sind   a'a|'...   die   conischen  Polaren  von  A  nach   a^a^^...,    so  ist 

auch  (tto^  •••)  Ä  (<<^<Xi^««0*    Diese  beiden  Büschel  erzeugen  eine  Curve  jfi 

dritter  Ordnung,   die  erste  Polare  von  A  nach  C^.     Sie  berührt  C^ 

in  A^   wie  sich  unmittelbar  aus  ihrer  Entstehung  ergiebt.     Auf  dieselbe 

Art  construiren  wir  in  jedem  Punkte  von  C^  die  erste  Polare  desselben. 

Schneidet  eine  Gerade  g  die  C^  in  ABCD^  so  schneiden  sich  die  ersten 

Polaren  A^B^C^D^  dieser  vier  Punkte   in   neun  Punkten.      Denn  ist  P 

ein  Schnittpunkt  von  A^  und  E^  so  treffen  die  Geraden  AP^  BP^  CP, 

BP  die  Curve  C*  in  zwölf  Punkten  A^A^A^BiB^B^CiC^C^B^JD^D^,   die 

auf  einer  Curve  E^  dritter  Ordnung  liegen.     Die  Gerade  AP  gehört  zu 

den  Geraden  «...  und  P  ist  daher  einer  der  Punkte,   in  welchen   die 

conische  Polare,   welche  dem  Strahl  AP  homolog  ist,   diesen  schneidet. 

Daher  muss  die  gerade  Polare  von  P  nach  der  Curve  aus  dem  Büschel 

a^...,  welche   durch  A^A^A^  geht,   und   daher  auch  nach  K^,   durch  J 

gehen.     Indem  man  auf  gleiche  Art  schliesst,  dass  die  gerade  Polare  von 

P  nach  ^  auch  durch  B  gehen  muss,  dass  also  AB  die  gerade  Polare 

von  P  nach  K^  ist,  so  folgt  umgekehrt,  dass  die  conischen  Polaren  von 

C  und  D  nach  £^  auch  durch  P  gehen  müssen,  und  dann  weiter,  dass 

sich  in  P  die  Curven  A^B^C^B^  schneiden,  und  weiter  folgt  dann,  dass 

diese  vier  Curven  alle  Schnittpunkte  gemein  haben. 

51.  Hat   C^   einen   Doppelpunkt,    so    geht    die    erste   Polare 

eines  beliebigen  P.unktes  von  C^  durch  denselben. 
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Ist  ad  derjenige  Strahl  des  Büschels  (A) ,  welcher  durch  den  Doppel- 
punkt geht,  so  muss  die  ihm  entsprechende  Curve  a^d  ihn  im  Doppel- 
punkte berühren  und  daher  geht  auch  die  conische  Polare  a^a  von  y4 
nach  a^d  durch  den  Doppelpunkt  hindurch.  Da  sich  also  ccd  und  a^d  im 
Doppelpunkte  schneiden,  so  ist  dieser  ein  Punkt  von  A^. 

52.  Besteht  C*  aus  einer  Curve  C^  dritter  Ordnung  und  einer 
Geraden  g^  so  zerfällt  die  erste  Polare  eines  Punktes 
A  von  g  in  diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt. 

Die  Curven  «^...  haben  in  diesem  Falle  drei  ihrer  Grundpunkle 
auf  g  und  die  übrigen  sechs,  die  auf  einem  Kegelschnitte  S^  liegen 
müssen,  auf  C*,  und  dem  Strahl  g  von  {A)  entspricht  im  Büschel  (ö*...) 
die  Curve  (Ä^  g).  Weiter  ist  die  conische  Polare  von  A  nach  (Ä*,  g)  ein 
Geradenpaar  {g\g).  Da  dieses  im  Kegelschnittbüschel  (a^...)  dem  Strahl 
g  von  {A)  entspricht,  so  ist  ^  ein  Tb  eil  der  ersten  Polare  von  A. 

53.  Besteht  C*  aus  vier  Geraden  ö'i^2Ö'8^4>  ^o  zerfällt  die 
erste  Polare  A^  eines  Punktes  A  von  g^  in  ^^  und  einen 
Kegelschnitt  ^^ 

Das  Büschel  (o^...)  zerfällt  in  diesem  Falle  in  ein  Strahlenbüschel 
(JS),  dessen  Scheitel  auch  auf  ^^  liegen  mag  und  jeder  beliebige  Punkt 
dieser  Geraden  sein  kann,  und  in  zwei  feste  Gerade  ^3  und  g^.  Es* 
sind  die  Strahlenbüschel  A{a,.,)  und  B{ß...)  in  projectivischer  Beziehung 
und  perspectivischer  Lage ,  weil  sie  ^2  erzeugen.  Jeder  Strahl  ß  bestimmt 
mit  g^g^  eine  dreiseitige  Curve  und  die  conischen  Polaren  cc^  von  A  nach 
diesen  sämmtlichen  dreiseitigen  Curven  bilden  ein  Büschel,  von  dessen 
Grundpunkten  zwei,  M  und  iV,  auf  ^^  liegen.  Zieht  man  von  A  nach 
(^3^4)9  welchen  Punkt  wir  J  nennen  wollen,  die  Gerade  a  und  ist  g^g^ 
durch  aa  harmonisch  getrennt,  so  berühren  alle  a^  die  Gerade  a  in  ^. 
Dem  Strahl  AB  von  {A)  entspricht  im  Büschel  (a^".)  das  Geradenpaar 
{AB^a)y  so  dass  also  A^  in  AB  und  einen  Kegelschnitt  ^  zerfallen 
muss,  welcher  durch  die  drei  Schnittpunkte  von  g^g^Oi  geht. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  g^  gehe  durch  J^^y  so  dass  also  die  drei  Ecken 
des  Dreiseits  gig^g^  in  ^34  vereinigt  sind,  so  müssen  alle  Schnittpunkte 
von  Ä^  mit  g^g^g^  in  z:/  liegen  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  21*  i\i  ein 
Geradenpaar  zerfallt,  dessen  Scheitel  in  ^34  liegt.  In  diesem  Falle  ent- 
spricht nämlich  dem  Strahl  A^  von  {A)  das  Geradenpaar  ^M  und  ^iV, 
so  dass  ^  in  ^^  einen  Doppelpunkt  hat  und  also  ein  Geradenpaar  wird. 

Wenn  wir  endlich  noch  annehmen,  dass  auch  g^  durch  z/  geht,  so  folgt: 

54.  Besteht  C^  aus  vier  jsich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Geraden  gig^g^g^y  so  zerfällt  die  erste  Polare  A^  eines 
Punktes  A  einer  derselben  in  diese  und  zwei  andere 
Geraden,  die  sich  in  d  schneiden. 

Wenn  eine  Curve  C*  einen  dreifachen  Punkt  ^3  hat,  so  kann  man 
sich  dieselbe  erzeugt  denken  durch  ein  Stri^hlenbüschel  ^(o ...)  und  ein 
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projectivisches  kubisch  -  involntorisches  Strahlenbüficbel  (z/3).  Die  coni- 
schen Polaren  von  A  nach  den  eiozelnen  Strahlengmppen  des  involnto- 
rischen  Büschels  bilden  eine  quadratische  Strahleninvolntion ,  welche  zu 
{Ä)  in  projectivischer  Beziehung  steht  und  mit  diesem  Büschel  die  Ourve 
^  erzeugt,  die  in  /i^  einen   Doppelpunkt  hat.     Also: 

55.  Hat  efne  Curve  C^  einen  dreifachen  Punkt,  so  hat  die 
erste  Polare  A^  eines  Punktes  A  derselben  jenen  zum 
Doppelpunkte. 

Dieselbe  Curve  C*  können  wir  uns  erzeugt  denken  durch  ein  Strahlen- 
bfischel  j^^[ci,.^,  und  ein  projectivisches  Büschel  von  Curven  dritter  Ord- 
nung (a^...),  die  A^  zum  gemeinschaftlichen  Doppelpunkt  haben.  Den  . 
Tangenten  t  Tj  Tg  von  C*  in  ^^  entsprechen  diejenigen  Curven  des  Bü- 
schels T^Tj^Tg^,  welche  C^  in  A^  berühren.  In  dem  Büschel  conischer  Po- 
laren (a^...),  welche  aus  den  Paaren  von  Doppelpunktstangenten  der 
Curven  a^...  bestehen,  sind  die  Polaren  x^x^x^  von  A^  nach  x^x^x^  die 
drei  Paare  von  Doppelpunktstangenten  dieser  Curven ,  von  denen  je  der 
eine  Theil  C^  berühren  muss.  Da  sie  den  Geraden  r  Tj  x^  entsprechen, 
so  folgt: 

56.  Die  erste  Polare  des  dreifachen  Punktes  A^  besteht  aus 
den  drei  Tangenten,  die  man  in  diesem  Punkte  an  0^ 
ziehen  kann.  ' 

57.  Sind  A^  und  A^  zwei  beliebige  Punkte  von  t?*,  A^  und 
A^  ihre  ersten  Polaren,  so  fällt  die  conische  Polare -^*oi 
von  Aq  nach  A^  mit  der  conischen  Polare  A^^^  von  A^ 
nach  A^  zusammen.  ' 

Durch  A^  ziehen  wir  eine  beliebige  Gerade  öTq,  welche  C*  noch  in 
BqCqDq  schneidet,  und  verbinden  A^  mit  ^^  und  diesen  Punkten  durch 
die  Geraden  ffo'*o^o^o-  Diese  schneiden  C^  noch  in  acht  Punkten,  die 
auf  einer  Curve  C^  liegen,  welche  mit  C*  in  A^  eine  vierpunktige  Be- 
rührung hat.  Wir  betrachten  («o^o^o^o)  ^^^  {9o^^)  *^8  Curven  vierter 
Ordnung,  sie  bilden  mit  C*  ein  Büschel,  welches  von  jeder  Geraden 
durch  Aq  sowohl,  wie  durch  A^  in  den  Punkigruppen  einer  kubischen 
Involution  geschnitten  wird,  weil  Aq  und  ^^  zu  den  Grundpunkten  dieses 
Büschels  gehören.  Deshalb  treffen  die  ersten  Polaren  von  Aq  nach  die- 
sen drei  Curven  jede  durch  Aq  gelegte  Gerade  in  drei  Punktpaaren  einer 
quadratischen  Involution  und  bilden  deshalb  selbst  ein  Büschel.  (Vergl. 
diese  Zeitschrift  Bd.  XIX,  3,  „Zur  Theorie  der  kubischen  und  biquadra- 
tischen Involution".)  Diese  ersten  Polaren  nach  C*,  («o^o^o^o)  ^^^  (ö'o^^) 
seien  Aq^^  n^  und  (<7o^V)-  ^^^  Curve  n^  besteht  aus  drei  in  A^  zusam- 
menstossenden  Geraden  (»»o^o^o^  ^°^  ^^®  conische  Polare  A^^q  von  A^ 
nach  A^  muss  mit  der  conischen  Polaren  von /^^  nach  {QqCq^)  zusammen- 
fallen und  deshalb  durch  die  Schnittpunkte  von  Qq  und  Cq*  gehen.  — 
Weiter  muss  die  erste  Polare  A^^  von  A^  nach  C*  mit  der  ersten  Polare 
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von  ^1  nach  (Vo^*)  «usammenfallen ,  weil  C^  und  [g^C^)  sich  anf  den 
▼ier  Oeraden  ffQ^QC^d^  schneiden,  und  deshalb  durch  die  Schnittpunkte 
von  Qq  und  C^  gehen.  Die  conische  Polare  A^q^  von  A^^  nach  A^  nrnss 
daher  die  conische  Polare  von  A^  nach  (g^  C^)  in  denselben  beiden  Punk- 
ten von  ^0  treffen,  so  dass  also  A^^^  und  A\q  auf  jeder  durch  A^  geleg- 
ten Geraden  zwei  gemeinsame  Punkte  haben  und  daher  zusammenfallen. 

Dieser  Beweis  ist  schon  von  Cremona  gegeben  und  nur  der  Voll- 
ständigkeit wegen  angefahrt. 

Wenn  wir  jedem  Punkte  von  C^  seine  erste  Polare  zuordnen ,  so  sind 
die  Punkte  von  (7*  projectivisch  auf  ihre  ersten  Polaren  bezogeti.  Schnei- 
det nun  eine  Gerade  g  die  Curve  in  ABCD  und  sind  A^B^C^I^  ihre 
ersten  Polaren,  so  ist 

Einem  beliebigen  Punkte  P  von  g  entspricht  eine  Curve  P^  des  Büschels 
(y^JB*,..).  Nennen  wir -^B*C'Z>*P*  die  ersten  Polaren  eines  beliebigen 
Punktes  Q  von  C*  nach  A^B^C^I^P\  so  ist 

(^5«C«2)«/»)  7^  {A^B^C^D^P^). 
Nach  dem  vorigen  Satze  sind  A^B^C^B^  auch  die  conischen  Polaren 
von  ABCD  nach  der  ersten  Polare  Q^  von  0,  also  ist  auch 
{A^B^C^D^G^)J,{ABCDP),  also   auch   {A^ B^ C^ I}^ 0^) X  {A^ B^ C* D^ P). 
Mithin  fallen  Q^  und  P^  zusammen. 

,  Durch  P  ziehen  wir  eine  andere  Gerade  g^j  welche  C*  in  AqBqC^I^q 
schneidet.  Die  ersten  Polaren  dieser  Punkte  A^B^C^D^  bitden  ein 
Büschel,  in  ihm  sei  P^  diejenige  Curve,  so  dass 

Ganz  wie  oben  folgt  dann,  dass  die  conische  Polare  Q^  von  P  nach  S^ 
mit  der  conischen  Polare  Pq^  von  0  nach  Pq^  zusammenfällt.  Die  Stelle 
von  Q  kann  jeder  Punkt  von  C*  einnehmen.  Daher  haben  P^  und  Pq^ 
die  Bigenschaft,  dass  die  conischen  Polaren  eines  jeden  Punktes  von  C^ 
nach  diesen  beiden  Curven  in  einen  Kegelschnitt  zusammenfallen;  des- 
halb müssen  /*  und  Pq^  auch  zusammenfallen  und  die  Büschel  {A^B^C^*") 
und  {Aq^Bq^Cq^,,,)  haben  die  Curve  P^  gemeinsam,  welche  in  jedem  Bü- 
schel dem  Schnittpunkt  P  von  g  und  g^  entspricht.  Da  gQ  eine  beliebige 
Gerade  durch  P  war,  so  folgt  allgemein: 

58.  Eine  variable  Gerade  g  durch  P  schneide  C*  in  ABCD\ 
die  ersten  Polaren  dieser  Punkte,  A^B^C^L^^  bilden  ein 
Büschel,  in  welchem  dem  Punkte  P  eine  bestimmte 
Curve  P^  entspricht,  die  also  sämmtlichen  Büscheln 
gemeinsam  ist,  welche  durch  die  Drehung  von  g  \xm  P 
hervorgerufen  werden.  Wir  nennen  P'  die  erste  Polare 
von  Pnach  C*. 

59.  Die  ersten  Polaren  aller  Punkte  nach  C*  bilden  ein  Nets. 
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Es  seien  Pq  und  Pj  zwei  beliebige  Punkte,  «Pq*  und  Pj^  ibfe  ersten 
Polaren,  P^q^  und  P^^q  die  conischen  Polaren  von  Pq  nach  P^^  und  von 
/\  nach  Pq^  so  soll  gezeigt  werden,  dass  P^q^  und  P^j^  zusammenfallen. 
Die  Gerade  P^Pj^  schneide  C*  in  P^P^P^^ht  ^^®  ersten  Polaren  dieser 
Punkte  seien  P^ P^ P^ P^^  dann  ist,  wenn  P^oa ^03 ^^04 ^05  ^^®  conischen 
Polaren  von  P^  nach  diesen  Curven  sind  und  P^^  die  conische  Polare 
von  Pq  nach  P^  ist, 

(P,3P,3P,3P33P/P,3)  7^  (P2^P2,^  P2^^P«^  P«^P«^). 

Ferner  seien  I^qq  P^^q  P\  F^^  P\  P^^  die  conischen  Polaren  von  Pq  P^  P^  Pg  P^  P^ 
nach  pQ^y  so  ist  auch 

(^0  ^1  ^2  ^3  ^4  ^5)  A  (^00  -^10  -^^20  ^80  ^  40  ^öo)* 
Da  P^Qg  mit  P*go,   P^q^  mit  P^jq,   P*(y4  mit  P^^y   P^q^  mit  P^g^  zusammen- 
fällt, weil  P^PqP^P^  Punkte  von  C*  sind;  da  femer 

(/>o  P,  P,  Pj />,  P5)  Ä  (^0'  ^1' ^,'^s' P/  P,') 
ist,  so  muss  auch 

(^00  ^01  ^  02  ™0S  ^04  '^^Os)  A  (P^OO  ^10  ^20  ^80  ^40  ^6o) 

sein  und  P\  mit  P^^^  zusammenfallen.     Also: 
62.  Sind  Pq  und  P^  zwei  ganz  beliebige  Punkte,  Pq*  und  P^^  ihre 
ersten  Polaren,  so  fallen  die  conischen  Polaren  P^^  von 
Pq  nach  P^*  und  P^j^  von  Pj  nach  Pq^  in  einen  Kegelschnitt 
zusammen,   welcher   die  gemischte  conische  Polare  von 
Pq  und  Pj  heisst. 
Jeder   Geraden   g  entspricht   das  Büschel   der   ersten  Polaren   ihrer 
Punkte;   man   nennt   die   neun  Schnittpunkte  dieser  ersten  Po- 
laren   die   Pole    von   g    und   g    die   letzte   oder  gerade   Polare 
eines  jeden  dieser  neun  Schnittpunkte  bezüglich  C^. 

Ein  Punkt  P^    liege  auf  der  letzten  Polare  Pqq  von  Pq  nach  seiner 
kubischen  Polare  Pq\   dann   muss  Pq  auf  der  conischen  Polare  P\q  von 
/\  nach  Pq^  liegen.      Diese   fällt  aber   nach   dem  letzten  Satze   mit  der 
conischen  Polare  P^qj^  von  Pq  nach  der  kubischen  Polare  P,^  von  Pj  zu- 
sammen  und   daher  liegt  Pq  auf  seiner  conischen  Polare  P^q^  nach  P^^ 
muss  also  der  Berührungspunkt  dieser  beiden  Curven  sein ,  b6  dass  also 
die  kubische  Polare   von   P^   durch  Pq  geht.      Aendert  sich  P^   auf  Poo^ 
so  ändern  sich  auch  seine  kubischen  Polaren ,  gehen  aber  sämmtlich  durch 
Pq  und  bilden  daher  ein  Büschel,  so  dass  also  Pqq  die  gerade  Polare  von 
Pq  nach  C*  ist.     Nach   der  Voraussetzung  ist   aber  Pqq  auch  die  gerade 
Polare  von  Pq  nach  P/  und  daher  folgt: 
61.  Die   -gerade    Polare    eines    Punktes    nach    seiner    kubi- 
schen   Polare   fällt   mit   seiner   geraden   Polare   nach  C^ 
zusammen. 
Jetzt   soll   angenommen    werden,    dass  P^    auf  der  conischen  Polare 
P*O0  von  Pq   nach  Pq^  Hege,   dann    muss  Pq  auf  der  geraden  Folßre  von 
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P^  nach  P^  oder,  was  ^dasselbe  ist,  auf  der  Polare  von  Pj  bezüglich  seinf'r 
conischen  Polare  P^jo  "*ch  P^  liegen.  Die  conische  Polare  P^^q  fällt  mit 
der  coniechen  Polare  P^^^  von  Pq  nach  P^  zusammen,  also  liegt  Pq  auf 
der  Polare  von  P^  nach  P^^^,  Diese  fällt  aber  mit  der  Polare  von  Pq 
nach  /*n,  d.  h.  nach  der  conischen  Polare  von  Pj  bezüglich  seiner  ku- 
bischen Polare  P^  zusammen,  in  die  gemischte  Polare  der  Punkte  Pj  und 
Pq  nach  P^  und  daher  liegt  Pq  auf  der  Polare  von  Pq  nach  P^j,,  also 
auf  y*ij  selbst,  und  hieraus  folgt: 

62.  Liegt  ein  Punkt  P^  auf  der  conischen  Polare  P^qq  eines 
andern  Pq  nach   seiner  kubischen  Polare  Po^    so  liegt  Pq 

*»     auf   der    conischen   Polare   P^^^    des    ersten   nach  seiner 
kubischen  Polare  P^, 
Man   nennt   die   conische  Polare  P^qq  eines  Punktes  Pq   nach  seiner 
kubischen  Polare  P^  die  conische  Polare  von  Pq  nach  C*. 

Liegt  ein  Punkt  P^  auf  der  geraden  Polare  von  Pq  nach  P^^  so 
muss  Pq  auf  der  cönischen  Polare  von  P^  nach  P^^  d.  i.  auf  P^^q  liegen. 
Diese  Curve  fällt  aber  mit  der  conischen  Polare  P*q,  von  Pq  nach  P^ 
zusammen  und  da  also  Pq  auf  seiner  conischen  Polare  nach  P^  liegt,  so 
muss  es  auf  P^  selbst  liegen.     Also: 

63.  Liegt  ein  Punkt  P^  auf  der  geraden  Polare  eines  andern 
Pq»  b^  l^cgt  der  letzte  auf  der  ersten  Polare  von  P^  und 
umgekehrt. 

Denn  liegt  ein  Punkt  Pq  auf  der  ersten  Polare  P^  von  P^,  so  geht 
P*oj  oder  P^^q  durch  Pq,  Da  also  die  conische  Polare  von  P^  nach  P^ 
durch  Pq  geht,  so  muss  die  gerade  Polare  von  Pq  nach  P^  durch  P^ 
gehen. 

Ist  i  eine  Tangente  in  einem  Punkte  P^  von  C*  und  Pq  ein  beliebi- 
ger Punkt  derselben ,  so  muss ,  wie  sich  unmittelbar  aus  der  Entstehung 
der  ersten  Polare  ergiebt,  die  Polare  P^  die  Gerade  i  in  Pj  berühren. 
Ferner  ist  i  die  gerade  Polare  von  Pj  nach  C*,  also  muss  P^  durch  P^ 
gehen,  woraus  sich  ergiebt: 

64.  Die  Punkte,  in  denen  die  erste  Polare  P^  eines  Punk- 
tes Pq  die  Curve  C*  schneidet,  sind  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  die  sich  von  Pq  an  C^  ziehen 
lassen.  Daher  lassen  sich  von  einem  Punkte  an  eine 
Curve  vierter  Ordnung  zwölf  Tangenten  ziehen. 

In  ganz  analoger  Art  lassen  sich  mit  Hilfe  der  im  ersten  Theile 
abgeleiteten  Sätze  auch  einige  Polareigenschaften  einer  allgemBinen  Curve 
;i''"   Ordnung  ableiten. 
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XI. 

Heber  das  gleichseitige  hyperbolische  Faxaboloid  und 
ein  ans  ihm  abgeleitetes  Strahlsystem. 

Von 

Dr.  Arthur  Schoenflies 

in  Berlin. 


§1. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Raumes,  welche  von  zwei  windschiefen 
Geraden  gleichweit  entfernt  sind ,  ist  bekanntlich  ein  gleichseitiges  hyper- 
bolisches Paraboloid.     Sind  nämlich 

^  2  +  a  =  0,     y  +  ax^O 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Oeraden  g  und  A,  so  ist 

die  Gleichung  des  betrachteten  Ortes.     Setzt  man  noch 
und 


3)  a =p, 

a 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  des  Paraboloids,  wenn  wir  die  Striche 
bei  den  neuen  Goordinaten  wieder  weglassen,  in 

4)  x^-y^  =  2pz. 

Die  Gleichungen   der  beiden  Geraden  ^  und  A  sind  in  dem  neuen 
Coordinatensjstem 

'  z-a  =  0,     y(l-«)-a:(l  +  «)  =  0, 

^  z+a  =  0,     y(l+«)-a?(l-«)  =  0. 

Sie  zeigen  unmittelbar,  dass  die  Polarebene  eines  jeden  beliebigen  Punk- 
tes P  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  das  Paraboloid  durch  die  Gerade  k 
hindurchgeht.     Daraus  folgt:  ^  , 

Ztittohrift  f*  X»th«matlk  m  Physik,  XXni,  4.  18)igitized  by  VjOOg IC 


246  üeber  das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid  etc. 


Die  Geraden  g  and  h  sind  Polarlinien  von  einander  in  Bezng  auf 
das  Paraboloid. 

Die  Aufgabe ,  zu  einem  gegebenen  gleichseitigen  Paraboloid  die  Ge- 
raden g  und  h  zu  finden,  lässt  unendlich  viele  Lösungen  zu.  Zwischen 
den  gesuchten  Grössen  a  und  o  besteht  nftmlich  nur  die  Gleichung  3), 
daher  existiren  unendlich  viele  Geradenpaare  der  betrachteten  Art.  Da 
diese  Gleichung  in  a  vom  ersten,  in  a  vom  zweiten  Grade  ist,  so  folgt, 
dass  durch  jeden  Punkt  der  z-Aze  zwei  Strahlen  p,  resp.  h  laufen, 
welche  sKmmtlich  die  unendlich  ferne  Gerade  der  x^- Ebene  schneiden, 
in  einem  Punkte,  welcher  durch  a^bestimmt  ist.  Demnach  zeigt  die 
Gleichung  3),  dass  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g^  resp.  k  mit  der 
2-Axe  eine  einfache  Punktreihe  bilden,  während  ihre  Schnittpunkte  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  eine  Involution  von  Punkten  erzeugen. 
Der  Ort  dieser  Geraden  ist  daher,  wie  Cremona  gezeigt  hat,*  eine 
Kegelfl&che  dritter  Ordnung,  welche  jene  beiden  Geraden  zu  Leitlinien 
und  die  z-Axe  zur  Doppelgeraden  hat. 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  findet  man  durch  Elimination  von  a 
aus  den  Gleichungen 

^=T^«»     y(l-«)-a:(l  +  «)  =  0; 
man  erhält  ^"»"« 

als   den  Ort   der  Geraden   g\   als  Ort   der  Geraden  h  ergiebt  sich  ganz 
dieselbe  Fläche. 

Bringen  wir  die  letzte  Gleichung  in  die  Form 
(2z+p)a:«  +  (2z-p)y«  =  0, 
so  finden  wir,   dass  ^  =  0-  und  ^  =  0  die  Doppelebenen  der  Involution 
von  Ebenen  sind,  welche  mit  der  Fläche  zusammenhängt**     Die  2-Axe 

ist  nur  zwischen   den   Punkten    2:  =  ^   und  2  =  —  -^  reelle  Gerade  der 

Fläche.     In    diesen    beiden   Punkten  liegen   auch   ihre   Cuspidalpunkte. 
Demnach  ergiebt  sich: 

Zu  jedem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  ge- 
hört eine  unendliche  Menge  von  Paaren  gerader  Linien  von 
der  Eigenschaft,  dass  alle  Punkte  des  Paraboloids  von  bei- 
den Geraden  eines  jeden  Paares  gleicbweit  entfernt  sind. 
Die  Gesammtheit  dieser  Geradenpaare  bildet  eine  Regel- 
fläche 7^3  vom  dritten  Grade,  deren  Erzeugenden  auf  der 
Doppelgeraden  senkrecht  stehen.  Je  zwei  Geraden  »Ines 
Paares  sind  Polarlinien  von  einander  in  Bezug  auf  das  Pa- 
raboloid. 


*  Atti  dd  JB.  IstU.  Lonib.  Bd.  2,  S.  291. 
**  Salmon,  Analyt  Geometrie  dee  Ranmes  Bd.  2,  S.  816.^^ 
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§2. 

Wir  betrachten  irgend  eine  beliebige  Gerade  g  der  Fläche  R^  nnd 
eine  der  beiden  Geradenscbaaren  des  Paraboloida.  Anf  jeder  dieser  Ge- 
raden giebt  es  einen  Pnnkt,  welcher  von  g  den  kürzesten  Abstand  hat, 
nnd  dazn  einen  Strahl,  welcher  dies^  Pnnkt  mit  dem  entsprechenden 
Punkte  von  g  verbindet,  der  also  die  kürzeste  Entfernung  beider  Geraden 
enthält.  Die  Gesammtheit  dieser  Punkte  bildet  eine  Curve  nnd  die  Ge- 
sammtheit  jener  Strahlen  eine  geradlinige  Fläche. 

Um  diese  Gebilde  zn  untersuchen ,  stellen  wir  das  gleichseitige  Para- 
boloid  dar  durch  die  Gleichungen 
..  M  +  t;  u  —  v  UV 

1)        .     - — 2-'   *'=-T-'   "=rp- 

Dann  giebt  u  =  const.  das  eine  System  der  geraden. Linien  und  v  =  consL 
da«  andere.     Die  Gleichungen  einer  Geraden  u  sind 
u  p 

^-2=     V^' 


u 
nnd  die  der  Geraden  g 

3)  y        =^'''     Ä'  =  2(l  +  ««), 

Bezeichnen  wir  nun  durch  d  die  Entfernung  des  Punktes  r  =  0  der 
Geraden  g  vom  Punkte  ri  =  0  der  Geraden  m,  durch  r\  resp.  r\  die 
Abscissen  derjenigen  Punkte  beider  Geraden,  welche  den  kürzesten  Ab- 
stand von  einander  haben,  so  gelten  folgende  Gleichungen:** 

r=      sinifug)  {^^*("^)  cos{ug)  -  cos(gd)\ , 

'''i^-^sin^fug)  '^^^^^''^  cos{ug)  -  cos{ud)\, 
nnd  zwar  ist  in  dem  hier  betrachteten  Falle,  wie  sich  ohne  Mühe  ergiebt, 
mit  Rücksicht  auf  Gleichung  3),  §  1, 

R  Ä  * 

cos{ug)  =  -  fl  — ,       sin^  {ug)  =  -\ , 


*  Hesse,  Analyi  Geometrie  des  Raumes,  2.  Aufl.,  S.  79. 
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wo 


p» 


5)  V  =  "'+2j^. 

gesetzt  ist.     Daher  wird 

6,  .•=;!, 

7)  r',_0. 

Die  letzte  Gleichang  lehrt,  dass  r\  von  a  and  a  ganz  unabhängig 
ist,  d.  h.  der  Werth  von  r\  ändert  sich  nicht,  wenn  wir  g  durch  eine 
andere  Gerade  der  Fläche  B^  ersetzen.  Auf  jeder  Geraden  u  fallen  also 
die  Funkte,  welche  von  den  einzelnen  Geraden  der  Regelfläche  den  kür- 
zesten Abstand  haben,  in  einen  einzigen  zusammen.     Seine  Gleichungen 

ergeben  sich  in  der  Form 

u  u  ^ 

Die  Gesammtheit  dieser  Punkte  bildet  eine  gerade  Linie,  nämlich  die 
Gerade  &  =  0.  Analoge  Besultate  gelten  für.  die  Geraden  «=conW.  Dem- 
gemäss  ergiebt  sich: 

Auf  jeder  Geraden  des  Paraboloids  giebt  es  einen  be- 
stimmten Punkt,  welcher  zugleich  von  allen  Geraden  der 
Fläche  R^  -die  kürzeste  Entfernung  hat.  Die  Gesammtheit 
dieser  Punkte  bildet  für  jede  Regeischaar  des  Paraboloids 
eine  gerade  Linie,  nämlich  für  die  Geraden  u  die  Gerade 
»  =  0,  und  für  die  Geraden  v  die  Gerade  m  =  0. 

Seien  nun  0|,  /?^,  y^  die  Richtungscosinus  des  Strahles  s^  der  die 
Punkte  kürzesten  Abstandes  auf  g  und  einer  Geraden  u  mit  einander 
verbindet,  so  ist 

und  da  die  Gerade  s  durch  den  Punkt  r^^O  auf  n>  hindurchgeht,  so 
sind  ihre  Gleichungen 

8)  ^-^—RRT''     '"^^ ^''      '-"RR,'' 

Eliminiren   wir   aus   ihnen   u  und  9,   so   erhalten   wir   die  von   den 

Strahlen  s  gebildete  Fläche,  deren  Erzeugungslinien  also  zugleich  aaf  ^ 
und  je  einer  Geraden  u  senkrecht  stehen.     Es  ergiebt  sich  zunächst 

(l_«)a.  +  (l  +  «)y-«=»0,     '^  =  -!L, 

Z  p 

und  hieraus 

9)  (.r-y)A>  +  «[(l-«)ir  +  (l  +  «)y]  =  0, 
d.  h.  die  Fläche  ist  wieder  ein  Paraboloid.     Also  folgt: 
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Alle  Strahlen,  welche  zugleich  auf  der  Geraden  g  nnd 
je  einer  Geraden  u  des  gleichseitigen  Paraboloids  senk- 
recht stehen,  bilden  wieder  ein  Paraboloid. 

Ebenso  existirt  ein  Paraboloid,  gebildet  von  den  Strahlen  s^^  die 
auf  g  nnd  je  einer  Geraden  v  senkrecht  stehen.     Seine  Gleichung  ist 

10)  {x  +  y)ap--z[{i^a)x  +  {l  +  a)y]  =  0. 

Die   Dnrghdringnngscnrye  beider  Paraboloide   besteht  ans  vier  geraden 
Linien;  diese  sind 

I.    a:  =  0,    y  =  0, 
..X  2.     t  =  0-     <=0, 

^  3.     t  =  a,    (l  +  «)x-(l~«)y  =  0, 

4.      <  =  0,    (l~«)a:H-(l  +  a)y  =  0. 
Von   diesen  vier  Geraden  gehören  jedoch  nur  zwei,   nämlich  die  beiden 
ersten ,  gleichzeitig  zn  den  Strahlen  s  nnd  s^ .     Hier  bedeutet  /  =  0 ,  wie 
gewöhnlich,  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene. 

§3. 

Betrachten  wir  in  den  Gleichungen  8)  des  letzten  Paragraphen  ausser 
u  nnd  s  auch  o  als  variabel,  so  liefern  sie  die  sämmtlichen  Paraboloide, 
welche  zur  Regelschaar  u  und  den  einzelnen  Geraden  der  Fläche  R^ 
gehören,  d«  h.  sämmtliche  Strahlen,  deren  jeder  gleichzeitig  auf  einer 
Geraden  u  und  auf  einer  Geraden  g  senkrecht  steht.  Diese  doppelt  un- 
endliche Strahlenmenge  bildet  ein  Strahlsystem  in  dem  von  Herrn  Kum- 
mer definirten  Sinne,*  welches  wir  das  Strahlsystem  £  nennen  wollen. 
Dasselbe  ist  in  der  Weise  gegeben,  wie  es  a.  a.  O.  vorausgesetzt  wird, 
nämlich  der  Punkt  x^y^z  und  die  Hichtnngscosinus  £,  17,  t*  welche  jeden 
einzelnen  Strahl  bestimmen,  sind  Functil^nen  zweier  unabhängigen  Va> 
riabeln  u  und  a.     Wir  substituiren  noch 

1)  (!  +  «)«  =  «',     (l-^a)u^v\     2p^q, 

so  werden,  mit  Unterdrückung  der  Striche  bei  den  neuen  Variabein ,  die 
Gleichungen  des  Strahles  s 

H+V  U 


2)  y  = 


4  yu^  +  v^+g2 

U  +  V  V 

9 


Die    Ordnung    des    Strahlsystems    ist    bekanntlich    die  Anzahl    der 
Strahlen ,  welche  durch  einen  beliebigen  Puifkt  x^  y^  z^  des  Raumes  hin- 


*  Borchardt's  Journal  Bd.  57,  8. 189flgg. 
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durchgehen ;  diese  Anzahl  ist  identisch  mit  der  Ansahl  der  Werthepaare 
u,  Vy  welche  sich  ans  den  Gleichungen  2)  ergeben,  wenn  wir  in  ihnen 
a:,  i/t  z  durch  a;^,  y^y  z^  ersetzen.  Wir  erhalten  für  u  und  v  die  Gleich- 
ungen 

d.  h.  es  gehört  im  Allgemeinen  zu  jedem  Werthepaare  ^i^i^i  auch' nur 
ein  Werthepaar  u^  e,  also  geht  auch  nur  ein  Strahl  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  des  Raumes.  Das  Strahlsystem  ist  daher  von  der  ersten  Ord- 
nung.    Nur  in  dem  Falle,  dass  zugleich 

4)  2i  =  0  und  oTj— ^^  =  0 

ist,  wenn  also  der  Punkt  x^y^z^  auf  der  durch  diese  Gleichungen  dar- 
gestellten Geraden  liegt,  kann  eine  Ausnahme  eintreten.  Die  Unter- 
suchung dieses  Falles  kann  einfach  in  folgender  Weise  geTührt  werden. 
Das  Strahlsystem  £  wird  gebildet  von  der  Gesammtheit  der  im  vorigen 
Paragraphen,  Gleichungen  8)  und  9)  erwähnten  Paraboloide.  Suchen 
wir  nun  diejenige  Gerade  8  eines  dieser  Paraboloide,  welche  durch  einen 
bestimmten  Punkt  der  Geraden  4)  hindurchgeht,  so  haben  wir  in  den 
Gleichungen  8),  §  2,  nur  u  als  constant  zu  betrachten;  dann  stellen  sie 
den  verlangten  Strahl  s  dar.  Eliminiren  wir  nun  aus  ihnen  a  und  f,  so 
erhalten  wir  den  geometrischen  Ort  aller  Strahlen  von  2^,  welche  durch 
den  Punkt  ^^^i^i  hindurchgehen.     Die  sich  ergebende  Gleichung  ist 

5)  (^-y)p  +  w«  =  0, 

also  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Geraden  4)  unendlich  viele  Strahlen 
des  Strahlsystems,  welche  eine  Ebene  bilden.  In  ihr  liegt  auch*  die  Ge- 
rade 4)  selber. 

Die  Classe  des  Systems,  Cl.  h.  die  Anzahl  der  Strahlen,  welche  in 
einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  liegen,  wird  gefunden,  indem  wir 
Xy  y,  z  in  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene 

einsetzen  und  die  Bedingung  aufs'tellen,  dass  die  linke  Seite  für  jeden 
Werth  von  f ,  d.  h.  identisch  verschwindet.  Dies  giebt  für  u  und  v  die 
Gleichungen 

d.  li.  im  Allgemeinen  liegt  in  jeder  Ebene  des  Raumes  nur  ein  Strahl, 
das  Strahlsystem  ist  also  von  der  ersten  Classe.  Eine  Ausnahme  kann 
nur  dann  eintreten,  wenn  zugleich 

oder 

8)  aj  =  0,     ft  =  0 
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ist.  Aach  die  Untersuchang  dieser  Fälle  gestaltet  sich  am  einfachsten, 
wenn  wir  auf  die  Paraholoide  zurückgehen.  Den  Gleichnugen  7)  ent- 
sprechen alle  Ebenen  von  der  Form 

9)  Ä  — y  — A«=30, 

wo  X  ein  variabler  Parameter  ist.  Eine  beliebige  derselben  —  sie  heisse 
£  —  schneidet  das  durch  die  Gleichungen  9),  §  2,  dargestellte  Parabo- 
loid  in  den  beiden  Geraden 

aJ-y-At  =  0,     (l-«)a?+(l  +  a)»  +  Ap  =  0, 
von  denen  jedoch  nur  die  letztere,  deren  Gleichungen  sich  auch  in  die 
Form 

10)  a?  — y  — Az  =  0,     a:+y  +  Jlp  —  a(a:— y)  =  0 

bringen  lassen,  dem  System  Z  angehört.  Die  Gesammtheit  der  Strahlen 
des  System^,  welche  in  der  Ebene  s  liegen,  wird  von  ihrem  Durchschnitt 
mit  dem  Ebeuenbüschel  gebildet,  welches  die  zweite  der  Gleichungen  10), 
o  als  variabel  betrachtet,  darstellt.  Diese  Strahlen  bilden  also  einen 
Strahlenbüschel  und  ihre  Enveloppe  ist  ein  Punkt,  welcher  auf  der  Ge- 
raden 4)  liegt. 

Die  Ebenen,  welche  den  Gleichungen  8)  entsprechen ;  werden  dar- 
gestellt durch 

11)  z-d  =  0, 

sie  schneiden  das  Paraboloid  in  den  beiden  Geraden 

2  =  0,      /=0, 

z^d,     (a:-y)p  +  d[(l-«)a:+(l  +  ft)y]  =  0, 

von  denen  jedoch  nur  die  erstere  dem  System  ^  angehört.     Da  dieselbe 

von   a  unabhängig  ist,   so  folgt,   dass  alle  Paraholoide  von  den  Ebenen 

11)  in  derselben  Geraden 

12)  z  =  0,     <  =  0, 

d.  h.  der  unendlich  fernen  Geraden  der  a:y- Ebene,  geschnitten  werden; 
also  enthalten  diese  Ebenen  nur  eine  Gerade. 

Bedienen  wir  uns  nun  der  von  Plücker  für  die  Strahlsysteme  erster 
Ordnung  eingeführten  Bezeichnungen,*  so  ergeben  sich  folgende  Be- 
sultate: 

Alle  Strahlen,  welche  zugleich  auf  einer  Geraden  u  des 
gleichseitigen  Paraboloids  und  auf  einer  Geraden  g  der 
Begelfläche  ^3  senkrecht  stehen,  bilden  ein  Strahlsystem  I» 
erster  Ordnung  und  erstej  Classe.  Es  enthält  nur  eine  Di- 
rectrix,  nämlich  die  Gerade  a;~2/  =  0,  t  =  0.  Alle  Strahlen, 
welche  durch  einen  ihrer  Punkte  gehen,  bilden  einen  ebenen 
Strahlenbüschel,   und  jede  Ebene,   welche  durch  diese  Ge- 


*  Flacker,  Neue  Geometrie  des  Baumes,  §  61flgg. 
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rade  hindurchgeht,  enthält  unendlich  viele  Strahlen,  welche 
sich  in  einem  Funkte  derselben  schneiden. 

Hieraus  folgt,  dass  das  Strahlsystem  2  mit  demjenigen  identisch  ist, 
welches  Flacker  a.  a.  O.  §  68  behandelt. 

Man  kann  auch  umgekehrt  aus  dem  Strahlsystem  i^.das  gleichseitige 
Faraboloid  ableiten;  jeder  Funkt  der  Geraden  o:— y  =  0,  z  =  Q  kann 
zum  Scheitelpunkte  desselben  gewählt  werden. 

Von  den  mit  dem  Strahlsystem  verbundenen  Flächen,  welche  Herr 
Kummer  in  seiner  oben  erwähnten  Arbeit  behandelt  hat,  gestatten  auch 
die  Grenzflächen  eine  einfache  Behandlung.  In  der  quadratischen  Gleich- 
ung, von  deren  Wurzeln  sie  abhängen,  wird  nämlich  der  Coefficient  des 
mittleren  Gliedes  gleich  Null,  und  daher  gelingt  ihre  Bestimmung  ohne 
grosse  Schwierigkeit.  Sie  sind  vom  sechsten  Grade.  Sie  besitzen  eine 
vierfache  Gerade  o:  — y  =  0,  z  =  0  und  eine  Doppelgerade  z=0,  <  =  0. 
Sie  können  als  das  Erzeugniss  zweier  projecti vischen  Flächenbüschel 
betrachtet  werden ,  nämlich  einer  Involution  von  Ebenen ,  deren  Aze  die 
Gerade  a:  =  0,  z  =  0  ist,  und  eines  Btlschels  von  Flächen  vierter  Ord- 
nung mit  doppeltem  Kegelschnitt.  Dieser  doppelte  Kegelschnitt  besteht 
aus  den  beiden  Geraden  x  —  y^O^  z  =  0,  und  z  =  0,  t  =  0. 

Ebenso   existirt  ein  analoges  Strahlsystem    S^   erster  Ordnung  und , 
erster  Classe,  gebildet  von  den  Strahlen  5^,  welche  aus  der  Regelschaar 
V  des  ursprünglichen  gleichseitigen  Faraboloids  entspringen«     Die  Gleich- 
ungen der  Geraden  5^  sind 

_v^^      (l  +  a^v^ 


13)  ^  +  t=-^-^"'-   ^'-^+^TT^P'' 


2  ÄÄ, 

-«) 

_        2ttp 

Hier  ist  zu  substituiren 

14)  (i  +  a)v=au\     (1  — «)»  =  «»',     2p  =  y, 

so  werden,  mit  Unterdrückung  der  Striche  bei  den  neuen  Variabein,  die 
Gleichungen  des  Strahlsystems  2^ 


.r  = 


4         yu^  +  j,i  +  gi' 


15)  y  = —4 


z  = 


4  j/m«  +  j,2+^2' 

9 


Dasselbe  besitzt  ganz   ähnliche  Eigenschaften,   wie   das  Strahlsystem  ^< 
An  die  Stelle  der  Geraden  a?— y  =  0,  z  =  0  tritt  die  Gerade  a:  +  y  =  0, 

2=0. 
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Die  Frage,  welche  an  dieser  Stelle  noch  behandelt  werden  soll,  be- 
trifft die  gemeinsamen  Strahlen  beider  Systeme.  Die  Lösung  ergiebt  sich 
am  einfachsten  dnrch  folgende  Ueberlegnng.  Die  Strahlsysteme  £  und 
2^1  sind  identisch  mit  der  Gesammtheit  der  in  den  Gleichungen  9),  resp. 
10),  §  2  behandelten  Paraboloide.  Die  gesuchten  Strahlen  werden  daher 
von  denjenigen  —  den  Systemen  £  und  Zj^  angehörigen  —  Strahlen 
gebildet,  welche  je  ein  Paraboloid  der  einen  Schaar  mit  je  einem  Para- 
boloid  der  andern  Schaar  gemein  hat.  Nun  haben  zwei  Paraboloide, 
welche  zu  demselben  Werthe  von  o  gehören ,  vier  Geraden  mit  einander 
gemein  [§  2,  11)],  von  denen  nur  die  beiden  Strahlen 

^  2  =  0,       t  =  0 

beiden  Systemen  £  und  2^  angehören.  Da  aber  die  Gleichungen  der- 
selben von  a  unabhängig  sind,  so  sind  diese  beiden  Strahlen  zugleich 
gemeinsame  Geraden  irgend  zweier  Paraboloide  der  beiden  Schaaren. 
Wenn  endlich  irgend  zwei  Paraboloide  sich  ausserdem  in  noch  zwei  Ge- 
raden durchdringen  sollten,  so  sind  dieselben  nicht  unter  den  Strahlen 
TOD  S  und  £^  enthalten.     Daher  folgt: 

Die  geradlinige  Fläche,  welche  von  den  gemeinsamen 
Strahlen  der  beiden  Systeme  £  und  2\  gebildet  wird,  redu- 
cirt  sich  auf  zwei  windschiefe  gerade  Linien,  nämlich  a?  =  0, 
y  =  0  und  2  =  0,  i=0. 

§4. 

Betrachten  wir  in  den  Gleichungen  2),  §  3  auch  q  als  variabel,  so 
stellen  sie  eine  dreifach  unendliche  Strahlenmenge  dar,  welche  einen 
Strahlencomplex  bildet.  Dieser  Complex  enthält  die.  sämmtlichen  Strahl- 
systeme £y  welche  aus  den  verschiedenen  Paraboloiden  der  Schaar 

1)  ar*  — y«=2pz 

und  den  entsprechenden  Regelflächen  der  Flächenschaar 

2)  2z(aj2  +  y«)+p(a?«-y8)  =  0 

entstehen,  wenn  wir  darin  auch  p  als  veränderliche  Grösse  betrachten. 
Die  Gestalt  der  genannten  Gleichungen  2)  zeigt,  dass  der  Strahlencom- 
plex folgende  geometrischen  Eigenschaften  hat:  Erstens  gehen  sämmt- 
liche  Strahlen  desselben  durch  die  Gerade  ir  —  y==0,  z  =  0]  zweitens 
aber  gehört  auch  jeder  Strahl,  welcher  diese  Gerade  schneidet,  dem 
Complexe  an.  In  der  That  können  die  Variabein  u,  e,  ^  stets  in  ent- 
sprechender Weise  bestimmt  werden.  Die  Gleichungen  einer  beliebigen 
Geraden  dieser  Art  haben  nämlich  die  Form 

3)  x  =  ^  +  kr,     y  =  S  +  f*^     2  =  vr. 

Soll  dieselbe  mit  einem  Strahl  des  Complexes  identisch  sein,  so  müssen 
">  »I  ö'  den  GleichiTngen 
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4)  ui  —  vi—q^k:  iiiVy     — —  =  |  • 

genügen,  was  stets  bewirkt  werden  kann.  Sie  zeigen,  dass  die  Grössen 
u,  —9,  ^q  den  Richtnngscosinns  proportional  sind.  Der  Proportionali- 
tätsfactor  bestimmt  sieb  durch  den  Pnnkt  der  Geraden  or  —  ^  =  0,  2  =  0, 
in  welchem  sie  von  dem  Strahl  getroffen  wird.  —  Nur  in  dem  Falle,  dass 
1  =  H  ist ,  könnte  es  scheinen ,  als  ob  die  Gleichungen  4)  nicht  befrie- 
digt werden  könnten.  In  diesem  Falle  ist  aber  die  Gerade  3)  parallel 
zu  x-^y  =  0^  2  =  0,  d.  h.  sie  geht  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
derselben,  und  man  hat,  um  die  Gleichungen  4)  zu  erfüllen,  u  einen 
positiven,  v  einen  negativen  unendlich  grossen  Werth  zu  geben. 

Der  betrachtete  Strahlencomplex  ist  von  der  ersten  Ordnung  und 
von  der  ersten  Classe.  Denn  alle  Strahlen,  welche  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  P  des  Raumes  gehen,  bilden  eine  Ebene,  welche  den  Punkt 
P  und  die  Gerade  x  —  y  =  0^  2  =  0  enthält.  Ferner  giebt  es  in  jeder 
Ebene  unendlich  viele  Strahlen ,  die  sftmmtlich  durch  ihren  Schnittpunkt  0 
mit  der  Geraden  d;'y  =  0,  2  =  0  hindurchgehen.     Demnach  ergiebt  sich: 

Die  Gesammtheit  der  Strahlsysteme  £y  welche  aus  den 
Flächenschaaren  entspringen,  die  durch  Gleichung  1)  und 
2)  dargestellt  sind,  erzeugt  einen  Strahlencomplex  erster 
Ordnung  und  erster  Classe.  Er  wird  von  sämmtlichen  Strah- 
len des  Raumes  gebildet,  welche  die  Gerade  o:  — yeO,  t=0 
schneiden. 

Dieser  Complex  ist  identisch  mit  demjenigen,  welchen  Plücker 
a.  a.  O.  §  45  behandelt  hat. 

Ebenso  existirt  ein  Complex,  gebildet  von  den  Strahlsystemen  ^^^ 
er  enthält  sämmtliche  Strahlen  des  Raumes,  welche  die  Gerade  o^+y^^O, 
zcsO  schneiden. 

Beide  Complex e  haben  ein  Strahlsystem  nullter  Ordnung  und  erster 
Classe  gemein,  nämlich  alle  Strahlen,  welche  zugleich  die  Gerade  or— ys^O, 
2=0  und  a;+y=0,  2  =  0  schneiden,  d.  h.  alle  geraden  Linien  der  xy- 
Ebene.  Diese  beiden  Geraden  sind  die  Directricen  desselben.  Das 
Strahlsystem  ist  sowohl  unter  den  Systemen  i^,  als  auch  unter  den  Syste- 
men £^^  ganz  enthalten;  es  entspricht  dem  Falle  /)  =  0,  in  welchem  das 
Paraboloid  in  zwei  zu  einander  senkrechte  Ebenen ,  x  —  ij  =  0  und  ar-fy 
=  0,  zerfällt. 
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SU.  Einige  Eigensohaften  der  ebenen  nnd  tphärisohen  Kegelsohnitte. 

Zwischen  den  ebenen  nnd  sphärischen  Kegelschnitten  besteht  be- 
kanntlich eine  grosse  Analogie,  wofür  auch  die  folgenden  Sätze  als  Bei- 
spiel dienen  können. 

Ueber  die  Bezeichnung  ist  Folgendes  voransznschicken.  Ich  nehme 
keinen  Anstand,  den  sphärischen  Grosskreis  im  Allgemeinen  sphärische 
Gerade  oder  kurz  Gerade  zu  nennen,  wodurch  die  Analogie  zwischen 
ebenen  und  sphärischen  Sätzen  mehr  hervortritt,  {^i^^)  bezeichnet  in 
der  Ebene  den  Abstand  der  Punkte  ^^  und  ^g,  auf  der  Kugel  den  kür- 
zesten sphärischen  Abstand  jener  Punkte.  {giQi)  ist  der  von  den  (ebenen 
oder  sphärischen)  Geraden  y^  und  ^2  eingeschlossene  Winkel  und  {j4g) 
stellt  den  kürzesten  (ebenen  oder  sphärischen)  Abstand  des  Punktes  A 
von  der  (ebenen  oder  sphärischen)  Geraden  g  dar.  Die  Bezeichnung  für 
den  Inhalt  eines  ebenen  Dreiecks  Ay^A^A^  ist  ^{A^  A^A^),  Auf  der  Kugel 
-wird  unter  /l(A^A^A^)  folgende  Function  der  Seiten  und  Winkel  des 
sphärischen  Dreiecks  A^A^A^  verstanden: 

J  (^j  A^  A^  =  sin  {a^  A^)  sin  {A^  A^)  sin  (A^  A^  A^) 

A 

=  sin  {A^  Aq)  sin  {A^  A^)  sin  {A^  A^  A^) 

A 

=  sm  (A^A^)  sin  {A^  A^)  sin  {A^  A^  A^). 
Es  sei  in  der  Ebene  ein  beliebiger  Kegelschnitt  IC  gegeben  und 
ausserdem  eine  beliebige  Gerade  Uy  welche  jedoch  K  nicht  schneidet. 
Dann  bilden  die  auf  u  liegenden,  in  Bezug  auf  if  conjugirten  Punkte- 
paare bekanntlich  eine  einstimmige  Involution  und  es  giebt  zwei  zn  n 
symmetrische  Punkte  M  und  M\  von  welchen  aus  jene  Involution  durch 
zwei  rechtwinklige  involntorische  Strahlenbüschel  projicirt  wird.  Man 
kann  wegen  dieaer  Eigenschaft  die  Punkte  M  und  M'  die  orthopti- 
schen Mittelpunkte  der  Geraden  u  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  if 
nennen.  Ist  ebenso  ein  beliebiger  sphärischer  Kegelschnitt  IC  gegeben 
nnd  eine  sphärische  Gerade  u,  welche  IC  nicht  schneidet,  so  bestimmen 
ebenfalls,  wie  in  der  Ebene,  die  auf  u  liegenden  Punktepaare ,  weichein 
Bezug  auf  IC  conjngirt  sind,   eine  einstimmige  Involution »  und^OA  gie]>t 

Digitized  by  VjOOQ IC 


256  Kleinere  Mittheüangen. 

aach  hier  zwei  zu  u  symmetrisch  liegende  Punkte  M  nnd  M\  von  wel- 
chen ans  je  zwei  entsprechende  Punkte  jener  Involution  unter  einem 
sphärischen  rechten  Winkel  erscheinen.  Es  sollen  deshalb  M  und  M'  die 
orthoptischen  Mittelpunkte  der  sphärischen  Geraden  u  in  Bezug  auf  den 
sphärischen  Kegelschnitt  K  heissen.  Wenn  U  der  Pol  von  u  in  Bezug 
auf  K  ist ,  so  sieht  man  leicht  ein ,  dass ,  wenn  einer  der  orthoptischen 
Mittelpunkte  von  u,  etwa  M^  mit  ü  zusammenfällt,  alsdann  ü  (oder  .Vi 
ein  Brennpunkt  des  -Kegelschnitts  sein  muss,  und  zwar  sowohl  in  der 
Ebene,  wie  auf  der  Kugel,  denn  es  müssen  jetzt  je  zwei  durch  u  gehende, 
in  Bezug  auf  K  conjugirte  (ebene  oder  sphärische)  Geraden  senkrecht 
auf  einander  stehen,  u  ist  dann  die  zu  U  gehörige  Leitlinie.  Es  wei- 
den also  die  nachher  aufzustellenden  8ätze  von  den  orthoptischen  Mittel- 
punkten zum  Theil  Verallgemeinerungen  der  schon  bekannten  Sätze  tod 
den  Brennpunkten  und  Leitlinien  sein.  Ein  anderer  Grenzfall  tritt  ein, 
wenn  u  in  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  A' übergeht,  wodurch  ^Vund 
M'  mit  dem  Berührungspunkte  U  von  u  zusammenfallen. 

In  den  folgenden  Sätzen  ist  gegeben  ein  ebener  oder  sphärischer 
Kegelschnitt  K^  eine  denselben  nicht  schneidende  ebene  oder  sphärische 
Gerade  t/,  deren  Pol  ü  und  ein  orthoptischer  Mittelpunkt  M  der  Geraden  » 
in  Bezug  auf  K.  Die  grosse  Uebereinstimmung  zwischen  ebenen  und 
sphärischen  Kegelschnitten  macht  es  zugleich  möglich,  je  zwei  entspre- 
chende Sätze  in  einen  zusammenzufassen. 

1.  Durch  ü  ist  eine  beliebige  Gerade  g  gezogen,  welche  den  Kegel- 
schnitt in  einem  Punkte  A  und  die  Gerade  u  in  G  schneidet.  Dann 
bleibt  der  Ausdruck 

^^ — '\.         in  der  Ebene 
(AG) 

oder  auf  der  Kugel 

sm{VA)sin{MG) 

sin  {AG) 

für  jede  Lage  von  g  constant. 

Man  kann  statt  dessen  auch  schreiben 

{UA)    (MG) 


und  auf  der  Kugel 


{Au)'{ÜG) 
$in(üA)   sin  (MG) 


=  consi. 


=  const. 


sin{Au)'sin{ÜG) 

Wenn  M  und  ü  zusammenfallen,  also  in  einen  Brennpankt  von  A' 
übergehen,  so  wird 

(MG)  _  sin(MG)_ 

{UG)'~    '        sin(UG)'^    ' 

d.  h.   man  erhält   den   bekannten  Satz  vom  constanten  Verhältnisse,  io' 
welchem  die  Entfernungen  (auf  der  Kugel  die  Sinus  der  Entfemungeo) 
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eines  beliebigen  Punktes  des  Kegelschnittes  von  einem  Brennpunkte  und 
der  zugehörigen  Leitlinie  stehen. 

2.  Wenn  g  eine  beliebige  Tangente  des  Kegelschnittes  und  G  deren 
Schnittpunkt  mit  ti,  so  hat  man 

in  der  Ebene     .  ,     ^  / ,^  ^  =  consU , 
sm(gu)(Mg) 

^  ^      ^       ,  sin(üg) 

auf  der  Kugel   -7—, — r~-r^  »77;^  ==  ^on«/. 

3.  Es  sei  A  der  Berührungspunkt  einer  beliebigen  Tangente  g^ 
G  deren  Schnittpunkt  mit  t/,  q{A)  der  (ebene  oder  sphärische)  Krüm- 
mnngshalbmesser  des  Kegelschnittes  im  Punkte  J.     Dann  ist 

m  der  Ebene      \\  ^  ^      =consL. 
{A  Gf 

auf  der  Kugel   ^^^  .7 — ~-^  =  const. 
^  stn{AGf 

Ein  specieller  Fall  ergiebt  sich,  wenn  u  eine  Tangente  des  Kegel- 
schnittes ist.  Es  sei  dann  q{ü)  der  Krümmungshalbmesser  in  ihrem 
Berührungspunkte  ü.     Dann  ist 

oder  auf  der  Kugel 

tgQ(A)sm(UGY 

stni^^Gf  ^^ 

oder 

(>(^)^(^g)8  tggjA)      sinjAGY 

q{ü)      {ÜGf  ''°''  lgQ(U)''sm{ÜGf' 
d.  h.: 

,,Die  Krümmungshalbmesser  in  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  27 
eines  ebenen  Kegelschnittes  verhalten   sich   wie  die  dritten  Potenzen 
der  Abschnitte  {j4G)  und  {ÜG)   der  in  A  und  ü  an  den  Kegelschnitt 
gezogenen  Tangenten^' 
und: 

„Tn  jedem  sphärischen  Kegelschnitte  verhalten  sich  die  trigono- 
metrischen Tangenten  der  Krümmungshalbmesser  in  zwei  beliebigen 
Punkten  A  und  ü  wie  die  dritten  Potenzen  der  Sinus  der  Abschnitte 
i^G)  und  {ÜG)  von  den  in  A  und  U  an  den  Kegelschnitt  gezogenen 
Tangenten." 

4.  Satz  3  kann  als  ein  specieller  Fall  des  folgenden  angesehen 
werden. 

J^,  ^2,  A^  sind  drei  beliebige  Punkte  des  Kegelschnittes  A^;  ^19^3«  g^ 
die  Verbindungslinien  der  drei  Punkte;  G^,  Cj,  G^  die  Schnittpunkte  von 
^n  P2«  ^3  ™t  U'^  endlich  ist  Q^A^A^A^)  der  Halbmesser  des  um  das  Dreieck 
^i^ji^j  beschriebenen  Kreises.     Die  Ausdrücke 
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(MG,KMG,)(MG) 
*^   '    *    '^*(^,C,)(4,C,)KC,) 
in  der  Ebene,  und 

cos^J^  cos  ^^^ cos  ^-^^  .8m{MG{)  sin{MG^)  smiMG^) 
^gQi^i^t^z)  m (^, C3)  sin {A^ G^)  sin {A, C,) 

auf  der  Kugel  sind   unabhängig  von   der  Lage  der  drei  Punkte  A^y  A^ 
und  J^  auf  dem  Kegelschnitte. 

5.  Von  einem  beliebigen  Punkte  A  zieht  man  die  beiden  Tangenten 
g^  und  g^  an  den  Kegelschnitt  K,  Es  seien  G^  und  G^  deren  Schnitt- 
punkte mit  u,  ^ji  und  A^  ihre  Berührungspunkte.  Es  findet  immer  die 
Beziehung  statt: 

.„  der  Ebene  -^^^^ ^^-^  , 

{AA^sin{MG^) 


*  ,       «-       ,    sin(AA.^  sin(MGS)      sin 
auf  der  Kugel  —     ...  ^\     ^   =  — 
^  sin{A^G^) 


sin  (^3  Cg ) 

6.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  A  zieht  man  eine  verRnderliche 
Secante  g.  Dieselbe  schneide  den  Kegelschnitt  in  A^  und  A^^  die  Gerade 
u  in  G.     Es  besteht  alsdann  die  Gleichung 

(iAA,)(iAA,XMGy^^^^^^ 

oder  auf  der  Kugel  ('^i^)(^2^) 

5t>i  (  A  A^^  sin  (A  A.)  sin  (MG^ 

— i ^ ^ ^ i^ —  5=  consi, 

sin  (A^  G)  sin  {A^  G) 

7.  Zwei  beliebige  Punkte  A^  und  A^  liegen  mit  ü  auf  einer  Geraden 
und  sind  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  II  einander  conjugirt.  Man  ver- 
binde Aj^  und  A^  mit  einem  beliebigen  veränderlichen  Punkte  A^  des 
Kegelschnittes  durch  zwei  Geraden,  welche  u  in  G^^  und  G^  schneiden. 
Das  Verhältniss  der  Ausdrücke 

(A,A,XMG,){A,A,)(MG,) 

oder  auf  der  Kugel  ^"^'^'^  ^^^^«^ 

sin  (A^  A^  sin  (MG^)     sin  (A^  A^^  sin  (MG^) 
sin  {A^  G^)  *  sin  {A^  G^ 

ist  für  jede  Lage  des  Punktes  A^  auf  IC  dasselbe. 

8.  Zwei  durch  ü  gehende  Secanten  ^^  und  ^2  bewegen  sich  so,  dass 
das  von  ihnen  auf  u  abgeschnittene  Stück,  von  M  aus  gesehen,  unter 
constantem  Winkel  erscheint;  ^^  und  g^  schneiden  den  Kegelschnitt  in 
A^  und  A^y  die  Verbindungslinie  a  von  Ai  und  A^  schneide  u  in  A.  Man 
hat  die  Gleichungen 

»nf  der  Engel  dagegen 
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«n (J^  J^  sin  (a u)  sin{M Ä)  _ 

sin  (i^i  m)  sin  (>4,  u)         ""  '  * 


--^^—j--Hr=^consL 


Hieraus  folgt  noch 

{üd)  ^         .  sin{üa) 

sm {^au){M A)  stn  {a u)  stn  {^M A) 

9.  Um  einen  beliebigen  Punkt  des  Kegelschnittes  drehen  sich  zwei 
Geraden  g^  und  g^  so,  dass  das  von  ihnen  auf  u  abgeschnittene  Stück 
von  M  aus  immer  unter  demselben  Winkel  gesehen  wird,  g^  und  g^ 
schneiden  den  Kegelschnitt  zum  zweiten  Male  in  A^  und  A^^  die  Ver- 
bindungslinie a  von  Ay^  und  A^  schneide  u  in  A.     Alsdann  ist 

{A,A^^sin{au){MA) 

und  auf  der  Kugel 

sin  {A^  ^a)  sin  {a  u)  sin  (M  A)  ^  ^^^^^ 

sin  (^A^  u)  sin  (^j  ü) 

10.  Eine  beliebige  Secante  schneide  den  Kegelschnitt  in  A^  und  A^^ 
die  Gerade  u  in  A,  Die  Tangenten  in  A^^  und  A^  schneiden  u  in  G^^  und 
Gg.  Es  wird  Winkel  {ß^MG^  durch  AM  halbirt.  (Gilt  fllr  die  Ebene, 
wie  für  die  Kugeloberfläche.) 

11.  Eine  beliebige  Secante  schneidet  K  in  A^  und  A^.  Man  ver- 
bindet A^  und  A^  mit  £/  durch  zwei  Linien,  welche  ii  in  G^^  und  6i^2 
schneiden.  Alsdann  wird,  in  der  Ebene  wie  auf  der  Kugel,  Winkel 
(G^MG^  durch  AM  halbirt. 

12.  Zwei  beliebige  Tangenten  g^  und  ^^  cLes  Kegelschnittes  schneiden 
u  in  ^1  und  G^.  Ihren  Schnittpunkt  verbindet  man  mit  ü  durch  eine 
Gerade,  welche  u  m  A  trifft.  Dann  wird  wieder  sowohl  in  der  Ebene, 
als  auch  auf  der  Kugel,  Winkel  (G^MG^  durch  {AM)  halbirt. 

13.  Die  Berührungspunkte  zweier  beliebigen  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes, sowie  ihren  Schnittpunkt  verbindet  man  mit  IJ  durch  Geraden, 
welche  1/  in  G^^  G^  und  A  treffen.     Auch  dann  ist 

Winkel  {G^MA)  =  Winkel  {AMG^). 

14.  Die  Verbindungslinien  zweier  festen  Punkte  von  K  mit  einem 
veränderlichen  Punkte  desselben  Kegelschnittes  schneiden  auf  u  Strecken 
ab,  die  von  M  aus  unter  constantem  Winkel  gesehen  werden.  (Gilt  für 
die  ebenen  wie  für  die  sphärischen  Kegelschnitte  ) 
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15.  Dasjenige  Stück  einer  veränderlichen  Tangente  von  K^  welcbes 
zwischen  zwei  feste  Tangenten  desselben  Kegelschnittes  fällt,  wird  von 
ü  aus  auf  u  projicirt.  Die  Projection  erscheint  dann,  von  M  ans  gesehen, 
unter  constantem  Winkel.  (Gilt  ebenfalls  fttr  die  Ebene  wie  ftir  die 
Kugel.) 

16.  Durch  einen  festen  Punkt  A  zieht  man  eine  veränderliche  Se- 
cante,  welche  den  Kegelschnitt  in  Ai  und  4.^  schneidet.  Man  verbindet 
Ax  und  A^  mit  ü  durch  zwei  Geraden,  welche  u  in  G^  und  G^  treffen. 
Endlich  sei  B  der  Schnittpunkt  von  UA  mit  u.  Es  findet  die  Gleich- 
ung statt 

,    {BMG;)  ,  {bmg;) 
ig       2        '^       2        =^^^^^' 

17.  Gegeben  eine  beliebige  Gerade  g^  welche  K^  nicht  schneidet 
Von  einem  beliebigen  Punkte  A  derselben  zieht  man  an  den  Kegelschnitt 
die  Tangenten  g^  und  ^2-  ^9  ^i  ^i^cL  Gj^  sind  die  Schnittpunkte  von  u 
mit  g^  gi  und  g^.     Das  Product 

^(GMG^      (GMG,) 
^      2       *^      2 
ist  alsdann  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  A  auf  g. 

18.  Man  hat  ein  System  von  n  Punkten /4j,  A^^  ...  Anj  welche  eine 
solche  Lage  zu  ü  und  u  besitzen,  dass  für  jede  beliebige  durch  ü  ge- 
zogene Gerade  /  die  Gleichung  stattfindet 

oder  auf  der  Kugel 

sin(AiU) 
Wenn    nun  g  eine  veränderliche  Tangente   des  Kegelschnittes  ist, 
welche  u  in  G  trifft,  so  hat  man  die  Beziehung 


^[u^]-7<!:mr--="-- 


ii){MG) 
auf  der  Kugel  dagegen 


Lsin  (Ai  u)  J  '  sin  (ß  u)  sin  {M  G) 


=  const. 


19.  Bei  derselben  Annahme,  wie  im  vorhergehenden  Satze,  sei  P 
ein  veränderlicher  Punkt  des  Kegelschnittes,  von  welchem  aus  man  die 
Punkte  A^^  A^^  ^-An  auf  die  Gerade  u  nach  6^,  G^^.,,Gm  projicirt. 
Die  Summe 


£ 


oder  auf  der  Kugel 
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sin(PA^ysin(MG^y 
8m(AuysiniPG^y 
ist  unabbängig  von  der  Lage  dea  Punktes  P  auf  dem  Kegelscbnitte. 

20.  Ein  System  von  n  Geraden  ^i ,  ^2 ,  . . .  ^n  hat  eine  solche  Lage 
zum  Punkte  Uy  dass  für  jeden  beliebigen  Punkt  A 

oder  auf  der  Kugel 

sin^üg^)  ^ 
Wenn  nun  P  ein  veränderlicher  Punkt  des  Kegelschnittes  K  ist  und 
jp  der  Schnittpunkt  von  Pü  mit  u,  so  hat  man 

auf  der  Kugel  2;     .  ),,  ';    .-  ,  „  >.^  ^ti...^:  =^ const. 
lsin{Ugi)J    sin(U P)  sin^MQ) 

Die  meisten  der  vorhergehenden  Sätze  lassen  Umkehrungen  in  Form 
Ton  geometrischen  Oertem  zu.  Diese,  sowie  die  zahlreichen  speciellen 
Fälle,  welche  möglich  sind,  zu  entwickeln,  muss  dem  Leser  überlassen 
bleiben. 

Stuttgart.  R.  Mbhmkb, 

PolytMbniker. 


XTTT.    Zu  Riemanii*8  Oravitationstheorie. 

In  Riemann^s  „Neuen  mathematischen  Principien  der  Naturphi- 
losophie" (H.  Web  er 's  Ausgabe  der  Werke,  S.  502)  findet  sich  fol- 
gender Satz:  „Nimmt  man  an,  dass  der  raumerfüllende  Stoff  eine  in- 
compressible  homogene  Flüssigkeit  ohne  Trägheit  sei  und  dass  in  jedes 
ponderable  Atom  in  gleichen  Zeiten  stets  gleiche,  seiner  Masse  pro- 
portionale Mengen  einströmen,  so  wird  offenbar  der  Druck,  den  das  pon- 
derable Atom  erfährt  (der  Geschwindigkeit  der  Stoffbewegung  an  dem 
Orte  des  Atoms  proportional  sein?).  Es  kann  also  die  Wirkung  der 
allgemeinen  Gravitation  auf  ein  ponderables  Atom  durch  den  Druck  des 
raumerfEillenden  Stoffes  in  der  unmittelbaren  Umgebung  desselben  aus- 
gedrückt und  von  demselben  abhängig  gemacht  werden."  Die  unten 
folgende  Ausführung  dieser  Riemann' sehen  Andeutungen  wird  zeigen, 
dass  die  oben  —  wie  in  der  Web  er' sehen  Ausgabe  —  in  Klammern 
geschlossenen  Worte  einer  Berichtigung  bedürfen. 

Der  den  Raum  erfüllende  Stoff  ist  trägheitslos,  also  sind  die  Be- 
wegungsgleichungen eines  Punktes  desselben 


dp  dp  dp 

d  X  dy  o  z 

Z^iUohzlft  £  Mathematik  n.  PbTaik,  XXIU,  4. 
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wo  p  den  am  Orte  xyz  des  Punktes  herrschenden  Dmck,  üvw  die  Ge- 
Bchwindigkeitscomponenten  des  Punktes  bedeuten. 

Ferner  ist  jener  Stoff  eine  homogene  incompressible  Flüssigkeit.    Es 
ergiebt  sich  dadurch  die  Bedingung 

2)  - — ^  — +  — =  0  oder  ///>=  -^  +  --^  +  T-^  =  0 

'  dx     dy     dz  dar     oy^     oz^ 

für  alle  Punkte  des  Raumes  ausserhalb  der  Atome. 

Die  Bedingung,  der  p  innerhalb  des  vom  ponderablen  Stoffe  erfüll- 
ten Baumes  zu  genügen  hat ,  muss  man  auf  verschiedenem  Wege  ableiten, 
je  nachdem  man  sich  die  ponderablen  Massen  in  discreten,  verschwin-. 
dend  kleinen  Körpern  coucentrirt  oder  stetig  zusammenhängend  denkt. 
Bei  Zugrundelegung  der  ersteren  atomistischen  Annahme  umschliesse  man 
jedes  Atom  durch  eine  kleine  Fläche,  deren  innere  Normale  n  die  Win- 
kel ttßy  mit  den  Coordinatenrichtungen  bilde.  Durch  das  Oberfiächen- 
clement  ds  der  Fläche  tritt  während  der  Zeiteinheit  die  Flüssigkeitsmenge 

[(w  —  x)  cos o  +  (r  —  y)  cos ß  +  {w  —  z')  cosy]  ds 
ins  Innere  ein,  wenn  x'y'z'  die  Geschwindigkeitscomponenten  des  Atoms 
bedeuten   und   man   die  Dichtigkeit   der  homogenen  Flüssigkeit  gleich  1 
setzt.     Da  xy'z'  für  alle  Elemente  der  umschliessenden  Fläche  constant 
und,  die  Integrationen  über  die  ganze  Fläche  erstreckt, 

j  cosa.ds  =  Ot      I  cosß.ds=Oj      jcosy.ds^=Q 

ist,  so  strömt  ins  Innere  der  Fläche  in  der  Zeiteinheit 

I (ucoS€t  +  0  cosß^  w  cosy)ds^=^—  j  -^ds 

und  der  Bieman naschen  Hypothese  zufolge  darf  man  setzen 

—  /  ^-  rf5  =  47pm, 
«/   on 

mit  m  die  Masse  des  umschlossenen  Atoms  bezeichnet.    Hieraus  folgt  aber 

bekanntlich 


/  Jp.dx=^  Ajtm^ 


wenn    diese   Integration  über  das   von   der  Fläche  umschlossene  Volnm 
erstreckt   wird.     Letztere  Gleichung  bleibt  bestehen,   wie  klein  auch  die 
Fläche  sei,  und  liefert  daher  für  den  Fall,  dass  m  in  einem  Punkte  con- 
centrirt  ist,  für  diesen  die  Bedingung 
3)  *    ^/p  =  4«OT. 

Bei    der   Annahme  stetiger  Erfüllung  des  Baumes   durch   die  pon- 
derable  Masse  findet  sich  die  Flüssigkeitsmenge,  die  in  ein  mit  der  pon- 
derablen Masse  m  erfülltes  Baumelement  tritt,  ebenfalls  gleich 
(du      dv     dn>\ 
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Den  an  p  gestellten  Forderungen  2)  und  3)  nebst  den  Bedingungen 
der  Eindeutigkeit,  Stetigkeit  und  des  Verhaltens  im  Unendlichen  genügt 
nur  die  Function 

4)  p  =  ~2-, 

WO  die  Summation  über  alle  Atome  zu  erstrecken  ist.  Nach  der  Sub- 
stitution dieses  Werthes  ergeben  sich  die  vom  Newton'schen  Gesetze 
geforderten  Bewegungsgleichungen,  wenn  man  der  Bie man  naschen  Hypo- 
these den  Zusatz  anfügt,  dass  jedes  ponderable  Tbeilchen  Trägheit  besitzt, 
so  dass  seine  Bewegungsgleichungen  sind 

/._      ^P     ,     ,f__      dp  ./_      dp 

Die  im  obigen  Citat  eingeklammerten  Worte  würden  hiernach  heissen 
müssen:  „dem  Newton* sehen  Potentiale  an  dem  Orte  des  Atoms  pro- 
portional sein*'. 

Dresden.  G.  Hblm. 


XIV.   Zur  Lehre  TOn  den  Binomialcoefflcienten. 

Sind  a^b^c,  ...  die  Anfangsglieder  einer  arithmetischen  Beihe  p^^*" 
Ordnung  und  ihrer  p  Differenzreihen,  so  hat  man  für  die  Summe  der 
ersten  n  Glieder  den  Ausdruck 

1)  S  =  an'^  +  bn'^  +  cn'^ +...,* 
Sucht  man  durch  diese  Formel  die  Beihe 

2)  S  =  lP  +  2P+iP+... 
zu  Summiren,  so  sind  deren  Differenzreihen 

(2P-1),     (3P-2P),     (4^--3P),  ..., 

(3P-2.2P+1P),     (4P-2.3P  +  2P),     (5p-2.4''H-3>'),     ..., 

(4'»-3.3PH-3.2P-l),     (5P-3.4P  +  3.3P-2),     ..., 

(5P-.4.4P4.6.3P-4.2P+1),     ..., 

Mithin  ist 

a=  IP, 

6  =  2P-1,  / 

6-  =  3p— 2-1.2P  +  1, 

3)  I   rf=4«-3-i.3P  +  3-2.2P-l, 
e  =  5P-4-i.4P  +  4-2.3P-4-3.2P  +  l. 


Ä=:ÄP-(Ä~1)  i(Ä-l)p  +  (/f-i)-8(;t-2)P-...+l. 
Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  1)  folgt 


*H.  Grassmanu,  Lehrb.  d.  Math.  Tb.  I,  Stettm  1860,  Nr.  364. 
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^  ^^^^»N^^^/\.^v<^ySÄ^vA^^^A  »^■ 


St=lP(wi-«-«  +  n.»-.n'*  +  ...) 
I     +3''(n-8~3-^W*  +  4-«.n-ß-5  ^«•«  +  ...) 

oder,   wenn   man   zur  Abkürzung  die   Coefficienten   von  P,  S^*,  ...   mit 
^i>  ^2>  "*  bezeiobnet, 

5)  S=^P,AP  +  P^.2^+P^.3v  +  ..,  +  Pk.kP  +  .... 

Subtrabirt  man  nnn  2)  von  5),  so  folgt 

P(y>,-l)  +  2P(P,-l)  +  3P(^3-l)  +  ...  =  0. 
Da  diese  Formel  für  jeden  Wertb  von  p  gilt,  so  kann  sie  nur  bestehen, 
wenn   die  Coefficienten  sämmtlicber  Potenzen  1'',  2^,  ...  Null  sind.     An- 
dern falls  würde  aus  der  Formel  ein  bestimmter  Wertb  für  p  folgen.    Man 
hat  also  für  jeden  ganzzabligen  Wertb  von  k  O^O) 

oder 

6)  n*-^«.ii<'^+»)+(jt+l).2,w-(*+2)-(Ä  +  2)-^w('^+«>+...  =  l. 

In  dieser  Formel  ist  das  letzte  Glied  der  linken  Seite 

+  [Ä  +  („-.Ä-l)]. (--*),,.[*+(»-*)] 

oder 

+  (n-l)(»-*). 

Denn  es  ist  w^sl  und  n-^"+*)  wie  alle  folgenden  Glieder  gleicb  Null. 
Die  Anzabl  der  Glieder  links  beträgt  mitbin  «  — Ar+l. 

Waren.  V.  Schi.bqbl. 


Preisanfgaben 

der 

Fürstl.  Jablonowski'schen  Gesellschaft  zu  Leipzig, 
matheinatisch-iiatiir wissenschaftliche  Seotion. 


I.   Für  da8  Jahr  1878. 

Die  Entwickelung  des  reciproken  Wertbes  der  Entfernung  r  zweier 
Punkte  spielt  in  astronomiscben  und  pbysikaliscben  Problemen  eine  her- 
vorragende Rolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen 
Functionen  wird  die  zuerst  von  Caucby  entdeckte  Gleicbnng  bewiesen 

Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheilungen.  265 

-[1+2«     r.  +2e      '^  +2e      ''   +2e    "^.  .J 
r 

/Kr«  .      4gr«  9grr«  16rtr» 

=  l  +  2e     «'+2e     «'  +2e     «'  +2e      "'..., 
in  welcher  mit  Bücksicht  auf  die  zn  erzielende  Genauigkeit  die  positive 
willkürliche  Constante  a  so  gross  gewählt  werden  kann,  dass  die  Expo- 

nentialgrösse  e     '^   vernachlässigt  werden  darf.     Alsdann  hat  man 

-=l  +  2ß     «'+2e     «'  +2«     '^   +.., 
r 

eine  Beihenentwickelnng  von  nn gemein  raschef  Convergenz.  Es  steht 
zu  erwarten ,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Entwicke- 
lung  der  Störungsfunction  in  dem  Problem  der  drei  Körper  sich  für  die 
numerische  Rechnung  als  vortheilhaft  erweisen  werde. 

Die  Gesellschaft  wünscht  eine  unter  dem  angedeuteten 
Gesichtspunkte  ausgeführte  Bearbeitung  des  Störungs- 
problems zu  erhalten. 

Indem  sie  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besondern  Falles  überlässt, 
in  welchem  die  numerische  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  gezeigt  wer- 
den soll,  setzt  sie  voraus,  dass  das  gewählte  Beispiel  hinlänglichen  Um- 
fang und  Wichtigkeit  besitze,  um  die  Tragweite  der  vorgeschlagenen 
Methode  und  ihr  VerhSltniss  zu  den  bisher  Angewandten  hervortreten  zu 
lassen.     Preis  700  Mark. 

2.  FGr  da»  Jahr  1879. 

Durch  die  in  den  Abhandlungen  der  königl.  sächs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  von  W.  Hankel  veröffentlichten  Untersuchungen  ist 
nachgewiesen  worden ,  dass  die  Thermoelektricität  nicht  nur  auf  den 
hemimorphen  Krystallen  auftritt,  sondern  eine  an  allen  Kiystallen  wahr- 
sunehmende  Eigenschaft  ist,  soweit  deren  krystallinische  Structur  und 
materielle  Beschaffenheit  überhaupt  ein  Entstehen  und  Anhäufen  der 
Elektricität  bis  zu  einer  durch  unsere  Instrumente  nachweisbaren  Stärke 
gestatten.  Die  erwähnten  Abhandlungen  umfassen  ausser  den  hemimor- 
phen  Krystallen  des  Boracites  und  Quarzes  die  symmetrisch  gebildeten 
Krystalle  des  Idokrases',  Apophyllits,  Kalkspathes,  Berylls,  Topases, 
Beb werspathes ,  Aragonites,  Gypses,  Diopsids,  Orthoklases,  Albits  und 
Periklins,  und  lebren  nicht  nur  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  den 
in  den  verschiedenen  Formen  vollkommen  ausgebildeten,  sondern  auch 
auf  den  durch  Anwachsen  und  sonstige  Hindemisse  in  ihrer  Entwicke- 
lung  gehemmten  Individuen ,  sowie  auf  den  durch  Bruch  oder  Anschlagen 
der  Durchgänge  künstlich  erzeugten  Begrenzungsflächen  kennen.  Es 
scheinen  nun  unter  allen  zwischen  der  Wärme  und  der  Elektricität  be- 
obachteten Beziehungen  die  thermoelektrischen  Erscheinungen  am  geeie- 
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netsten,  eine  nähere  Kenntniss  des  Zusammenhanges  zwischen  den  ge- 
nannten beiden  Agentien  zn  ermöglichen,  and  es  wird  daher  von  der 
Fürstl.  Jablonowski^schen  Gesellschaft  für  das  Jahr  1879  als  Preisaufgabe 
gestellt: 

Auf  streng  physikalische  Versuche  gestützter  Nachweis 
der  Entstehung  der  auf  Krystallen  bei  steigender  und  sin- 
kender Temperatur  hervortretenden  Elektricität  (Thermo- 
elektricität,  Pyroelektricität ,  Krystallelektricität)  und  der  durch 
Bildungshemmnisse  oder  äussere  Verletzungen  derselben 
in  der  normalen  Vertheilung  entstehenden  Aenderungen. 
Preis  700  Mark.  • 

3.  Ebenfalls  für  das  Jahr  1879. 

Die  hinterlassene  Abhandlung  Hansen 's  „lieber  die  Störungen  der 
grossen  Planeten ,  insbesondere  des  Jupiter",  abgedruckt  im  XI.  Bande 
der  Abhandlungen  der  mathematisch  •  physikalischen  Classe  der  königl. 
sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften ,  enthält  als  Anwendung  der 
daselbst  gelehrten  Methode  zur  Entwickelung  der  planetaren  Störungen 
die  numerische  Berechnung  derjenigen  Störungsglieder  in  der  Bewegung 
des  Jupiter,  welche  unter  der  Berücksichtigung  der  ersten  Glieder  ihrer 
analytischen  Entwickelung  abgeleitet  werden  können.  Für  die  Berech- 
nung der  durch  den  Saturn  bewirkten  Störungen  der  Länge  und  des 
Badius  vectors  dagegen  erscheint  die  angeführte  Methode  nicht  geeignet, 
und  Hansen  verweist  in  dieser  Beziehung  auf  seine  früheren  Arbeiten 
aus  der  Störungstheorie,  welche  die  erforderlichen  Vorschriften  enthalten. 
Ein  grosser  Theil  der  numerischen  Rechnungen  findet  sich  bereits  in  der 
im  Jahre  1830  von  der  Berliner  Akademie  gekrönten  Preisschrift  „Ueber 
die  gegenseitigen'  Störungen  des  Jupiters  und  Saturns^*  ausgeführt.  Es 
ist  jedoch  der  Theil  der  Rechnung,  welcher  die  Glieder  höherer  Ord- 
nung in  Bezug  auf  die  Massen  betrifift,  nicht  vollendet  worden.  Sofern 
diese  Glieder  von  Einfluss  werden  können  auf  die  vollständige  Berech- 
nung der  Säcularäuderungen ,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Länge  und  den 
Radius  vector,  als  in  Bezug  auf  die  Breite,  sind  auch  die  in  der  nach- 
gelassenen Abhandlung  Hansen 's  enthaltenen  Werthe  dieser  Säcular- 
glieder  nicht  als  definitiv  anzusehen. 

In  den  letzten  Jahren  ist  die  Theorie  der  Jupitersbewegung  durch 
die  umfangreichen  Arbeiten  von  Leverrier  ihrem  Abschlüsse  entgegen- 
geführt worden.  Da  jedoch  der  berühmte  französische  Astronom  sich 
wesentlich  anderer  Methoden,  wie  Hansen,  bedient  hat,  so  bleibt  es 
dringend  wünschenswerth  und  von  hohem  wissenschaftlichen  Interesse, 
dass  die  vollständige  Berechnung  der  Jupitersstörungen  auf  Grund  der 
Hanse  naschen  Theorie  zu  Ende  geführt  werde.  Die  Gesellschaft  stellt 
daher 
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die    ergänzende   Berechnung   der  vollständigen   Jnpiters- 
störungen  nach  den  von  Hansen  angegebenen  Methoden 
als  Preisaufgabe  für  den  Termin  des  30.  November  1879.    Preis  700  Mark. 

4.  Für  das  Jahr  1880. 

Nachdem  durch  die  embryologischen  Untersuchungen  der  letzten 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sämmtlicher  Thiere 
—  mit  Ausschluss  der  sogenannten  Protozoen  —  in  ähnlicher  Wei^e  aus 
einigen  wenigen  Keimblättern  sich  aufhaut,  entsteht  die  Frage,  ob  der 
Antheil ,  welchen  diese  Blätter  an  der  Entwickeluug  der  einzelnen  Organe 
und  Gewebe  nehmen.  Überall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht;  eine 
Frage,  die  dann  naturgemäss  weiter  zu  der  Untersuchung  führt,  ob  dieser 
Antheil  durch  die  specifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter  oder  durch 
gewisse  secundäre  Momente  (etwa  die  Lagenverhältnisse  der  späteren 
Organe)  bedingt  sei.  In  Anbetracht  der  grossen  Bedeutung,  welche  die 
Entscheidung  dieser  Fragen  für  die  Auffassung  der  thierischen  Organi- 
sation hat,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine    auf   eigene    Untersuchungen    gegründete   Kritik    der 

Lehre  von  der  Homologie  der  Keimblätter. 
Preis  700  Mark. 

5.  FOr  das  Jahr  1881 

wird   die,   ursprünglich   für  1877   gestellte,   in   diesem  Jahre  aber  nicht 
beantwortete  Preisfrage  wiederholt. 

Der   nach  Encke  benannte   und   von   diesem  Astronomen  während 
äes  Zeitraumes  von  1819—1848  sorgfältig  untersuchte  Comet  I,  1819,  hat 
in   seiner  Bewegung  Anomalien   gezeigt ,   welche  zu  ihrer  Erklärung  auf 
die  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben.     Da  indessen 
eine  genauere  Untersuchung  der  Bahn  nur  über  einen  beschränkten  Theil 
des  Zeitraumes  vorliegt,  über  welchen  die  Beobachtungen  (seit  1876)  sich 
erstrecken,  und  die  v.  Asten 'sehen  Untersuchungen,  wenigstens  so  weit 
dieselben   bekannt  geworden  sind,   noch  zu  keinem  definitiven  Resultate 
geführt  haben,  so  ist  eine  vollständige  Neubearbeitung  der  B&hn  des 
Encke 'sehen  Cometen  um  so  mehr  wünschenswerth,  als  die  bisher  unter- 
suchten   Bewegungen     anderer    periodischen    Cometen    keinen    analogen 
widerstehenden  Einfluss  verrathen  haben.     Die  Gesellschaft  wünscht  eine 
solche  vollständige  Neubearbeitung  herbeizuführen  und  stell!  deshalb  die 
Aufgabe : 
die  Bewegung  des  Encke'schen  Cometen  mit  Berücksichti- 
gung   aller    störenden    Kräfte,    welche    von   Einfluss    sein 
können,     vorläufig     wenigstens     innerhalb    des    seit    dem 
Jahre  1848  verflossenen  Zeitraums  zu  untersuchen. 
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Die  ergänzende  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
Gesellschaft  vor,  eventaell  zum  Gegenstand  einer  späteren  Preisbewer- 
bnng  zn  machen.     Preis  700  Mark. 


Die  anonym  einzureichendem  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  ferner 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Couvert  begleitet 
sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung 
endet  mit  dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die 
Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1878  Pro- 
fessor der  Geschichte  Dr.  Georg  Voigt)  zu  richten.  Die  Resultate  der 
Prüfung  der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitnug 
im  März  oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Gesellschaft. 
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xn. 

Ueber  ein  specielles  Hyperboloid  und  andere  mit  ihm 
zosammenliängende  Begelflächen. 

Von 

Dr.  Akthur  Schoenplees 

in  Berlin. 


§  1.    DiflOTUsion  des  Hyperboloids. 

In  einer  früheren  Abhandlung,  welche  ebenfalls  in  diesem  Jonrnal^ 
abgedrnckt  ist,  bin  ich  von  einem  gleichseitigen  Paraboloid  ausgegangen, 
das  als  geometrischer  Ort  aller  Punkte  des  Raumes  definirt  wurde,  welche 
von  zwei  windschiefen  Geraden  gleichweit  entfernt  sind.  Die  Untersuch- 
ungen, welche  den  Inhalt  dieses  Aufsatzes  bilden,  betreffen  ein  ähnliches 
Problem.  Es  ist  bekannt,  dass  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  des 
Raumes,  deren  Entfernungen  von  zwei  windschiefen  Geraden  ein  con- 
stantes  VerhSltniss  besitzen,  ein  Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche  ist. 
Dies  Hyperboloid  hat  —  was  bisher  übersehen  worden  zu  sein  scheint  — 
die  specielle  Eigenschaft,  dass  zwischen  seinen  Hauptaxen  eine  einfache 
Relation  besteht,  und  diese  Relation  giebt  Veranlassung  zu  mehreren 
ganz  bemerkenswerthen  Resultaten,  welche  ich  mir  an  dieser  Stelle  mit- 
zutheilen  erlaube. 

Es  seien 
..  a:-a  =  0,     y— ««  =  0, 

^  x  +  a  =  Oj     y  +  az  =  0 

die  Gleichungen    der  beiden  windschiefen  Geraden  g  und  h,  und  X  der 
Werth  des  constanten  Verhältnisses  der  Entfernungen,  so  ist 

die   Gleichung  des  Hyperboloids.     Um   dasselbe  auf  die  Hauptaxen   zu 
transformiren ,  substituiren  wir 


*  Bd.  XXm,  S.  246. 
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l  +  it* 

nnd  erbalten,  wenn  vir  die  Stricbe  bei  den  neuen  Coordinaten  wieder 
weglassen,  seine  Gleicbnng  in  der  Form 

3)  A^x^+B^y^^C^i*=l 

nnd  als  Oleichungen  der  Geraden  g  *nnd  h 

5)  ^  +  iZrr2=<>.     y  +  a^-(t-«y)/i7^  =  0, 

wenn  die  Wertbe  a\  B^,  C^,  d  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 


6) 


7) 


-^=(^)'|i-f^*+((TH:^nW,)1. 


^20  =  -  2«      1  +  A^ 


Die  oben  erwähnte  Relation  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  Gleich- 
ungen 6);  sie  lautet: 

8)  ^  =  ^-C«. 

Femer  zeigen  die  Gleichungen  4)  und  5),  dass  v^on  den  beiden  Ge- 
raden g  und  h  die  eine  die  Polargerade  der  andern  in  Bezug 
auf  das  Hyperboloid  ist. 

Die  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ebenen  der  Ereisschnitte  haben 
für  unsere  Fläche  die  Gleichungen 

9)  Cy-Bz  =  0,     Cy+Bz  =  0; 

daraus  folgt,  dass  die  Kreisschnitte  auf  je  einer  der  beiden  Asymptoten 
des  Hauptschnittes  der  y 2 -Ebene  senkrecht  stehen. 

Ferner  zeigen  die  Gleichungen  6),  dass  das  Verhältniss  der  Grössen 
J\  B\  C*  von  a,  d.  h.  von  dem  kürzesten  Abstände  der  beiden  Geraden 
g  und  hy  unabhängig  ist.  Setzt  man  nun  a=:0,  so  verwandeln  sich  diese 
Geraden  in  zwei  zu  ihnen  parallele  Geraden  g'  und  h\  welche  durch  den 
Mittelpunkt  des  Hyperboloids  gehen.  Dieses  selbst  aber  wird  dadurch 
^zu  dem  Kegel 

d  h.  es  geht  in  seinen  eigenen  Asymptotenkegel  über.  Folglich  kann 
der  Asymptotenkegel  unseres  Hyperboloids  als  der  Ort  aller  Punkte  des 
Baumes  betrachtet  werden ,  deren  Entfernungen  von  den  Geraden  g'  und 
//  ebenfalls  das  constante  Verhältniss  X  besitzen. 
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Bezeichnen  wir  endlich  die  linearen  Excentricitäten  der  drei  Haupt- 
schnitte  nnserer  Fläche  durch  e^  ^d  ^2*  ^^^  nnmerischen  durch  £,  e^,  e^» 
80  ergehen  sich  ihre  Werthe  in  der  Form 

und  diese  Gleichnngen   lassen   anmittelbar   die  Existenz   der  Belationen 

12)  **«,*  =  !.     . 

13)  *,*-*,*=! 

erkennen. 


§  2.    Herleitnng  der  Regelfläohe  B^. 

Es  entsteht  nun  die  umgekehrte  Aufgabe,  zu  einem  gegebenen  Hy- 
perboloid, dessen  Hauptaxen  der  Relation  8)  genügen,  die  Geraden  g 
und  h  zu  finden,  d.  h.  aus  den  vier  Gleichungen  6)  und  7)  die  vier 
Grössen  a,  er,  A,  ^  zu  bestimmen.  Diese  vier  Gleichungen  repräsentiren 
aber  wegen  der  Relation  8)  nur  drei  voneinander  unabhängige  Beding- 
ungen; demnach  kann  von  jenen  vier  Grössen  eine  ganz  beliebig  an- 
genommen werden  und  es  existirt  daher  eine  unendliche  Anzahl  von 
Geradenpaaren  ^,  h^  welche  eine  geradlinige  Fläche  bilden  werden.  Be- 
trachten wir  zunäx^hst  die  Fläche,  welche  von  den  Geraden  g  erzeugt 
wird,  so  haben  wir  aus  den  Gleichungen  4),  6),  7),  also  aus  fünf  un- 
abhängigen Gleichungen  die  vier  Grössen  a,  a,  A,  d'  zu  eliminiren;  das 
Eliminationsresultat  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche. 

An  die  Stelle  der  drei  Gleichungen  6)  setzen  wir  die  beiden  un- 
abhängigen Gleichungen 

1  — X* 
1)  A-- 


2) 


2ak  ' 


BC         «         2i 

Wenn  wir  nun   aus   Gleichung  4)  tg&  ausdrücken   und   den  erhaltenen 
Werth  in  die  Gleichung  7)  einsetzen,  so  ergiebt  sich 
a-«Y        2A«    y«-zM-««  j    .1  +  1« 


=  0. 


yz  a      ^      1~A« 

Aber  die  Multiplication  der  Gleichung  4)  (§1)  mit  Gleichung  1)  (§2) 
liefert 

4)  Ax  +  k  =  0, 

80  dass  wir  jetzt  drei  Gleichungen  gebildet  haben,  nämlich  2),  3),  4), 
in  denen  nur  a  und  X  vorkommen.  Um  daher  die  Gleichung  der  Fläche 
zu  bilden,  haben  wir  noch  aus  den  beiden  Gleichungen  2)  und  3)  a  zu 
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eliminiren  und  dann  in  die  so  entstehende  Oleicliting  für  X  seinen  Wertli 
—  ans  Gleichung  4)  —  einzusetzen. 
Wir  substituiren  noch 

5)  .-T-  =  *"' 

B  C 

so  verwandeln  sich,  wenn  wir  zugleich  rpr  durch  c^  und  -^  durch  €  er- 
setzen, die  Gleichungen  2)  und  3)  in 

d.  h.  in  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades  in  u ,  aus  welchen  sich  u  ohne 
Schwierigkeit  eliminiren  lässt.  Die  resultirende  Gleichung  lautet  nach 
Unterdrückung  der  unwesentlichen  Factoren 

7)  {2(i-;«)  +  (f,-0'Py«^*  +  (y*-**)M(i-i')*-(^i~0'^'}=o 

oder,  wenn  wir  auf  der  linken  Seite  4y*t*((l— A*)*— (ci--c)*X*|  sübtra- 
hiren  und  addiren,  mit  Rücksicht  auf  §  1,  Gleichung  12) 

8)  .  (^1*- «*) V^*  +  (y*+  2*)M  1  - (h'+^') X^  +  AM  =  0. 

Setzt  man  nun  noch  für  l  den  Werth  —Jx  ein,  so  ergiebt  sich  als 
Gleichung  der  gesuchten  Fläche 

d.  h.  die  Gesammtheit  der  Geraden  g  bildet  eine  geradlinige  Fl&che  ach- 
ten Grades. 

Dieselbe  Fläche  wird  von  den  Geraden  h  gebildet,  so  dass  die  Ge- 
sammtheit der  Geraden  g  mit  der  Gesammtheit  der  Geraden  h  identisch 
ist.  Die  Gleichungen  4)  und  5)  des  vorigen  Paragraphen  zeigen  näm- 
lich,  dass  die  Gleichungen  der  Geraden  g  in  diejenigen  der  Geraden  h 

übergeben,  wenn  man  in  ihnen  gleichzeitig  X  in  y,  a  in  — a,  «  in  —  a 

verwandelt,  und  man  erkennt  leicht,  dass  diese  Substitutionen  die  resul- 
tirende Gleichung  9)  ganz  ungeändert  lassen.  Ausserdem  ergiebt  sich 
die  Identität  beider  Geradenschaareu  auch  durch  folgende  Ueberlegung. 
Es  wurde  im  Beginn  dieses  Paragraphen  gefunden,  dass  von  den  vier 
Grössen  a,  or,  X,  d'  eine,  also  z.  B.  X,  beliebig  gewählt  werden  kann. 
Nun  sind  die  Geraden  g  und  h  dadurch  definirt,  dass  in  dem  constanten 
Verhältnisse,  dessen  Werth  X  ist,  die  Entfernung  von  g  den  Zähler,  die 
von  h  den  Nenner  bildet.     Es  gehen  also  g  und  h  ineinander  über,  wenn 

sich  X  in  Y  verwandelt,   und   daher  befindet  sich   unter  den  zu  >^'=r 

gehörigen  Gerailen  g'  auch  die  Gerade  h.     Demnach  ergiebt  sich: 

Für  jedes   einschalige  Hyperboloid,    dessen   Hauptaxen 
der  Gleichung    8),    §  1,    gentigen,    existirt    ein^   unendliche 
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Anzahl  von  Paaren  gerader  Linien  von  der  Eigenschaft,  dass 
die  Entfernungen  aller  Punkte  des  Hyperboloids  von  je 
zwei  Geraden  eines  Paares  ein  constantes  Verhältniss  be- 
sitzen. Die  Oesammtheit  dieser  Geraden  bildet  eine  Regel- 
fläche .vom  achten  Grade,  i?g.  Je  zwei  Geraden  eines  Paa- 
res, welche  conjugirte  Geraden  der  Fläche  B^  heissen  sol- 
len, sind  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid. 
Aus  der  Gleichung  9)  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  die  Fläche  ^3 
zwei  vierfache  Geraden  y  =  0,  z  =  0  und  a:=0,  /  =  0  besitzt,  wo  /=0 
die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene  bedeutet.  Sie  gehören  nicht 
zu  den  Erzeugungslinien  der  Fläche. 

§  3.   Darstellung  der  Fläche  B^  mittelst  elliptiieher  Functionen 
und  Disoussion  derselben. 

Da  alle  Geraden  der  Fläche  R^  auf  der  a;-Axe  senkrecht  stehen, 
so  sind  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden  von  der  Form 

1)  ^a:-l-A  =  0,     y  =  i3r,     2  =  yr, 
wenn  zwischen  /3,  y,  A  die  Belationen 

2)  (*,«-tV^V  +  l-(»i*+«')l*+A*=0 

besteht,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  die  Gleichung  8)  des  vorigen 
Paragraphen  für  y  und  z  ihre  Werthe  einsetzt.  Betrachtet  man  in  den 
Gleichungen  1)  r,  ß^  y^  X  als  variabel,  so  stellen  sie  ebenfalls  die  Fläche 
^g  dar.  Wir  werden  nun  zeigen,  dass  sich  j3,  y,  A  mittelst  elliptischer 
Functionen  ausdrücken  lassen. 

Wegen  der  Gleichung  b^Bi^^I  lässt  sich  die  Gleichung  2)  in 

3)  («1*-  «*)*iPy*  +  (1  -  «*^*) (1  -  fi'^*)  =  0 

umformen.  Da  das  erste  Glied  der  linken  Seite  ein  vollständiges  Qua- 
drat bty  so  kann  sich  nur  unter  der  Bedingung  für  ß  und  y  ein  reeller 
Werth  ergeben,  dass 

4)  (l-€U2)(l-«i«A«)<0 

ist,  und  diese  Ungleichung  wird,  weil  Si^K^  ist,  nur  ftir  solche  Werthe 
von  l  erfüllt,  welche  der  Bedingung 

5)  «i*^A«^f« 
genügen.     Für  diese  Werthe  l  ist 

6)  1-€»A«>0,     l-«in«<0 

und  es  existiren  reelle  Geraden  der  Fläche  Ag  nur  dann,  wenn  für  po- 
sitive k  sk  zwischen  1  und  ^  liegt,  und  für  negative  X  zwischen  —1 
und  —5*. 

Für  die  weitere  Darstellung  werde  ich  mich  der  von  Herrn  Weier- 
strass  eingeführten  Functionen  bedienen.  Die  Bedeutung  und  Theorie 
derselben  idt  von  Herrn  Kiepert  bereits  zum  grösseren  Theil  veröfiFent- 
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licht  worden.*     Ans  der  a.  a.  O.  behandelten  Function  <s{u)  entspringet 
drei  neue  Functionen  tfi(ti),  Oii^)^  ^si^)  mittelst  der  Formeln 

a  {u  +  od) 


<r(a,)      ^  ' 
ff(u+  cö  +  co') 


und  zwar  bestehen  zwischen  denselben  die  beiden  Relationen 

8)  ch{u)  -  a\{u)  +  (ex--e^)ii'{u), 

9)  {e^-^e,)c^z{u)  +  (e^-ei)a^^{u)  +  {ei^e^)a\{u)  =  0, 

in  welchen  A,  jü,  v  die  ludices  1,  2,  3  in  irgend  einer  beliebigen  Reibeo- 
folge  bedeuten. 

Wir  setzen  nun 

11)  «j— e,  =  l,     e,  — Cg  =  «*, 
also 

12)  e,-e,^l-t*, 

alsdann  verwandelt  sich  die  Gleichung  3)  in 

Nun  ist  wegen  t  (^  =  1 
daher  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  8),  9) 

also  geht  die  Gleichung  13)  schliesslich  über  in 

14)  ß.y.=.^l(!^}^ 

Hierzu  fügen  wir  die  zwischen  ß  und  y  bestehende  Gleichung  ß*+f^^ 
und  erhalten  demnach 

und  zwar  ist  den  inneren  Wurzeln  in  beiden  Gleichungen  derselbe  Wertb 
zu  geben.     Bezeichnen  wir  noch  —  durch  r,  so  ergiebt  sich 

*  Borchardt'B  Journal  Bd.  74,  S.  306flgg.  und  Bd.  I^S,  2lflgg. 
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16) 


V<f,Hu)  +  yos^{u)^4aHu)  o,^iu) 


und  hier  hat  ebenfalls  die  innere  Wurzel  im  Zähler  und  Nenner  den 
nämlichen  Werth. 

Die  Oleichnng  10)  lehrt,  dass  zn  einem  Werthe  von  X  auch  nur  ein 

Werth  von  -~— r,   also   auch   nur   ein  Werth  von  — =—  und  -VrT  ge- 

hört.  Demnach  ergeben  sich  zu  einem  Werthe  von  X  gemäss  Gleichung 
16)  vier  Werthe  von  r,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  der  x-Axe  gehen  vier 
Geraden  der  Fläche.  Also  lassen  sich  zu  einem  gegebenen  Hy- 
perboloid vier  Paare  gerader  Linien  bestimmen  von  der 
Eigenschaft,  dass  die  Entfernungen  aller  Punkte  des  Hy- 
perboloids von  denselben  ein  vorgeschriebenes  constantes 
Verhältniss  besitzen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  unter  welchen  Umständen  zwei  oder 
mehrere  dieser  Geraden  zusammenfallen,  d.  h.  ob  die  Fläche  R^  ausser 
den  beiden  schon  genannten  Geraden  noch  andere  vielfache  Linien  be- 
sitzt. Die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  Gleichungen  15)  zwei  oder  mehr 
gleiche  Wurzeln  für  /3,  resp.  y  liefern,  d.  h.  es  muss  die  Discriminante 
dieser  Gleichungen  verschwinden,  also 

sein.     Diese  Belation  lässt  sich  in 

W(«)     2  y-" 

überführen,  woraus  sich  endlich  für  X  die  Bedingungsgleichung 

17)  ^'  =  ^-^ 

ergiebt.  Für  jeden  der  beiden  Werthe  A,  welche  dieser  Gleichung  ge- 
nügen ,  fallen  je  zwei  von  den  vier  zugelftrigen  Geraden  der  Fläche  zu* 
sammen,  so  dass  wir  im  Ganzen  vier  Doppelerzeugende  erhalten.  Die 
entsprechenden  Werthe  von   t  genügen  in  beiden  Fällen  der  Gleichung 

18)  T«-1=0. 

Andere  vielfache  Geraden  oder  Doppelcurven  der  Fläche  existiren 
nicht. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  sich  auch  zu  einem  Werthe  von  t 
vier  Werthe  von  X  ergeben;  also  liegen  auch  in  jeder  durch  die  a;-Axe 
gelegten  Ebene  vier  Erzeugenden  der  Fläche.  Diese  vier  Geraden  sind 
im  Allgemeinen  ebenfalls  von  einander  verschieden.  Nur  für  diejenigen 
Werthe  t,  welche  die  Gleichung  18)  erfüllen,-  fallen  wieder  je  zwei  der- 
selben zusammen,  und  zwar  sind  die  zugehörigen  Werthe  X  durch  die 
Gleichung  17)  bestimmt.     Daraus  folgt: 
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Die  Regelfläcbe  B^  besitzt  zwei  vierfacbe  Linien  y  =  0, 
2  =  0  nnda:=:0,  <s=0  nnd  vier  Doppel  erzengende;  diese  gehen 
zn  je  zweien  dnrcb  denselben  Punkt  der  ^-Axe  und  liegen 
ebenfalls  zn  je  zweien  in  derselben  durch  die  a;-Axe  gehen* 
den  Ebene. 

§  4.    Die  Schaar  der  Cnryen  6\. 

Sei  g  irgend  eine  beliebige  Gerade  der  Fläche  B^  und  u  eine  Ge- 
rade des  Hyperboloids;  sie  bestimmen  eine  dritte  Gerade  «,  welche  durch 
die  beiden  Punkte  G  und  ü  auf  g  und  u  hindurchgeht,  die  den  kürze- 
sten Abstand  von  einander  haben.  Bewegt  sich  u  auf  dem  Hyperboloid, 
während  g  fest  bleibt,  so  beschreibt  die  Gerade  s  eine  geradlinige  Fläche; 
dieselbe  enthält  alle  Strahlen,  welche  zugleich  auf  g  und  je  einer  Ge- 
raden der  Begelschaar  u  senkrecht  stehen.  Ebenso  beschreibt  der  Punkt 
U  eine  Curye,  welche  den  ganzen  oder  theilweisen  Durchschnitt  des 
Hyperboloids  mit  jener  geradlinigen  Fläche  ausi^acht. 

Um  diese  Gebilde  zu  untersuchen,  drticken  wir  das  Hyperboloid 
durch  folgende  Gleichungen  aus: 

l+UV  1  +  UV  1  +  UV 

WO  bekanntlich  u  =  const,  die  eine  Schaar  der  geraden  Linien  liefert  und 
p  =  const.  die  andere.     Setzen  wir  nun 

2)  m'=m,     — — r-,  =  ü, 

1  +  UV 

so  wird 

3)  Ax=^l-2uv,     ^y  =  w  +  (l-«*)ü,     C2  =  w-(1  +  m«)i;. 
Die  Richtungscosinus  der  Geraden  u  seien  or^,  ß^^  y^^  so  findet  sich 

d^  .--i!f       Ä-^-"*  --i+!f! 

*^  "^'^      AR'     Pi~"    BR   '     ^i~        CR   ' 

und   zwar  ist  unter  AnwendtRig  der  §  1 ,  Gleichung   10)   eingeführten 
Bezeichnungen 

5)  Ä«  =  ej«Cl+«*)  +  2(e«  +  «,«)u«.    . 

Demnach  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Geraden  u  auch  folgendermas- 
sen  schreiben: 

6)  ^x  =  l-— rj,     By  =  u+—^r^,     Cz  =  u^--^r^, 

Die  Gleichungen  der  Geraden  g  seien  wieder  [§  3,  1)] 

7)  Ax  +  k  =  0,     y=-ßr,     z^yr, 
wo  A,  /3,  7  die  Gleichung  §3,2)  befriedigen  müssen. 

Den  Strahl  5,  welcher  die  beiden  Punkte  kürzesten  Abstandes  V 
und  G  miteinander  verbindet,  bestimmen  wir  auf  folgende  Weise.  E* 
sollen  jetzt  r,   r^   die  Abscissen  dieser  beiden  Punkte  bedeuten,  und  ä 
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die  Gntfeinnng  des  Punktes  r  =  0  der  Geraden  g  vom  Pnnkte  r^  =  0 
der  Geraden  »,  so  gelten  folgende  Gleicbnngen:* 

Setzen  wir  nun  noch 

80  ergiebt  sich 

dcos(gd)=     muy  . 

C05(tt^)  =  — ^ —  ,     51««  (ug)  =  -^ , 
wo 

Äi« = p«  +  ^*(p* + q^)  «*  +  9*«* 

ist.  Demnach  ergeben  sich,  wenn  wir  die  gefundenen  Werthe  in  die 
Gleichungen  8)  einsetzen  und  noch  folgende  Bezeichnungen  einführen: 

11)    «e,«+«(e«  +  i?i«  +  ^)  =  Ar,     „^3«  +  m(e«+i?,«-^)  =  /, 
die  gesachten  Grössen  r,  r^  nach  einigen  Vereinfachungen  in  der  Form 

13)  r«^,  (*  +  /««). 

Setzen  wir  nun  diesen  Werth  von  r^  in  die  Gleichungen  6)  ein,  so  er- 
halten wir  die  Coordinaten  des  Punktes  ü  der  Geraden  u,  welcher  von 
g  die  ktirzeste  Entfernung  hat;  es  ergiebt  sich,  wenn  wir  noch 

p»=P,      g*=Q,      ^lPip>+q^  =  N,      ^  =  M 

setzen , 

/>— 2JlfM«— Ott*  * 


/>+i^/+Jy-(Jlf^^-g)l,« 

^^^  ^^-. P  +  2iVrtt«  +  0tt*  ' 

__  /)-  jtf-  j^^  ( jy-  N+  0)  tt» 
i>+2iVM«  +  0tt* 


*  Hesse,  Analjt.  Geometrie  des  Baumes,  2.  Aufl.,  S.  76. 
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Betracbte(h  wir  nun  u  in  dieBon  Oleichnngen  als  variabel,  so  durch- 
läaft  der  Punkt  U  die  Geradenschaar  u  des  Hyperboloids;  daher  stellen 
dieselben  die  im  Eingang  des  Paragraphen  erwähnte  Cnrve  dar.  Da  sich 
ihre  Coordinaten  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  ergeben,  so 
folgt,  dass  die  Punkte  der  Geradenschaar  t/,  welche  von  9  den 
kürzesten  Abstand  besitzen,  eine  Curve  C^  vierter  Ordnung 
und  zweiter  Gattung  bilden.  Die  Geraden  u  repräsentiren  die- 
jenige Begelschaar  des  Hyperboloids,  welche  von  C^  nur  je  einmal  geschnit- 
ten wird;  dagegen  hat  jede  Gerade  t>  drei  Punkte  mit  C^  gemein. 

Es  giebt  zwei  Punkte  des  Hyperboloids,  nämlich  seine  Schnittpunkte 
mit  der  :r-Axe,  durch  welche  alle  diese  Curven  C^  hindurchgehen.  E» 
sind  dies  diejenigen  beiden  Punkte,  welche  für  jede  Curve  den  Wertbei; 
w  =  0  und  w  =  00  entsprechen. 

Die  Coefficienten  M,  N^  P,  ö,  welche  die  Curven  C^  bestinuDeD. 
hängen  ausser  von  dcfti  Hauptaxen  des  Hyperboloids  von  A,  i5,  y,  d.  h. 
von  der  Geraden  g  der  Fläche  B^  ab.  Diese  Curven  werden  sich  daher 
im  Allgemeinen  mit  der  Geraden  g  ändern;  es  entsteht  jedoch  die  Frage, 
ob  vielleicht  zu  mehreren  Geraden  g  eine  und  dieselbe  Curve  C^  gehört. 
Dies  wird  für  diejenigen  Geraden  der  Fall  sein ,  welche  für  alle  Weithe 

von  u  denselben  Werth   von   -^   liefern.      Nun   ist   mit  Benutzung  der 

Bezeichnungen  14) 

ri_        M+N+Qu^ 


femer  gehöre  zur  Geraden  g'  der  Werth  r\  und  es  sei  % 


/j^       M'+N'+ff%i^ 


so  ist  zu  untersuchen ,   ob  sich  die  Grössen  M^  N^  P^  Q^  M\  N\  P\  Q 
so  bestimmen  lassen,  dass  für  alle  Werthe  von  u  die  Gleichung 


i-;i=o 


B      R 

besteht.     Als  Bedingungen  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen 
(Ä/+ jyr) //- (^'+ iV')  P  =  0, 
17).  QP^-  PQ'+  2(MN'-  M'N)  =  0, 

(ilf-  iV)(?'-  (AT-  iV')  0  =  0. 
Ersetzen  wir  in  ihnen  N  und  N'  nach  14)  durch  P,  ö,  I^,  Q\  so 
sie  in 

MP'--  PM'+  iÄ«(ö/^-  P0')  =  0, 
18)  d^(MiP^+  0')  -  M'iP+  £>))  +  QP'^  P0'==  0, 

MQ'^  QM'+  4  ö\OP^-  PQ')  =  0 

über.     Jetzt  multipliciren  wir  die  erste  und  dritte  derselben  mit  i\  ^^^ 
zweite  mit  —  I ,  und  addiren  sie,  so  erhalten  wir 
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(id*-l)(Ö/^-/>ö')  =  0, 
also,  da  ^d*  — 1  nicht  verschwindet, 

19)  Ö/^-/>(r=0, 

und  wenn  wir  dies  in  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  18)  ein- 
setzen, so  folgt  als  Endbedingung 

oder  auch  schliesslich  mit  Bücksicht  auf  14) 

^u  x-p-Qf- 

Diese  Doppelgleichung  ist,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  den  Gleich- 
ungen 18)  vollständig  äquivalent,  so  dass  sie  die  uothwendige  Bedingung 
für  das  Zusammenfallen  der  Curven  C^  ist. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen ,  ob  es  überhaupt  Geraden  ^,  g  der  Be- 
gelfläche  R^  giebt,  deren  Coordinaten  diese  Doppelgleichung  befriedigen. 
Nun  genügen,  wie  wir  oben  fanden,  die  Grössen  l^  ß^  y  der  Gleichung 

Ferner  ist  zufolge  .den  Gleichungen  9) 

ß  _P  +  Q       Y  _P-g 
C^    2     '     B''    2    ' 

also  verwandelt  sich  dieselbe,  wenn  wir  noch  der  Kürze  halber  ■iV(*i*'  **)*  ^*^ 
durch  D^  ersetzen,  in 

22)  D«(P-0)«  +  l-(«*  +  6i»)A«  +  A*=3O. 
Ebenso  besteht  zwischen  den  Grössen  X\  P\  Q'  die  Gleichung 

23)  />«((P'-  oy  + 1  -  (6*+  «1«)  k'*  +  A'*=  0. 
Durch  Snbtraction  beider  ergiebt  sich 

24)  D\(P-  Q)*  -  (P-  Q')*)  -  (a«+  «,«)  (A«  -  A'«)  +  (A*  -  A'«)  =  0 , 

d.  h.  eine  zweite  Bedingungsgleichung  zwischen  den  sechs  Grössen  A,  P, 
ö,  Jl',  -P',  Q\  Wir  bezeichnen  nun  den  constanten  Quotienten  der  Gleich- 
ungen 21)  durch  t,  so  haben  wir 

A  =  rT,     P:=P't,     ö  =  Ö'r 
in  die  Gleichung  24)  einzusetzen  und  zu  untersuchen,    ob  sich  aus  der 
80  entstehenden  Gleichung  Werthe  t  bestimmen  lassen.     Diese  Gleich- 
ung ist 

25)  {Z?2(P'-Ö')2-  (e«+  e,2);t'*  +  i'4(^2+  f)}  (^2^1)^  Q, 

und  zerfällt  also  in  zwei  andere, 

26)  t2-1  =  0 
und 

/>«(P'-  oy  -  («« + cj«)  r«  +  A'*  (t« + 1)  =  0. 

Die  letztere   verwandelt  sich   noch  mit  Bücksicht  auf  Gleichuns^S)  in  ^ 
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27)  tU'*-1  =  0, 

80  das8  sich  also  im  Ganzen  vier  Werthe  von  t  ergeben.  Es  ist  nun 
noch  zu  nntersnchen,  ob,  resp.  welche  Geraden  der  Fläche  B^  disseik 
Werthen  t  entsprechen.     Die  Gleichung  26)  giebt  die  beiden  WertiM: 

Der  erste  derselben  liefert 

28)  A  =  A', 

»)  (i+.^)"=(f+i)'  (M)-(i-0- 

Durch  Addition  und  Subtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

c5+^   ^+^'  py^py 

oder  wegen  der  Belationen  /5*  +  )'*=l,  /''*+)''*=  1| 

30)  ^  =  /S'»,     y«  =  /«,     (Jy  =  /Sy. 

und  zwar  entsprechen  unserem  Problem  nur  solche  Werthe,  welche  die- 
sen drei  Gleichungen  zugleich  genügen.  Dies  findet  statt  ftir  /3  =  l3', 
y  =3  /  und  fttr  /5  =  —  /3',  y  =  —  ^ ,  aber  diese  Belationen  ergeben  nur  das 
selbstverständliche  Besultat,  dass  die  Curven  C^  zusammenfallen,  wenn 
die  Geraden  g  und  g  identisch  sind.  Demnach  ergiebt  sich,  dass  unter 
den  vier  Geraden  g^  welche  zu  demselben  Werth  von  X  gehören,  d.  b. 
durch  denselben  Punkt  der  a;-Axe  gehen,  keine  zwei  ezistiren,  für 
welche  die  Curven  Q^  zusammenfallen. 

Behandeln   wir  auf  dieselbe  Weise  den  Werth  r  =  —  1 ,   so  ergeben 
sich  die  Bedingungsgleichungen 

31)  ^\^~^r^^~^*\&~^)~'W 

nnd  man  ttberzengt  sich  leicht,  dass  diesem  Werthe  von  x  überhaupt 
keine  Lösungen  des  Problems  entsprechen. 

Die  Gleichung  27)  giebt  für  t  die  beiden  Werthe 

Die  erste  derselben  liefert 
33)  ,  iil'  =  l, 

Durch  Multiplication ,  resp.  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  er- 
giebt sich 

35^  (l-yl\*-l(€.-ir\* 

^^^  \C*     B*)~i'*\c»      B*J' 
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-)    (^j)"(f-i)'-(i+*)"(i-i)- 

Endlich  erhalten  wir  durch  Snbtraction  derselben  beiden  Gleichungen 

und  wenn  wir  hieraus  den  Werth  von  l'^  in  die  Gleichung  35)  einsetzen, 
so  folgt 

(£_^)v.,-.=(f:-g)v^. 

Nun  hatten  wir  oben  gefunden,  dass  von  den  vier  Geraden,  welche 
durch  denselben  Punkt  der  ^-Axe  gehen,  keine  zwei  dieselben  Curven 
C^  liefern;   infolge  dessen  kann  es   auch   unter   den   Geraden,   die  zum 

Werthe    ^'^='r   gehören,    nur  eine  einzige  geben,   zu  welcher  dieselbe 

Cnnre  C^  gehört ,  wie  zu  der  betrachteten  Geraden  g.  Wir  zeigen ,  dass 
dies  für   folgende  Lösungen   der  Gleichungen  36)  und  37)  der  Fall  ist: 

(§+i)(i-ö>(fH)(M)=». 

Denn  diese  Gleichungen  rerwandeln  sich,  wenn  wir  die  Multiplication 
ausführen,  in 

B>ßß-  C^yy'^  0,     (S»/S^-  C*yy)  (yß'+ßy)  =  0, 
80  dass  in  der  That  beide  Gleichungen  durch  die  Belation 

38)  J^ßß'--C^yy=zO 

befriedigt   werden.     Es  geht  also  durch  den  zu  A'=-t-  gehörigen  Punkt 

der  a:-Axe  in  der  That  eine  Gerade  g\  welche  dieselbe  Curve  C^  besitzt, 
wie  die  Gerade  g. 

Da  wir  oben  bereits  nachgewiesen  haben,  dass  die  Werthe  X  und 
—  l  keine  Geraden  liefern,  welche  unserer  Aufgabe  entsprechen^  so  folgt, 

dass  auch  der  Werth  k'= — —  eine  solche  nicht  liefern  kann. 

Die  Gleichung  33)  lässt  sich,  wenn  wir  für  k  seinen  Werth  —  Ax 
einsetzen,  in 

Jx .  Ax'=  1 

Überführen,  und  diese  Gleichung,  im  Verein  mit  Gleichung  38),  ergiebt 
ohne  Weiteres,  dass  die  Geraden  g  und  g'  reciproke  Polaren  in  Bezug 
«uf  das  Hyperboloid  sind.     Also  folgt: 

Zu  zwei  conjugirten  Geraden  der  Regelfläche  B^  gehört 
«ine  und  dieselbe  Curve  C^. 
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Für  zwei  solche  Geraden  g  und  g'  ergiebt  sieb  noch,  dass 
sirfijug)  _  P+2Nu^+Qu*^ 
8in^(ug)  "■/>'+  2  ^'u«  +  ^V 
oder 

39)  ?^(?4  i« 

ist,  d.  b.  die  Sinns  der  Winkel,  welche  irgend  eine  Gerade  des  Hyper- 
boloids mit  der  Fläche  JR^  bildet,  besitzen  ein  constantes  Verbältni», 
welches  dem  constanten  Verhältniss  der  Entfernungen  gleich  ist« 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  die  für  die  Geraden  u  gefandeneD 
Gleichungen  in  die  entsprechenden  für  die  Geraden  v  übergehen,  wenn 
man  u  in  v  verwandelt  nnd   m  mit  n,  p  mit  q  vertauscht. 


§  5.    Die  Fläche  A^  der  ktTzesten  Abstände. 

Um  die  Fläche  zu  untersuchen ,  welche  von  den  Geraden  s  gebildet 
wird,  deren  Erzeugungslinien  also  die  Punkte  kürzesten  Abstandes  (7  und 
ü  mit  einander  verbinden,  bestimmen  wir  jeden  Strahl  s  durch  seine 
Bichtungscosinus  o^,  ß^^  y^  und  seinen  Schnittpunkt  mit  der  Geraden  ^. 
Dies  ist  der  Punkt,  welcher  dem  Werthe  r  [Gleichung  13),  §  4]  ent- 
spricht; daher  sind  die  Gleichungen  des  Strahles  s 

1)  a?  +  j  =  «a*,     y==ßr  +  ßiS,     z^yr  +  y^s. 

Aus  ihnen  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  durch  Eli- 
mination von  u  und  s.  Dieselbe  lässt  sich  ausführen,  ohne  dass  es  n5- 
thig  wäre,  die  Grössen  or^f  1^2  9  72  ^^  berechnen.  Weil  nämlich  der  Strahl 
s  auf  u  und  g  senkrecht  steht,  so  gelten  die  beiden  Belationen 

2)  «i«2  +  ^i^s  +  yiy2  =  0,    I3ft  +  yy2  =  0. 
Multipliciren  wir  daher  die  Gleichungen  1)  mit  ^n  ßu  Yif  resp.  mit  ß^h 
und  addiren  sie,  so  erhalten  wir 

4)  ßy  +  yz  =  r, 

d.  h.  zwei  Gleichungen,  welche  nur  noch  die  Grösse  u  enthalten.  ^^ 
ihnen  bilden  wir  noch  die  Gleichung 

und  machen  nunmehr  folgende  Sabstitntion : 

6)  a:  +  i  =  |,     y  =  yf,  +  ßi,     ,  =  yj;_|S,, 

alsdann  verwandeln  sich  die  beiden  Gleichungen  4)  nnd  5)  in 
t-r  =  0,     «i6+(yA-|Jy,)ij  =  0 
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und  nebmen  endlich,  wenn  wir  noch  r,  »i,  j3j,  y^  dnrch  ihre  Werthe  in 
u  ersetzen,  folgende  Form  an: 

8)  2u^  =  {p  +  qu^)Jfi. 

Die  gesuchte  Fläche  ist  daher  das  EliminatiQnsresnltat  ans  einer  Gleich- 
ung vierten  Grades  und  einer  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  Coeffi- 
cienten  lineare  Functionen  der  Coordinaten  sind;  daher  ist  sie  selbst  vom 
sechsten  Grade.  Die  Elimination  von  u  aus  den  beiden  Gleichungen 
lässt  sich  übrigens  auf  eine  Elimination  aus  nur  zwei  quadratischen 
Gleichungen  reduciren,  da  man  die  Gleichung  7)  durch  eine  andere 
ersetzen  kann,  die  in  u  nur  vom  zweiten  Grade  ist.  Dazu  quadriren 
wir  die  letzte  Gleichung  und  erhalten 

und  wenn  w«r  nun  die  Gleichung  7)  mit  A^tl^  und  die  letzte  Gleichung 
mit  —  t  multipliciren  und  dann  beide  addiren,  so  folgt  mit  Unterdrück- 
ung des  Factors  u  und  wenn  wir  noch  beachten,  dass 

ist,  die  Gleichung 

Aus  ihr  und  der  Gleichung  8)  ist  nun  u  zu  eliminiren.  Es  ergiebt  sich, 
wenn  wir  noch 

setzen , 

11)  W^+ÜV=0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche.  Sie  hat,  wie  allgemein  für  Regel- 
flächen  dieser  Art  bekannt  ist,  zehn  Doppelgeraden,  nämlich  eine  vier- 
fache Gerade 

12)  6  =  0,     i?  =  0, 

welche  sechs  Doppelgeraden  äquivalent  ist,  und  noch  vier  gewöhnliche 
Doppelgeraden,  nämlich 

f^O,       T  =  0, 

lo^  J;=o,    iy=0, 

^  S  +  ti/  =  0,    T  =  D, 

S-ti7  =  0,     T  =  0, 
wenn  t  =  Ö  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene  bedeutet.    Dem- 
nach ergiebt  sich: 

Alle  Strahlen,  welche  zugleich  auf  einer  Geraden  g  der 
Fläche  /?g  und  je  einer  Geraden  u  des  Hyperboloids  senk- 
recht  stehen,    bilden    eine    Regelfläche    sechster    Ordnung, 
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welche  eine  vierfache  Gerade  and  vier  gewöhnliche  Doppel- 
geraden enthält. 

Ebenso  bilden  die  Strahlen ,  welche  zugleich  auf  g  und  je  einer  Ge- 
raden V  des  Hyperboloids  senkrecht  stehen,  eine  Regelflftche  sechster 
Ordnung.  Die  Gleichung  dersell^en  kann  sich,  da  zu  beiden  Flächen 
dasselbe  Coordinatensystem  gehört,  von  der  Gleichung  11)  nur  in  den 
Constanten  unterscheiden.  Demgemäss  hat  diese  Begelfläche  ebenfalls  die 
Gerade  12)  zu  vierfachen  Geraden  und  die  vier  Geraden  13)  zu  Doppel- 
geraden. 

Diese  Begelflächen  durchdringen  das  Hyperboloid  zum  Theil  in  den 
Curven  C^.  Es  folgt  noch,  dass  je  zwei  dieser  Flächen,  welche  zu  con- 
jugirten  Geraden  der  Fläche  R^  gehören,  mit  dem  Hyperboloid  dieselbe 
Curve  C^  gemein  haben. 


Die  vorstehende  Abhandlung  lag  der  Redaction  dieses  Journals  be- 
reits vor,  als  ich  auf  eine  Mittheilung  des  Herrn  Schroeter"*  aufmerk- 
sam gemacht  wurde ,  welche  sich  ebenfalls  mit  dem  von  mir  untersuchten 
Hyperboloid  beschäftigt,  ohne  indessen  die  mit  ihm  zusammenhängenden 
Curven  und  Flächen  zu  berühren.  Herr  Schroeter  sieht  die  charak- 
teristische Definition  desselben  darin,  dass  die  den  beiden  Geraden  ^  und 
g  zugehörigen  Ebeneninvolutiouen  circular  sind.  Ich  werde  nun  zeigen, 
dass  diese  Definition,  welche  a.  a.  0.  ohne  Beweis  aufgestellt  wird,  mit 
der  von  mir  gegebenen ,  dass  die  Entfernungen  aller  Punkte  der  Fläche 
von  den  beiden  Geraden  g  und  g'  ein  constantes  Verhältniss  besitzen, 
vollständig  identisch  ist. 

Seien  nämlich  die  beiden  Geraden  g  und  g'  durch  die  Gleichungen 
^  =  0,     ^  =  0;     (7=0,     Z>  =  0 
gegeben,   wo  A  und  B^   ebenso  C  und  D  zwei  rechtwinklige  Ebenen  in 
der  Normalform  bedeuten,  so  ist 

ja+^«  =  ;i«(C«-|.D«) 
die  Gleichung  des  Hyperboloids.  Sie  zeigt,  wie  bekannt  ist,**  dass  diese 
vier  Ebenen  ein  in  Bezug  auf  die  Fläche  sich  selbst  conjugirtes  Tetraeder 
bilden;  daraus  folgt,  dass  A  und  B^  und  ebenso  C  und  D  eonjugirte 
Ebenen  für  das  Hyperboloid  sind.  Nun  können  aber  diese  Ebenen  ganz 
beliebig  angenommen  werden  und  haben  nur  die  Bedingung  zu  erfüllen, 
auf  einander  senkrecht  zu  stehen  und  sich  in  den  Geraden  ^,  resp.  9 
zu  schneiden,  mithin  sind  diese  beiden  Geraden  die  Azen  circularer 
Ebeneninvolutionen  in  Bezug  auf  die  Fläche. 


*  Berichte  der  Berliner  Akademie  1877,  S.  694.  ' 
**  Salmon,  Analjt.  Geometrie  des  Baumes,  2.  Aufl.,  S.  164. 
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Umgekehrt  hat  nach  der  Definition  des  Herrn  Schroeter  die  Gleich- 
ung des  Hyperboloids  jedenfalls  die  Form 

und  es  mnss  möglich  sein,  diese  Gleichung  für  unendlich  viele  Werthe 
von  n  und  v  in 

überzuführen,  so  dass  beide  Seiten  der  Gleichungen  gesondert  in  einan- 
der übergehen.  Diese  Forderung  aber  kann,  wie  sich  leicht  ergiebt,  nur 
unter  der  Bedingung 

a«  =  öi»==6«  =  V,     c2  =  ci«  =  d2  =  //i« 
erfüllt  werden,  d.  h.  die  Gleichung  des  Hyperboloids  ist 

^«  +  ^«  =  x»(CH^*). 

Hiermit  ist  die  Identität  beider  Definitionen  erwiesen. 

Die  zweite  von  Herrn  Schroeter  ebenfalls  als  charakteristisch  an- 
geführte Eigenschaft  des  Hyperboloide ,  dass  .es  sich  durch  zwei  projec- 
tivische  Ebenenbüschel  erzeugen  lässt,  deren  entsprechende  Ebenen  senk- 
recht auf  einander  stehen,  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

und  der  Belation 

Solcher  Paare  tou  Ebenenbüscbeln  existiren  zwei,  nfimlich 

By  —  Cz^-i^il-  Ax)  =  0,     By  +  Cz (1  +  ^a;)  =  0, 

^y  -  C2  -  fi  (1  +  ^a:)  =  0,     By  +  Cz (1  -  ^a;)  =  0. 

Ganz  analoge  Betrachtungen  lassen  sich  über  das  gleichseitige  hyper- 
bolische Paraboloid  anstellen. 


Z^Itichilft  t  Mathematik  u.  Physik,  XXIII,  6.  ^*  Digitized  by  VjOOQIC 


XIII. 
üeber  die  Bedingungen  der  Aggregatzastandsyer&ndenug. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwer 

in  Rcgensbnrg. 


In  meiner  Abhandlung  „lieber  die  Art  der  Bewegung,  welche  lii 
W&rme  nennen^',*  habe  ich  die  Principien  angegeben,  auf  welchen  die 
Veränderung  des  Aggregatzustandes  der  Körper  beruht,  und  gleichzeitig 
habe  ich  auf  S.  176  als  Beispiel  eine  Gleichung  vom  vierten  Grade  mit 
willkürlich  gewählten  Constanten  angegeben,  um  die  Art,  wie  die  A|* 
gregatzustandsveränderungen  zu  Stande  kommen,  zu  zeigen.  Im  N«d- 
stehenden  will  ich  diese  willkürlich  gewählte  Gleichung  mit  solchen  Ter- 
tauschen,  die  aus  den  an  verschiedenen  Körpern  gemachten  Beobaei- 
tungen  abgeleitet  wurden,  um  mit  ihrer  Hilfe  zu  zeigen,  dass  bei 
bestimmten  Temperaturen  eine  Veränderung  des  Aggregatzustandes  qd 
ausbleiblich  sei.  Die  Beweisführung  bleibt  im  Allgemeinen  die  nämlicb«'^ 
die  ich  in  der  obenerwähnten  Abhandlung  wählte,  und  die  vorgenom- 
menen Aenderungen  sind  zunäclist  im  Interesse  der  grösseren  AUgemeic- 
heit  gemacht  worden. 

Die  Gleichgewichtslage  der  Atome  tritt  dann  ein,  wenn  die  KrüAe, 
welche  je  zwei  derselben  einander  zu  nähern  oder  sie  von  einander  n 
entfernen  streben,  sich  aufheben. 

Eine  Annäherung  der  Atome  verursacht  der  Druck  der  Luft,  der 
im  Nachstehenden  mit  p  bezeichnet  werden  soll.  Seine  Wirkung  ist  on- 
abhängig  von  dem  Volumen  oder  der  Atomdistanz  des  Körpers,  denn 
denken  wir  uns  letzteren  in  einen  Cylinder  mit  verschiebbarem  Deckel 
eingeschlossen,  welcher  letztere  als  nicht  schwer  angenommen  werden 
soll,  so  ist  der  von  der  Luft  auf  die  Flächeneinheit  der  andern  Seite  des 
Deckels  ausgeübte  Druck  unabhängig  davon,  ob  der  Deckel  mehr  oder 
weniger  weit  zurückgeschoben  wird.     Ob  der  eingeschlossene  Körper  — 


*  Diese  Zeitechrift  XVI II,  2. 
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wir  wollen  setzen,  er  sei  ein  Gas  —  diesen  Druck  auszuhalten  vermag, 
ist  eine  andere  Frage. 

Neben  dem  Luftdrucke  wirkt  auf  die  festen  und  die  tropfbar -flüs- 
sigen Körper  noch  der  Druck  des  äusseren  Aethers. 

Wie  ich  an  einem  andern  Orte*  gezeigt  habe,  widerspricht  die  all- 
gemein verbreitete  Ansicht,  die  Aetherdichtigkeit  eines  Mediums  wachse 
mit  dessen  Brechun gs vermögen ,  sowohl  der  Rechnung,  als  auch  der  Be- 
obachtung. Der  Aether  im  Innern  der  genannten  Körper  ist  weniger 
dicht  als  im  allgemeinen  Räume,  und  der  Aether  des  letzteren  drückt 
ebenso  gegen  die  Oberfläche  der  Körper,  wie  die  atmosphärische  Luft 
bei  ihrem  Bestreben,  in  einen  luftverdünnten  Raum  einzudringen )  einen 
Druck  ausübt.  Der  auf  die  Einheit  einer  Kugeloberfläche  bethätigte 
Druck  des  Aethers  ist  dem  Kugelradius  oder  der  Atomdistanz  r  propor- 
tional. Ist  ji  eine  Constante,  so  lässt  sich  der  Aetherdruck  bezeichnen 
durch  Ar,** 

Die  gegenseitige  Einwirkung  der  Molecule  ist  im  grossen  Ganzen 
eine  Abstossung,  und  sie  lässt  sich  ausdrücken  durch  die  Formel 


1)  »'=_('«+Ä+y  +  ...), 


wenn  a,  n,  o,  g,  ...   positive,  /J,  y,  ...   positive  oder  negative  Constante 
bedeuten  und  das  Vorzeichen  —  eine  Abstossung  angiebt. 

Die  durch  die  Gleichung  1)  bezeichnete  Wirkung  gilt  für  die  abso- 
lute Temperatur  Null.  Werden  die  Körper  warm,  so  schwingen  ihre 
Molecule  um  ihre  Gleichgewichtslage,  und  je  stärker  diese  Schwingungen 
sind,  um  so  höher  ist  die  ihnen  entsprechende  Temperatur.  Wenn 
Schwingungen  stattfinden,  ist  es  unvermeidlich,  dass  die  einzelnen  Theil- 
cben  sich  einander  bald  nähern,  bald  sich  mehr  entfernen,  als  dieses  in 
der  Gleichgewichtslage  der  Fall  ist.  Ist  nun  die  gegenseitige  Wirkung 
der  Theilchen  eine  solche  Function  der  Entfernung,  dass  die  Wirkung 
wächst,  wenn  die  Distanz  abnimmt,  so  ist  es  unausbleibliche  Folge, 
dass  bei  der  Annäherung  die  gegenseitige  Wirkung  der  Theilchen  mehr 
wächst,  als  sie  bei  der  Entfernung  abnimmt,  und  es  ergiebt  sich  also 
als  Folge  der  Temperaturerhöhung  ein  Anwachsen  der  Molecularwirkung. 
Dieses  Anwachsen  habe  ich  bereits  in  meinem  Buche:  „Die  Molecular- 
gesetze"  und  in  meiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Art  der  Bewegung  etc." 
behandelt.  In  beiden  Fällen  bin  ich  von  der  Annähme  ausgegangen,  ^ 
dass  ein  Theilchen  zwischen  zwei  Wänden  oder  zwei  anderen  Moleculen 
hin-  und  hergehe.  Im  Folgenden  will  ich  die  Voraussetzung  machen, 
um  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  schwinge  ein  Theilchen  innerhalb  der 
gegen   den   Kugelradius  sehr  kleinen   Amplitude  i^io-     Zwischen   dem 


*  Diese  Zeitschrift  XX,  1. 
**  Meine  „Moleculargesetze"  S.  86. 
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schwingenden  Theilchen  und  einem  Pnnkte  der  Kngeloberfläcbe  besteb- 
die  dnrch  1)  angegebene  Relation  and  es  sei  der  Einflnss  za  bestimmei; 
welchen  das  schwingende  Theilchen  auf  ein  auf  der  Ktigeloberfläeb^ 
befindliches  aasübt. 

Befindet  sich  das  schwingende  Theilchen  auf  der  X-  Axe  in  der  Eot- 
femnng  x  von  dem  Mittelpunkte  c,  welcher  der  Anfangspunkt  der  C  \ 
ordinaten  ist,  befindet  sich  femer  an  dem  Punkte  «-  der  Kugeloberflach- 
ein  Theilchen,  ist  der  Winkel  scx^=%^  und  bezeichnet  —  crr— «  die  Weefc- 
selbeziehung  zwischen  x  und  5,  u  die  Entfernung  von  x.«,  so  ist  n&c* 
den  bekannten  Formeln  die  zwischen  der  Kugeloberfläche  und  dem  eh  \ 
geschlossenen  Theilchen  bestehende  Wirkung 

Da  rcos%=^ ■= ist,  so  wird 

LX 

3)  r«>ioa^  =  ^^— ^, 

'  X 

und  setzt  man  diesen  Werth  von  sin^dd-  in  2)  ein,  so  wird 

4)  .  «'-  =  -^J IT' ^"' 

wobei  das  Integral  von  uc=r  -{-x  bis  w  =  r  —  a?  zu  nehmen  ist.  WIH 
in  dieser  Weise  integrirt,  so  erhält  man 

c\  A        /        o\  r    ^      I  n(n  +  l)x^  1 

5)  n;»  =  ^.|«a(n^2)|^^:^+     ^^^„^^    +...J 

als  Wirkung  der  gesammten  Hohlkugel,  infolge  welcher  Wirkung  dj» 
Theilchen  gegen  die  Gleichgewichtslage  hingetrieben  wird.  Hätte  wi 
ausser  der  ersten  Hohlkugel  noch  eine  zweite  mit  dem  Radius  mr,  »•- 
wäre  bei  Bestimmung  ihres  Einflusses 

Hätte  der  Radius  den  Werth  m^r,  so  würde  m^  an  die  Stelle  von  »  n 
setzen  sein,  und  ist  eine  ganze  Menge  von  Hohlkngeln  über  einander, 
so  ergiebt  sich 

^  +f,  +  _i_+_L_+    V(>'+i)^ ,    1 

^V'^w»  +  '^m,"+'^*"y     JOr-+'    +     J- 
wofQr  der  Kürze  vegen 

8)        ^,=_i„«(„_2)[^^+5i;+.,.] 

gesetzt  werden  kann.  Die  einzelnen  Theilchen  sind  auf  den  Hofalkugek 
nicht  so  angeordnet,  dass  letztere  continuirlich  angeftillt  wären,  sonders 
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sie  sind  darch  bestimmte  Eutfernnngen  von  einander  getrennt;  es  soll 
jedoch  zunächst  angenommen  werden ,  ihre  Substanz  sei  continuirlich  über 
die  Hohlkugel  vertheilt.  Bei  dieser  Annahme  muss  in  Gleichung  8)  noch 
ein  Dichtigfceitscoefficient  eingesetzt  werden,  es  lässt  sich  aber  dieser  als 
in  den  Constanten  n    und  n^  mit  inbegriffen  betrachten. 

Wird  die  Wirkungsnorm  der  Theilchen  nicht,  wie  bisher  angenom- 
men wurde,  ausgedrückt  durch  —  ar"",  sondern  durch  —  jSr^*»,  so  be- 
käme man  statt  8) 

9)  ^„  =  _4^„(o-2)[^  +  ^  +  ...]. 

Tritt  die  durch  1)  angegd)ene  Wirkung  ein,  so  wird 


10) 


Sind   die   einzelnen  Glieder  von    W^  gegen  die  entsprechenden  von    W^ 
klein,  so  kann  hierfür  auch  gesetzt  werden 

Werden  die  Coefficienten  von  x  nnd  a?  in  11)  durch  tf  and  2^  ersetzt, 
so  ergiebt  sich  bei  Nichtberücksichtigung  der  höheren  Potenzen  von  x 

12)  ■  »'=-(<p.T  +  2^a:«). 

Es  besteht  demnach  eine  Kraft,  welche  das  Theilchen  gegen  den  Mittel* 
punkt  hintreibt,  es  veranlasst,  zu  schwingen,  und  darum  wird 

13)  ^=_(g,a:  +  2tf;;r8), 

14)  1^"  =  ,,2 _  -.  (y ^«  +  ^0:4)  +  c, 

und  bedeutet   V  die  Geschwindigkeit  für  die  Zeit,  in  welcher  das  Theil- 
chen die  Gleichgewichtslage  passirt,  so  wird 

=-•(■+14 

Da  nun  x  eine  kleine  Grösse  ist,  so  kann  man  auch  setzen 

16)  (y'^-v^)(\--x^^q>x^. 

Das  Maximum  der  Elongation  erreicht  das  Theilchen  in  a:^,  wenn  9  =  0, 
also  ittt 
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17)  -rJ^:- 


dx 
Nach  Ersetzung  von  v  durch  seinen  ursprünglichen  Werth  —  wird  ans  16 

18)  di=-   '         ' 


und  die  Integration  von  x  ==0  bis  x=^Xq  giebt 

oder,  wenn  man  für  or^,  (p  und  if;  die  Werthe  aus  11)  und  17)  einsetzi 


2  2  f'    4««»'(n-2)\        2an'(n-2)r— "^"V 

^  L^     *««n'>-2)V  +  l;i;"W«(«-2)r— +  -7  +  -J 
Wird  zur  Vereinfachung  jS=ry=:0  genommen,  so  erhält  man 

21)  ' "=?/^4«^(n-2)«'r""^^ 7t«  J(n--2)  "•"•••} 

Es  bedeutet  hier  <  die  Zeit,  während  welcher  das  Theilchen  von  0  bl- 
Xq  oder  umgekehrt  geht,  und  zu  einer  ganzen  Schwingung  bedarf  es  ab' 
das  Vierfache  dieser  Zeit. 

Bei  Bestimmung  der  Einwirkung,  welche  das  schwingende  Theilchf: 
seinerseits  auf  ein  auf  der  Eugeloberfläche  von  dem  Radius  r  befindlidi« 
Theilchen  ausübt,  muss  darauf  Rücksicht  genommen  werden,  welche  Bicb* 
tung  die  Schwingungen  haben.  Nehmen  wir  an ,  wir  haben  statt  einet 
einzigen  schwingenden  Theilchens  deren  soviele,  als  Schwingnngsrict 
tungen,  und  dieser  cbensoviele,  als  Elemente  der  Eugeloberfläche,  > 
werden,  diese  Theilchen  jeweilig  selbst  eine  Eugelfläche  von  dem  Badici 
X  darstellen:  Ein  einzelnes  Theilchen,  das  infolge  von  Aenderuog  d^' 
Schwingangsrichtung  nach  und  nach  alle  die  vielen  vertritt,  wird  ebec»o 
nach  und  nach  die  Gesammtthätigkeit  ausüben,  welche  den  ^eleo 
gleichzeitig  zukommt,  und  seine  mittlere  Wirkung  ist  demnach  gleich  de: 
Wirkung  der  ganzen  Kugelfläche,  dividirt  durch  die  Zahl  der  Theilchec. 
also  dividirt  durch  die  Oberfläche  der  Kugel.  Bezeichnet  man  den  ver 
änderlichen  Kugelradius  mit  x^  so  giebt  der  Quotient,  multiplicirt  ici* 
dem  Zeitelemente,  während  dessen  sich  das  Theilchen  in  x  aufb&It,  dt^ 
Werth  der  Wirkung  des  schwingenden  Theilchens  während  der  Zeit  f': 
die  Wirkung  während  der  Zeit  t  aber  erhält  man,  wenn  durch  Integn* 
tion  dt  m  t  übergeht,  worauf  wieder  durch  Division  mit  /  der  Mittel- 
werth  der  Wirkung  während  der  Zeiteinheit  erhalten  wird. 
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Die  Wirkung  einer  Hohlkugel  von  dem  Radius  x  auf  einen  ausser- 
halb in  der  Entfernung  r  von  dem  Mittelpunkte  befindlichen  Körper  ist, 
wenn  das  Gesetz  der  wirkenden  Kraft  durch   -  a;— "  ausgedrückt  wird, 

wobei  das  Integral  von  u=r-\-x.  bis  u  =  t — .t  za  nehmen  ist.  £2s 
ergiebt  sich  sonach 

23)  n,„  =  -^^a?n[-  +  ^ ^^^ +...J. 

Wird  statt  der  Norm  —  ar-^  die  Formel  —  jSr— •  gesetzt,  so  wird 

und  ninmit  man  das  durch  1)  angegebene  Oesetz,  so  wird 

.  /4«>»(>i +  !)(«- 2)  .  4P»t(o  +  l)(o-2)  ,       \  "1 

■•"V  ^?^  ■•"  e^H^^  +...yaf  +  ...J 

oder,  wenn  ar~"  gegen  ßr-'...  sehr  gross  ist,  mit  hinlänglicher  Ge- 
nanigkeit 

^  .  4«;r(n  +  l)(n-2)xV,  .       /3(o+l)(o-2)        .      \         n 

Diese  Einwirkung  würde  also  stattfinden,  wenn  es  soviele  schwingende 
Tbeilcben  gäbe,  als  Flächen elemente  da  sind;  da  aber  nur  ein  einziges 
vorbanden  ist,  das  nach  und  nach  die  durch  W  ausgedrückten  Abstos- 
Bungen  ausübt,  muss  IF'  durch  die  Zahl  der  Flächenelemente,  also  durch 
4ar^3s  dividirt  werden,  und  der  mit  dl  multiplicirte  Quotient  giebt  die 
mittlere  Wirkung  für  alle  Stellungen ,  bei  welchen  sich  der  schwingende 
Körper  in  der  Entfernung  x  von  der  Gleichgewichtslage  befindet,  wenn 
er  sich  während  der  Zeit  dl  dort  aufhält.     Wird  nun  noch 

a{n  +  \){n-2)/  ß(o+i)(r,-2)  \ 

6r«+i  \   ■*■«(//  + l)(n-2)r-»''"  "7      ** 

gesetzt  nnd  statt  dl  der  in  18)  angegebene  Wertb  genommen,  so  wird 

26)  fF\  =  -   §   /      ,    ''      ■ 
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Die  Integration  von  a:  =  0  bis  x  =  Xq  giebt 

and   wird   darch  /  dividirt,   so   erhält   man  die  mittlere  Wirkung  in  der 
Zeiteinheit 

28)  H^'^  =  _(i  +  |LV...). 

Dnrch  Einsetzen  der  Werthe  von  i,  (i  und  qt  wird  hierauf 

Die  Vergleichung  der  Formeln  1)  und  29)  zeigt,  dass  durch  die 
Schwingungen  die  Einwirkung  eines  Theilchens  auf  ein  anderes  sich  in 
der  Weise  ändert,  dass  zu  der  ursprünglichen  Wirkung  noch  eine  wei- 
tere tritt,  welche  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Gleich- 
gewichtslage passirt  wird,  direct,  der  dritten  Potenz  der  Entfernung 
umgekehrt  proportional  ist,  in  der  sich  aber  ausserdem,  wenn  |3,  y,  ••• 
nicht  vernachlässigt  werden  dürfen,  noch  die  ursprüngliche,  d.  h.  die  bei 
dem   Ruhezustande   stattfindende   Norm   gewissermassen   abspiegelt.    Für 

den  Fall ,  dass  die  Grössen  -   ,  --,...  als  verschwindend  klein  betracb- 
tet  werden  können,  wird 

Der  vorstehenden  Rechnung  liegt  die  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dass  das  schwingende  Theilchen  von  Hohlkugeln  umgeben  sei,  über 
welche  die  Masse  der  übrigen  Theilchen  continuirlich  ausgebreitet  ist. 
Die  nächste  Folge  dieser  Annahme  ist,  dass  für  n  =  2  die  Hauptglieder 
9,  tf;  und  fi  verschwinden,  weil  sie  den  Factor  n  — 2  enthalten.  Es  lässt 
sich  nun  allerdings  sehr  leicht  einsehen,  dass,  wenn  die  Bedingung  der 
gleichmässigen  Vertheilung  über  eine  Hohlkugel  nicht  erfüllt  ist,  auch 
die  genannten  Grössen  nicht  verschwinden  werden;  doch  halte  ich  es 
nicht  für  überflüssig,  eine  besondere  Art  der  Atomvertheilung  unter  der 
Annahme,  dass  die  wirkende  Kraft  dem  Quadrat  der  Entfernung  um- 
gekehrt proportional  sei,  noch  einer  näheren  Prüfung  zu  unterziehen. 

Bei  den  Luftarten  und  den  tropfbaren  Flüssigkeiten,  wenn  auch  bei 
den  letzteren  vielleicht  nicht  ohne  Ausnahme ,  muss  die  Gruppirung  der 
einzelnen  Theilchen  bezüglich  dreier  auf  einander  senkrechter  Axen  eine 
gleiche  sein;  denn  wenn  dieses  nicht  der  Fall  wäre,  so  würde  auch  die 
Aethervertheilung  nach  den  verschiedenen  Richtungen  verschieden  aas* 
fallen,  was  dann  wiedfer  eine  Doppeltbrecliung  des  Lichtes  bewirken 
würde.      Bei   den  Gasen   ist  eine  i^oppeltbrechung  nicht  vorhanden  nn^ 
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dämm  gilt  die  erwähnte  Annahme  wenigstens  für  diese.  Unter  den  tropf- 
hären  Flüssigkeiten  mögen  die  circnlarpolarisirenden  eine  Ausnahme 
machen,  die  übrigen  jedoch  thnn  es  schwerlich.  Nach  dieser  Annahme 
hilden  die  Atome  auf  (gedachten)  Kngeloberflächen  Gruppen,  deren  ein- 
zelne Glieder  gegen  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Axen  so  ver- 
theilt  sind,  dass  die  Gruppirung  bezüglich  der  einen  Axe  sich  bei  der 
andern  wiederholt,  wie  die  Ecke  eines  holoedrischen  tesseralen  Krystal- 
les  es  gegen  die  krystallographischen  Axen  thut,  und  diese  Axen,  die 
ich  als  diejenigen  der  Coordinaten  nehme,  sollen  auch  die  Richtungen 
angeben,  in  denen  nach  einander  die  Schwingungen  vor  sich  gehen. 

Macht  der  Badius  eines  Theilchens  mit  den  Axen  die  Winkel  y,  x,  % 
und  ist  X  die  Coordinate  des  schwingenden  Theilchens,  so  ist  die  Kraft  w^ 
mit  welcher  letzteres  von  ersterem  in  die  Gleichgewichtslage  zurückgeführt 

wird, 

a{r  cosy  —  x) 

(r*  —  2rx  cos y  +  x*)'/«  * 
31)       :^_„|^f^  +  J(3c«*y«-l)  +  ^(-|cojy-^co«y») 

x^  1 

Ausser  dem  ersten  Atome  befindet  sich  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Halbkugel  dem  ersten  gegenüber  ein  zweites,  bei  dem  cosy  den  ent- 
gegengesetzten Werth  hat,  und  es  heben  sich  also  infolge  des  Zusam- 
menwirkens beider  Theilchen  die  Glieder  auf,  welche  mit  ungeraden  Po- 
tenzen von  cosy  multiplicirt  sind,  während  die  übrigen  sich  addiren. 
Ausser  diesen  zwei  Atomen  sind  noch  zwei  andere  da,  die  mit  der  A'-Axe 
die  Winkel  x  und  %  machen,  während  zwei  weitere  die  Winkel  180  +  )^ 
und  180  +  %  haben.     Durch  Addition  der  Wirkungen  wird 

32)  «;'=  -  ^  (-  21  +  35(co5/  +  cosYf^-itcosi^)  +  ...)• 

Solcher  Systeme  von  zusammengehörenden  Atomen  giebt  es  nun  auf 
der  Kugelfläche,  die  man  sich  mit  dem  Radius  r  um  die  Gleichgewichts- 
lage gezogen  denken  kann,  mehrere,  und  da  jedenfalls  eine  möglichst 
gleichförmige  Gruppirung  der  Atome  stattfindet,  so  müssen  um  so  mehr 
Systeme  von  zusammengehörenden  Atomen  da  sein,  je  grösser  die  Kugel- 
Oberfläche   ist.     Die  Zahl  der  Systeme  wächst  mit  dem  Quadrate  von  r, 


tiplicirt  werden.     Es  ist  nun 

33)         fr'=-  ^  2:[-  21  +  35 (cof  y^  +  coffx*  +  co^X*)  +.. .]. 

Ausser  der  einen  Kugelschale  wirken  noch  diejenigen,  deren  Radien  2r, 
3r,  ...  sind,  und  es  wäre  darauf  bei  Berechnung  der  Summe  Rücksicht 
zu  nehmen,    sowie  auch   darauf,    dass   für  jede   Kugelfläche  gleichviele 
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34)  ^  =  -2*^» 


Gruppen  zu  bilden  sind,  weil  dem  Anwachsen  der  Zahl  der  Theilcben 
in  den  grösseren  Kugeln  bereits  durch  die  Einführung  von  r*  Rechnung 
getragen  ist.  Der  Ausdruck  unter  den  eckigen  Klammern  in  33)  ist 
jedenfalls  positiv,  denn  sonst  wäre  die  vorausgesetzte  Atomgruppirung 
keine  solche  des  Gleichgewichts.  Setzt  man  den  Coefficienten  von  a^  in 
33)  gleich  2^,  so  wird  analog  der  Gleichung  13) 

und  daraus 

^35)  F»-v«  =  t|;a?*. 

Der  grösste  Werth  von  x^  bei  dem   V  =  0  wird,  ist 

36)  -o=;>^. 

dx* 
Wird  statt  v*  in  35)  sein  Werth  -^  gesetzt,  so  wird 

37)  dl p^ ■ 


'/'--n 


In  dieser  Gleichang  iBt  nun  x  =  cos^J/  —  zu  setzen  and  es  wird  dann 


^4F»t|;/^/       sind» 


^^^  =|(l  +  i  +  y|,  +  ,MT  +  -):      * 


2  ^*T^TT^5TffT^5nnTT----y^j^. 

7t  A 

wenn^  gleich  der  Summe  der  Beihe  gesetzt  wird. 

Die  nach  dem  Radius  gerichtete  Componirende  der  Wirkung,  welche 
das  schwingende  Theilcben  seinerseits  von  den  Punkten  ^x  aus  auf  ein 
äusseres  Theilcben  ausübt,  dessen  Radius  mit  der  ^-Axe  den  Winkel  y 
macht,   ist  angegeben  durch 

qq^  «,  «(r4:a;cQ^y) 

Da  das  Theilcben  nun,  wie  vorausgesetzt,  abwechselnd  in  der  ^-,  F- 
und  Z-Axe  sich  bewegt,  so  wird  die  in  der  Richtung  des  Radius  thätige 
Componirende  der  Wirkung  in  den  Fällen,  dass  das  Theilcben  sich  in 
±y  und   +2  befindet,  ausgedrückt  durch 

und  


(/'*  +  2ry  COSK  +  y^f^  {r^  ±2rz  cosi  +  z^)''^' 

Wird  nun  x  =  y^z  gesetzt  und  in  Reihen  entwickelt,   so  wird   nach 
Addition  sämmtlicher  sechs  Fälle  ^  t 
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40)  ^f^i  =  -  6«  (^  +  ^  (-  Ml  +  m  (cosy''  +  cosh'  +  cosx'd  +  ...). 

Hätte  man  statt  eines  Theilcbens  deren  sechs,  die  sich  gleichzeitig  in 
+  ^»  +^1  +2  befänden,  so  wäre  ihre  gemeinschaftliche  Wirknng  anf 
das  Theilchen  der  Kugeloberfläche  die  dnrch  40)  angegebene  W^ .  Ist  nur 
ein  Theilchen  da,  das  der  Reihe  nach  die  genannten  sechs  Stellungen 
einnimmt,  so  wird  es  nach  und  nach  die  nämliche  Wirkung  ausüben, 
welche  die  sechs  auf  einmal  haben,  und  theilt  man  letztere  durch  6,  so 
ergiebt  sich  die  mittlere  Wirkung,  die  das  Theilchen  ausübt,  wenn  es 
sich  abwechselnd  in  +ir,   +  y,   +z  befindet,  wo  x  =  y  =  z  ist. 

Hält  sich  das  Theilchen  an  diesen  Punkten  während  der  Zeit  dt  auf, 
so  ist  die  Einwirkung  damit  zu  multipliciren,  und  wird  dann  wieder  A 
und  fA  eingeführt,  so  ergiebt  sich 

41)  Wt  =  -J{k  +  (ia^)di 

oder  nach  37) 


2 
Das  Integral  von  d  =  0  bis  #  =  90**  genommen,  giebt 

in  welcher  Gleichung  A  die  Constante  aus  38),  B  eine  neue  Constante 
bedeutet.  Wt  giebt  nun  die  Wirkung,  während  das  Theilchen  von  a;=0 
bis  x  =  Xq  geht,  und  wenn  man  mit  der  mittlerweile  verflossenen  Zeit 
41)  dividirt,  so  ergiebt  sich  die  Wirkung,  die  während  der  Zeiteinheit 
stattfindet.     Diese  ist 

Das  Ergebniss  ist,  wie  oben,  das  Auftreten  einer  neuen  Kraft,  welche 
dem  Quadrate  von  V  direct,  der  dritten  Potenz  von  r  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

Da  es  sich  im  Nachstehenden  nicht  um  die  Bestimmung  der  Con- 
stanten a,  J?,  ...,  sondern  höchstens  um  die  Frage  handelt,  ob  ausser  a 
noch  andere  Constante  vorhanden  seien,  so  kann  einstweilen  von  44) 
Umgang  genommen  werden,  und  ich  werde  mich  daher  der  Gleichung 
29)  bedienen,  der  ich  die  einfachere  Form  geben  will: 
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45)  w,=-[m^^J^), 


wobei 


l%7tn 


...  =  z; 


gesetzt  sein  soll.  Ausser  dem  soll  versuchsweise  t  als  der  absoluten  Tem- 
peratur gleich  gesetzt  werden.  Es  ist  dieses  zur  Zeit  eine  willkürliche  An- 
nahme, deren  Richtigkeit  oder,  wenn  man  will,  Genauigkeit  der  Vergleich- 
ung  der  Resultate  von  Rechnung  und  Beobachtung  überlassen  bleiben  mag. 
Werden  nun  die  verschiedenen  zwischen  zwei  Moleculen  thätigen 
Kräfte  zusammengenommen ,  so  hat  man  den  Luftdruck  p  und  den  Aether- 
druck  Ar^  welche  die  Molecule  einander  zu  nähern  suchen,  während  die 

KxL 
Molecularthätigkeit  iV,    die  durch  die  Temperaturwirkung  — 3-  verstärkt 

ist,  die  Molecule  von  einander  entfernen  würde.  Für  den  Gleichgewichts^ 
zustand  muss  j^^  r 

r" 

46)  (^-p-.^r)^  +  T  =  0 

oder  • 

47)  F(r)  +  T  =  0 

sein.  Aendert  sich  t  um  ^t,  so  ändert  sich  r  um  z/r  und  47)  geht 
über  in 

48)  F{r)  +  F\r)  Jr  +  F'\r)  Jr^  +  .,.  + x  +  Jt==^0, 

Wird  der  Einfachheit  wegen  für  F\r),  F'\r),  ...  a,  b,  ...,/,  m,  für  //r 
aber  x  gesetzt,  so  wird 

49)  mx""  +  /.tr"  -^  + . . .  +  6a:«  +  aa:  +  -^T  =  0. 

Diese  Gleichung  entspricht  genau  der  Gleichung  76)  in  meiner  Abhand- 
lung „Ueber  die  Art  der  Bewegung  u.  s.  w.**.  Es  ist  nur  in  der  gegen- 
wärtigen Gleichung  die  Ableitung  insofern  eine  allgemeinere,  als  ich 
bezüglich  der  gegenseitigen  Einwirkung  der  Molecule  weiter  gar  Nichts 
vorausgesetzt  habe,  als  dass  dieselbe  eine  Function  der  Entfernung  sei. 
Ausserdem  habe  ich  statt  einer  bestimmten  Richtung  der  Schwingungen 
vorausgesetzt,  dass  letztere  in  allen  möglichen  Richtungen  vor  sich  gehen 
können ,  was  wenigstens  bei  den  nicht  krystallisirten  Körpern  der  Natur 
besser  entsprechen  dürfte. 

Ist  in  49)  n  gross  genug,  so  kann  für  die  jeweiligen  Werthe  von  ^x 
derjenige  von  x  mit  entsprechender  Genauigkeit  bestimmt  werden.     Wird 
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bei  einem  Körper  Ax  nach  und  nach  grösser,  so  ändert  sich  auch  der 
Werth  von  a;,  und  wird  dieser  für  eine  gegebene  Grösse  von  Ar  imagi- 
när, so  ist  dieses  ein  Zeichen,  dass  es  hier  für  diese  Temperatur  keine 
Gleichgewichtslage  mehr  gebe.  Es  werden  sich  also  die  Atome,  ihrer 
gegenseitigen  Abstossung  gehorchend,  '^on  einander  entfernen  und  es 
tritt  eine  Verdampfung  ein,  wenn  die  Theilchen  nicht  unterwegs  eine 
neue  Gleichgewichtslage  passiren.  In  letzterem  Falle  beschränkt  sich  die 
'^ggregatzustandsveränderung  auf  den  Uebergang  von  einem  festen  Ag- 
gregatzustand in  einen  andern  festen  oder  in  einen  flüssigen,  oder  von 
einem  flüssigen  in  einen  andern  flüssigen. 

Das  Sieden  der  Flftssigkeiten. 

Die  den  nachstehenden  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Beobach- 
tungen sind  von  Kopp  (Pogg.  Ann.  LXXII)  veröffentlicht.  Es  wurde 
von  den  einzelnen  Beobachtungen  in  der  Weise  eine  Auswahl  getroffen, 
dass  bei  nahe  gleichmässiger  Ausdehnung  die  Beobachtungstemperaturen 
in  nahe  gleichen  Intervallen  genommen  wurden,  während  bei  ungleich- 
massiger  Ausdehnung  näher  an  einander  liegende  Temperaturen  zur  Bech- 
nung  benützt  wurden,  wenn  die  Ausdehnung  stärkere  Abweichungen  zeigte. 
Alkohol.  Wird  das  Volumen  desselben  bei  0^  gleich  1  gesetzt,  so 
ist  es  den  Beobachtungen  zufolge  bei 

.15«     1,01585,  50^     1,05623, 

20«    1,02128,  60<>     1,06910, 

25«     1,02680,  75«     1,08994. 

40«     1,04404, 
Der  beobachtete  Siedepunkt  ist  78,4«. 

Diese  Beobachtungen  können  nun  in  verschiedener  Weise  combinirt 
werden.  Werden  diejenigen  von  40«  und  75«  gewählt,  so  ergiebt  sich 
bei  denselben  die  lineare  Ausdehnung  also  das  x  der  Gleichung  49)  zu 
0,0144696  und  0,0291237,  während  die  Werthe'von  /Ix  40  und  75  sind. 
Werden  diese  Ziffern  in  49)  eingesetzt,  so  bekommt  man  zwei  Gleich- 
ungen, welche  6  =  12910,65  und  «  =  —  2951,228  ergeben.  Die  Gleich- 
ung  49)  wird  demnach  zu 

50)  12910,65  a:«  —  2951,228  a:  +  z/r  =  0, 

woraus  sich 

a:  =  0,1 142943  +  ]/0,1142943«-  0,0*7745542  Ax 
ableitet.     Wenn  nun  Ax  mehr  und  m«hr  wächst,  so  muss  der  Werth  des 
Wnrzelausdruckes  fortwährend  abnehmen  und  endlich  bei 
^n  ^         0,1142943«       ^^  ^. . 

^^)  ^^=  0,0^7745542  =^^^>^^^ 

verschwinden.     Steigt  Ax  noch  weiter,  so  wird  der  Wurzelausdruck  ima- 
ginär, es  giebt  also  keinen  Gleichgewichtsznstand  mehr,  die  Atome  ent- 
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fernen  sich  also,  der  Alkohol  kocht.  Vergleicht  man  den  berechne- 
ten Siedepunkt  168,654®  mit  dem  beobachteten  78,4  ^  so  ist  allerdings 
eine  grosse  Differenz  vorhanden ;  man  kann  sich  aber  dem  Beobachtnngs- 
resnltate  nähern. 

Werden  die  Beobachtnngei)  von  25®,  50®  und  75®  znr  Bestimmung 
der  Constanten  verwendet»  so  erhält  man  die  Gleichnng 

52)  102889,7a:«  +  8334,18a:«  -  2905,223  ar  +  z^r  =  0. 

Wird  diese  Gleichnng  nach  x  und  Ax  differentiirt  und  -^ — =0  gesetzt, 

so  ergiebt  sieh 

53)  x^  +  0,05400072  x  -  0,00941203  =  0 , 

und  daraus  leitet  sich  ab,  dass  x  bei  0,07370231  einen  extremen  Werth 
erhält,  woraus  sich  dann  der  Siedepunkt  zu  127,656®  ergiebt,  welcher 
sonach  dem  Beobachtungsresultat  schon  bedeutend  genähert  ist. 

Werden  die  Beobachtungen  15®,  30®,  45®,  60®  und  75®  zusammen- 
genommen, so  erhält  nian  die  Gleichung 

126411300a?ß  -  12807750a:*  +  539195,00?»  +  2515,61  a?« 
^  -  2880,396a: +  ^T  =  0. 

Hier  wird  x  imaginär,  wenn  ^t=  115,366®,  und  der  berechnete  Siede- 
punkt hat  sich  also  dem  beobachteten  abermals  genähert. 

Es  dttrfte  nun  wohl  die  Erwartung  berechtigt  sein,  dass  bei  Fort- 
setzung des  Verfahrens  Rechnung  und  Beobachtung  endlich  zusammen- 
fallen; doch  ist  der  Grad  der  hierzu  nöthigen  Gleichung  wohl  ein  ziem^ 
lieh  hoher.  Ich  habe  Anstand  genommen,  in  der  Rechnung  weiter  zn 
gehen,  weil  ich  fürchtete,  dass  die  unvermeidlichen  Fehler  der  Beobach- 
tung das  Resultat  am  Ende  sehr  fraglich  machen  würden. 

Bei  Zusammenstellung  der  Beobachtungen  20®,  40®,  60®  und  75® 
ergiebt  sich  die  Gleichung 

55)  3868398  a:*  -  322925, 1  x»  -  4554,00  x^  +  2886,203  a?  -  zf  t  =  0. 
Diese  Gleichung  giebt  keinen  Siedepunkt,  denn  sie  hat  keinen  grössten 
Werth  von  /ix. 

Die  oben  angegebenen  Volumina  des  Alkohols  sind  das  Mittel  ans 
drei  Beobachtungsreihen.  Für  75®  erhielt  Kopp  1,08986,  1,08971  und 
1,09027.  Setzen  wir  den  Fall,  letztere  Beobachtung  sei  die  einzige  und 
es  werden  mit  ihr  die  obigen  Beobachtungen  von  20®,  40®  und  60®  com- 
binirt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

56)  340745,9a:* -  167583,6x8  -  6622,76a:«  +  2894,301  a:  -  z/t  =  0, 
und  aus  dieser  berechnet  sich  der  Siedepunkt  des  Alkohols  zu  120,86®. 
Die  Grenze,  bei  welcher  das  Imaginärwerden  von  x  eintritt,  liegt  also 
innerhalb  der  verschiedenen  Beobachtungsergebnisse.  Ich  muss  übrigeDS 
hierbei  bemerken,  dass  aller  Wahrscheinlickeit  nach  die  Thermometer- 
grade nicht  gleichwerthig  sind,  je  nachdem  man  sie  weiter  oben  oder 
weiter  unten  nimmt.     Das  Quecksilber  dehnt  sich  ungleichmässig  aas  und 
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mit  der  Luft  ist  es  anch  nicht  anders.  Die  beobachteten  Volumina  des 
Alkohols  entsprechen  daher  etwas  niedrigeren  Temperaturen,  als  angegeben, 
und  zwar  ist  die  Abweichung  grösser,  wenn  die  Temperatur  steigt.  Es 
entsprechen  also  eigentlich  die  beobachteten  Ausdehnungen  niedrigeren 
Temperaturen,  als  angegeben,  um  so  niedrigeren,  je  grösser  der  Werth 
der  Ausdehnung  ist,  oder  mit  anderen  Worten:  die  wirkliche  Ausdehnung 
ist  grösser,  als  die  beobachtete,  und  die  Differenz  wächst  mit  der  Tem- 
peratur. Dieser  umstand  würde  eine  Erniedrigung  des  Siedepunktes  ver- 
ursachen. 

Wie  schon  die  Verschiedenheit  der  berechneten  Werthe  der  Coeffi- 
cienten  von  x,  or^  ...  in  den  verschiedenen  Gleichungen  53)  bis  56) 
ergiebt,  geben  die  vorstehenden  Formeln  die  Ausdehnung  des  Alkohols 
nicht  vollständig,  und  es  ist  recht  gut  möglich,  dass,  wenn  eine  Gleich- 
ung von  sehr  hohem  Grade  berechnet  würde,  das  Imaginärwerden  der 
Wurzel  auch  für  den  Fall  einträte,  dass  das  Volumen  des  Alkohols  bei 
75^  1,08994  ist,  wie  dieses  ursprünglich  angenommen  wurde. 

Wasser.     Die  Ergebnisse  der  Volumbeobachtungen  sind: 

Vol.  bei  00  =  1 :  Vol.  bei  4^  =  1  : 
40«        1,007531,  1,007655, 

50^         1,011766,  1,011890, 

60<>        1,016590,  1,016715, 

70«         1,022246,  1,022372, 

80  0        1,028581,  1,028707, 

100^        1,042986,  1,043114. 

Combinirt  man  die  Beobachtungen  von  40«  und  100«,  so  erhält  man  die 
(auf  das  Volum  bei  4«  =  1  bezogene)  Gleichung 

633984,0a:«-  15758,4«+ z^t  =  0, 
woraus  sich  der  Siedepunkt  zu  97,923«  (über  4«  C.)  ergiebt. 

Bei  Zusammenstellung  der  Beobachtungen  von  50«  und  100^  resul- 
tirt  die  Gleichung 

47709,20?«  -  13535,27  a:  +  zf  r  =  0. 
Der  Siedepunkt  berechnet  sich  hieraus  zu  96,000«  (über  4«  C.)  und  hier 
fallen  also  Rechnung  und  Beobachtung  vollständig  zusammen. 

Werden  die  Beobachtungen  von  60«  und  100^  zusammengenommen, 
so  wird 

386107,1a«-  12246,04«  +  zfT  =  0 

und  der  Siedepunkt  ergiebt  sich  zu  101,101«  C. 

Die  Combination  der  Beobachtungen  von  40«,  60®,  80«  und  100« 
giebt  die  Gleichung 

7495585000a:*  -  249562100a:«  +  2981533a:«  -  20240,20a-  +  zf  t  =  0 
und  als  Siedepunkt  erhält  man  daraus  100,101«  C. 
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Nimmt   man    die  Beobachtungen    40°,  70®   und  100®  zusammen,  so 
heisst  die  Gleichung 

65386450x3  -  1726906«»  +  18116,44a:  -  ^t  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  der  Gleichung  55)  analog,  sie  giebt  also  auch  keinen 
Siedepunkt.  Eine  kleine  Verrückung  der  Beobachtungsdata  würde  vohl 
ähnliche  Dienste  leisten  wie  bei  55),  doch  habe  ich  dieselbe  für  über- 
flüssig gehalten.  Ebenso  erachtete  ich  es  als  unzweckmässig,  weiter,  als 
bis  zur  vierten  Potenz  von  x  zu  gehen,  denn  bei  der  geringen  Aas- 
dehnung,  die  das  Wasser  durch  Temperaturerhöhung  erfährt,  heisst  es 
schon  den  Beobachtungen  viel  zutrauen,  wenn  man  nur  bis  zur  vierten 
Potenz  geht.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  auch  den  Alkohol  und  nicht, 
wie  Kopp,  das  Wasser  vorangesetzt.  Ein  Eingehen  auf  hohe  Potenzen 
von  X  ist  übrigens  bei  dem  Wasser  auch  nicht  nothwendig,^  um  den 
Siedepunkt  zu  bestimmen,  weil  es  sich  gegen  denselben  hin  viel  rascher 
ausdehnt,  als  fern  davon.  Je  gleichmässiger  die  Ausdehnung  eines  Kör- 
pers ist,  um  so  höher  ist  der  Grad  der  Gleichung,  welche  man  braucht, 
um  den  Punkt  zu  bestimmen,  an  dem  der  Aggregatzustand  sich  ändert. 

Holzgeist.     Ueber  sein  Verhalten  bei  der  Erwärmung  finden  sieb 
unter  den  Kopp* sehen  Versuchen  folgende: 

Volum  bei  25®     1,02912, 

„    30<»     1,03513, 

„    35«     1,04124, 

„         „    45  0     1,05391, 

Siedepunkt:  65,5^  "         "    ®^'     1,08147. 

Werden  von  diesen  Beobachtungen  diejenigen  von  30«  und  65®  ver- 
bunden, so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

9028,192««  -  2696,187«  +  ^t  =  0. 
Aus   dieser  leitet  sich  die  Siedehitze  201,298«  ab.     Verbindet  man  die 
Beobachtungen  35«  und  65«,  so  wird 

9576,397««  -  2710,687«  +  -^t  =  0, 
woraus  sich  der  Siedepunkt  191,821«  ableitet. 

Bei  der  Zusammenstellung  von  25«,  45«  und  65«  erhält  man  dip 
Gleichung  234584,1 «»  +  32,47 ««  -  2622,368«  +  ^t  =  0. 
Aus  dieser  ergiebt  sich  als  Siedetemperatur  106,573«.  Es  ist  also  hier 
bereits  eine  bedeutende  Annäherung  an  das  Ergebniss  der  Beobachtung 
erfolgt;  doch  ist  aus  der  grossen  Gleichmässigkeit  der  Ausdehnnng  des 
Holzgeistes  zu  schliessen,  dass  man  ungeachtet  der  ersten  Anufihemng 
auf  einen  hohen  Gleichungsgrad  zurückzugreifen  hätte,  um  die  Beobach- 
tung zu  erreichen. 

Buttorsäure.     In   einer   zweiten,   in    dem   nämlichen   Bande  roo 
Pogg.   Ann.   befindlichen    Abhandlung   hat   Herr   Kopp   noch   die  Aas- 
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dehnnng  and  die  Siedepnnkte  einer  grösseren  Anzahl  von  Flüssigkeiten 
bestimmt.  Ich  habe  mich  davon  dispensirt,  sie  alle  zu  berechnen ;  and 
will  hier  aar  diejenige  Flüssigkeit  noch  nehmen,  welche  unter  den  unter- 
suchten Flüssigkeiten  den  höchsten  Siedepunkt  hat:  die  Buttersäure,  und 
dann  diejenige,  deren  Siedepunkt  am  tiefsten  liegt:  das  Aldehyd. 

Die  Beobachtungen    geben  folgende  Ausdehnungen  der  ButtersAnre : 
60^    1,06596,  110«     1,12909, 

70°     1,07785,  155«     1,19584. 

80°     1,09007, 
Siedepunkt  157°. 

Die  Verbindungen   der  Beobachtungen  von  70°  und   155°,  80°  und 
155^  90°  und  155°  geben  der  Beihe  nach 

6673,703  a«  -  2933, 1 90  or  +  ^/  t  =  0 , 
Siedepunkt  322,27°; 

6813,360x«  -  2941,769a:  +  Jx  =  0, 
Siedepunkt  317,54°; 

6670,008 a:«  -  2932,963 ar  +  z/t  =  0, 
Siedepunkt  322,42°. 

Werden    die  Beobachtungen  von  60°,  110°  und  155°  combinirt,   so 
ergiebt  sich 

16523,46  ar^  +  5265,663  x«  -  2909,048  a-  +  z/t  =  0, 

welcher  der  Siedepunkt  263,004°  entspricht.  Die  Annäherung  an  die 
Beobachtung  ist  weniger  gross,  als  zu  erwarten  stand.  Wahrscheinlich 
nacht  sich  hier  der  obenerwähnte  Umstand  geltend ,  dass  bei  hohen  Tem- 
peraturen die  einzelnen  Thermometergrade  denen  der  niedrigen  Tem- 
peraturen nicht  gleichwerthig  sind. 

Aldehyd.     Die  beobachteten  Volumina  sind: 

5°     1,00790,  15°     1,02476, 

10°     1,01616,  20°     1,03372. 

>iedepunkt  20,8°. 

Durch  Verbindung  der  Beobachtungen   10°  und  20°  erhält  man 
12803,64a:«  -  1935,004a'  +  ^^  =  0, 
Siedepunkt  73,109°. 

Werden    die  Beobachtungen   von   5°,    10°,  15°  und  20°  zusammen- 
;eaommen,  so  wird 

65473390  X*  -  1355156  a:»  +  21239,06a:«  -  1951,367  a:  +  ^t  =  0. 
)er  Siedepunkt  berechnet  sich  nun  zu  31,820°. 

Sieden   bei  verschiedenem  äusseren  Drucke.     Die  Znsam- 
lenstellung  der  Formeln  46)  und  47)  ergiebt,  dass 


letzt  man  nun  « 


nr)  =  (itf-^r)^_|^. 
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80  wird  bei  einer  Aenderang  von  t 

q>{r)  +  ^(r)  +  (g>»  +  rp\r))jr  +  ((p»  +  t^"(r))  ^r«  + . . .  + 1  +  Jt  =  0. 
Es  ist  nnn  offenbar  ganz  leicbt,  mit  Hilfe  von  aus  Beobachtungen  ab« 
geleiteten  zusammengehörenden  Werthen  von  Siedetemperaturen  und  Aus- 
dehnungen die  Grössen  q>{r)^  ^(0)  «-*  ^^  bestimmen.  Mich  würde  diese 
Rechnung  für  jetzt  zu  weit  führen  und  es  möge  daher  der  vorstehende 
Hinweis  genügen. 

Das  Schmelzen  der  festen  Körper. 

Wenn  ein  fester  Körper  schmilzt;  so  ist  die  Ursache  der  Erschei- 
nung die  nämliche,  die  auch  das  Sieden  der  Flüssigkeiten  veranlasst: 
es  ist  das  Imaginärwerden  derjenigen  Wurzel  der  Gleichung  des  Körpers, 
welche  die  mit  der  steigenden  Temperatur  sich  ändernde  Ausdebnang 
angiebt.  Ausser  dieser  Wurzel  kann  die  Gleichung  nocb  eine  andere 
haben,  welche  bei  gleichem  z/r,  für  welches  die  erste  Wurzel  imaginär 
wird,  noch  reell  bleibt  und  grössere  x  giebt,  als  diese. 

Einen  solchen  Fall  zeigt  die  Gleichung  76)  in  meiner  obenerwähn- 
ten Abhandlung  „üeber  die  Art  der  Bewegung  u.  s.  w/*.  Wenn  nnu 
die  Atome,  welche  der  ersten  Wurzel  folgten,  bei  dem  Imaginärwerden 
derselben  sich  von  einander  entfernen,  so  treffen  sie  noch  eine  zweite 
Wurzel  an ,  welche  wieder  eine  Gleichgewichtslage  giebt\  und  bei  ferne- 
rer Temperaturerhöhung  gehorchen  sie  dem  Gesetze  der  neuen  Wurzel. 
Auf  dem  Uebergange  von  einer  Wurzel  zur  andern  bernbt 
das  Schmelzen  der  Körper. 

Wenn  durch  Temperaturerhöhung  ein  Imaginärwerden  der  Wurzel 
eintritt,  so  suchen  die  Atome  diejenigen  Stellungen  auf,  in  denen  sie 
sich  weniger  abstossen;  sie  müssen  sich  also  von  einander  entfernen,  und 
dieses  geschieht  auch,  wenn  das  Volumen  des  Körpers  bei  dem  Schmel- 
zen abnimmt,  wie  z.  B.  das  Eis. 

Die  absolute  Summe  der  Abstossungen ,  die  zwischen  einer  grossem 
Anzahl  von  Atomen  stattfinden,  ist  eine  kleinste,  wenn  bei  gleichem 
Volumen  die  Atomvertheilung  eine  derartige  ist,  dass  die  Entfernungen 
zwischen  je  zwei  benachbarten  Atomen  einander  ganz  oder  möglichst 
gleich  sind.  Diese  Bedingung  ist  erfüllt  bei  den  Flüssigkeiten ,  während 
die  festen  Körper,  namentlich  die  Krystalle,  leere  Zwischenräume  ein- 
schliessen.  Ich  habe  diese  Structur  in  meinem  Buche:  >,Die  Molecnlar- 
gesetze'S  S.  102  flgg.  näher  angegeben  und  es  möge  mir  gestattet  sein, 
hier  darauf  zu  verweisen.  Geht  ein  fester  Körper  in  eine  Flüssigkeit 
über,  so  kann  recht  gut  durch  Ausfüllen  der  Hohlräume  das  Gesammt- 
Volumen  kleiner  werden,   obwohl   die  Entfernungen  je  zweier  einander 
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zunächst  benachbarten  Theilchen  bedeutend  gewachsen  sind,  und  es  wäre 
eher  zn  erwarten,  dass  die  Volumabnahme  bei  dem  Schmelzen  der  Kör- 
per öfter  einträte,  als  dieses  in  der  That  der  Fall  zu  sein  scheint. 

Es  unterscheidet  sich  also  das  Schmelzen  von  dem  Sieden  dadurch, 
dass  bei  ersterem  noch  eine  reelle  Wurzel  vorhanden  ist,  in  welcher  die 
Atome  aufgefangen  werden,  wenn  ihre  bisherige  Wurzel  imaginär  wird* 
während  dieses  bei  dem  Sieden  nicht  der  Fall  ist. 

Bezüglich  des  Nachstehenden  muss  ich,  um  Missverständnissen  vor- 
zubeugen ,  bemerken ,  dass  ich  hier  zunächst  den  Nachweis  bringen  will, 
dass  durch  Imaginärwerden  einer  Wurzel  auch  bei  den  festen  Körpern 
eine  Aenderung  des  Aggregatznstandes  eintreten  müsse.  Eine  zweite 
Frage  wäre  die,  ob  der  Körper  im  neuen  Zustande  eine  Flüssigkeit  sei 
oder  ein  Gas.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  reichen  die  vorhandenen 
Beobach tun gs data  nicht  aus,  und  dieselbe  soll  daher  zunächst  unberück- 
sichtigt bleiben ,  bis  ausreichende  Beobachtungen  über  das  Verhalten  der 
geschmolzenen  Körper  für  grössere  Temperaturintervalle  zu  Gebote  stehen. 

Die  den  nachstehenden  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Beobach- 
tungen sind  von  Kopp  in  den  Annalen  der  Chemie  XCIII  veröffentlicht 
worden. 

Wachs.     Die  Beobachtungen  geben  nachstehende  Volumina: 
40«    1,0318,  60®     1,1276, 

50®     1,0677,  64®     1,1607; 

Schmelztemperatur:  64®. 

Durch  Combination  der  Beobachtungen  40®  und  64®  ergiebt  sich 
63221,84ar2  -  4476,473ar  +  Jx  =  0. 
Dieser  Gleichung  entspricht  der  Schmelzpunkt  79,240®.  • 

Werden  die  Beobachtungen  von  50?  und  64®  mit  einander  verbun- 
ien,  so  wird 

34945,17 ar»  -  3036,373a?  +  ^t  =  0 

nit  dem  Schmelzpunkte  65,957®. 

Die  Combination  40®,  50®,  60®  Und  64®  giebt 

56027140 aj*  -  7118517a:3  -f-  3190l3,9a?«  -  6441,032^  +  ^^t  =  0. 

3ie8er  Gleichung  entspricht  der  Schmelzpunkt  o4,17®. 

Stearinsäure.     Beobachtet  ist: 

40®     1,0278, 
50®     1,0377, 
70®     1,0793; 
Schmelzpunkt:  70®. 

Die  Beobachtungen  von  40®  und  70®  geben 

98862,69a?«  -  5264,069 ar  -f-  ^t  =  0; 
Schmelzpunkt:  70,073®. 


22 
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Durch  Gombination  von  50^  und  70^  erhält  man 
98216,60««  -  5247,424«  +  zf  t  =  0; 
Schmelzpunkt:  70,088 ^ 

Oelsäurehaltige  Stearinsäure.     Die  Beobachtungen  geben: 

1«:  U: 

30®     1,0203     1,0190, 

Schmelzpunkt:  580.  ^»^    '^''''     ^'«««^ 

Gombination  U:  i4066,21««- 5408,802 «  +  ./t=:  0; 
Schmelzpunkt:  51,995®. 

Gombination  1*:  i5636,89^«- 5750,872^ +  ./t  =  0; 
Schmelzpunkt :  52,876  ®. 

Der  «berechnete  Schmelzpunkt  ist  hier  beträchtlich  niedriger,  als  der 
beobachtete.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  Beimengung  einer 
fremden  Substanz,  der  Oelsäure,  einen  Einfluss  bekundet. 

Stearin.     Den  Beobachtungen  zufolge  ist  das  Volum  bei 

30®     1,0148, 

40®     1,0222, 

50®     1,0308. 

Bei  50®  tritt  eine  Zusammensinterung  bis  1,0076  ein,  der  Schmelzpunkt 

ist  bei  60®. 

Werden  die  Beobachtungen  30®  und  50®  combinirt,  so  wird 
22672,50««  -  7224,014«  +  ^r  =  0; 
Schmelzpunkt:  57,543®. 

Die  Beobachtungen  40®  und  50®  geben 

18650,64««  -  6815,272«  +  z/t  =  0; 
Schmelzpunkt:  62,260®. 

Ghlorcalcium.     Beobachtet  wurde: 

20®     1,0066, 
25®     1,0123, 

Schmelzpunkt:  29®.  ^^'     ^'^^^^' 

Die  Zusammenstellung  von  20®  und  29®  giebt 

1068754««  -  11456,917«  +  z/t  =  0; 
Schmelzpunkt:  30,704®. 

Bei  Benützung  von  25®  und  29®  wird 

686627,0  a:«  -  8926,203  «  +  ^^  t  =  0 ; 
Schmelzpunkt:  29,010®. 

Fhosphorsaures  Natron.     Beobachtete  Volumina  sind: 

20®     1,0012, 

30®     1,0031, 

«.      I         .,    -j.n  35®     1,0048; 

Schmelzpunkt:  35*'.  '  r^  ^ 
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Zusammengestellte  Temperaturen : 

a)  20^  und  35®: 
23475630X«  -  59410,57a?  +  Jtc=0', 

Schmelzpunkt:  37,588 <>. 

b)  30»  und  35«: 

12653,9003?* -  42123,94a:  +  ^^T  =  0; 
Schmelzpunkt:  35,056^ 

Unterschwefligsaures  Natron.     Beobachtete  Volumina  sind: 

30«     1,0032, 
40«     1,0053, 
Schmelzpunkt:  45«.  '''     ^'^O««; 

Die  Beobachtungen  30«  und  45«  geben 

6904415a?«  -  35512,44a?  +  ^^t  =  0 ; 
Schmelzpunkt:  45,664«. 

Werden  40«  und  50«  verbunden,  so  wird 

5589278««  -  32538,11  a:  +  ^t  =  0; 
Schmelzpunkt:  47,355«. 

Rose^s    leichtflüssige    Metalllegirung.      Diese    Verbindung 
zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  sie  von  60«  an  nicht  nur  sich  nicht  aus- 
dehnt, sondern  sich  zusammenzieht.     Die  Beobachtungen  ergeben: 
Vol.  bei  0®=1:    Vol.  bei  60'>=1: 
60«        1,00267  1,0000000, 

80«        1,00060  0,9979355, 

90«        0,99724  0,9945845, 

95«       0,99467  0,9920215. 

Der  Schmelzpunkt  liegt  zwischen  95«  und  98«. 

Die  Combination  der  Beobachtungen  80«  und  95«  giebt 
8049492  x^  -  34590,73  x+Jx^O-, 
Schmelzpunkt:  97,161«  C. 

Stellt  man  90«  und  95«  zusammen,  so  wird 

4037065a:«  -  23890,39a:  +  ^t  =  0 ; 
Schmelzpunkt:  95,344«  C. 

Schwefel.     Beobachtungsergebnisse  sind: 

50«    1,0101,  90«  1,0203, 

60«     1,0127,  100«  1,0374, 

70«     1,0153,  110«  1,0722, 

80«     1,0179,  115«  1,0956; 
Schmelzpunkt:  115«. 

Werden   die  Beobachtungen  100«  und   115«  zusammengestellt,    so 

ergiebt  sich  236671,1a;« -  11035,04a.  +  .^t  =  0; 

Schmelzpunkt:  128,63«. 
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Werden  dagegen  die  Beobachtungen  110^  und  115^  benutzt,  so  wird 
I29525,3x«  -  7724,03 X  +  ^^t  =  0 
mit  dem  Schmelzpunkte  1 15,15  ^ 

Ausser  diesen  Zusammenstellungen  habe  ich  noch  diejenigen  der 
Beobachtungen  von  50  ^  60  ^  70  ^  80®  und  90®  mit  dem  Ergebnisse  von 
115®  berechnet  und  der  Reihe  nach  die  Schmelzpunkte  162,92®,  160,33^ 
159,49®,  159,72®  und  161,62®  erlMO^en.  Diese  Werthe  sind  wenig  von 
einander  verschieden,  aber  sie  sind,  verglichen  mit  der  Beobachtung, 
viel  zu  hoch,  während  eine  Annäherung  eintritt,  wenn  die  Beobachtung 
von  100®  benutzt  wird  und  eine  Coincidenz  von  Rechnung  und  Beobach- 
tung sich  einstellt,  sobald  man  das  Ergebniss  von  110®  in  Rechnung 
zieht.  Der  berechnete  Schmelzpunkt  nähert  sich  dem  beobachteten  in 
dem  Maasse,  als  man  zur  Berechnung  solche  Beobachtungen  nimmt,  welche 
näher  an  den  Stellen  liegen ,  an  denen  eine  starke  Krümmung  der  Aus- 
dehnungscurve  stattfindet. 

Aus  diesem  Grunde  müssen,  wie  ich  bereits  oben  bemerkt  habe,  die 
zur  Rechnung  verwendeten  Beobachtungen  näher  an  einander  liegen, 
wenn  die  Ausdehnung  starke  Abweichungen  zeigt.  Es  ist  eher  darauf 
zu  sehen,  dass  die  Ausdehnungen  gleiche  Intervalle  zeigen,  als  dass 
dieses  bei  den  Temperaturen  der  Fall  ist 

Uebrigens  versteht  sich  diese  Auswahl  der  Beobachtungen  von  selbst, 
denn  wenn  man  eine  Curve  mit  Hilfe  einzelner  fixer  Punkte  bestimmen 
will,  so  wird  man  letztere  auch  vorzugsweise  da  wählen,  wo  die  Curve 
die  meisten  Unregelmässigkeiten  zeigt. 

Wie  man  sieht,  schliesst  sich  der  berechnete  Schmelzpunkt  bei  den 
verschiedensten  Substanzen  in  genügender  Weise  an  den  beobachteten 
an;  doch  macht  eine  grosse  Ausnahme  hiervon  der  Phosphor.  Nach 
Eopp's  Zusammenstellung  dehnt  sich  der  Phosphor  von  0®  bis  40° 
gleichmässig  aus,  und  von  40®  bis  44®  ist  seine  Ausdehnung  nur  um 
eine  einzige  Einheit  in  der  letzten  Decimale  grösser,  als  sie  bei  vollstän- 
diger Gleichmässigkeit  wäre.  Dieses  entspricht  bei  der  Verbindung  mit 
der  Beobachtung  von  40®  einem  Schmelzpunkte  von  307,62®  statt  von  44®. 

Es  dürfte  sich  nach  dem  Vorstehenden  schwerlich  leugnen  lassen, 
dass  sich  die  Schmelzpunkte  der  Körper  in  der  von  mir  angegebenen 
Weise  berechnen  lassen,  denn  es  müsste  doch  ein  sonderbarer  Zufall 
sein,  wenn  Herr  Kopp  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Phosphors  nur  solche 
Körper  zu  seinen  Versuchen  gewählt  haben  sollte,  die  sich  der  Rech- 
nung anschliessen.  Es  kann  sich  also  nur  darum  handeln,  wie  das  ab- 
weichende Verhalten  des  Phosphors  zu  erklären  sei. 

Ich  habe  oben  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  sich  ein  Körper 
nach  einer  Gleichung  von  um  so  höherem  Grade  richte,  je  regelmässiger 
seine  Ausdehnung  ist,  und  dieser  Fall  wäre  bei  dem  Phosphor  gegeben. 
So  einfach  übrigens  diese  Erklärung  auch  ist,   so  genügt  sie  mir  darum 
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nicht  volUtfindig,  weil  es,  um  den  Schmelzpunkt  bestimmen  zn  können, 
bei  den  übrigen  Körpern  gar  nicht  nöthig  ist,  zn  einem  hohen  Grade  der 
Gleichung  seine  Zuflucht  zu  ergreifen.  Warum  soll  dieses  gerade  bei 
dem  Phosphor  der  Fall  sein?  Anders  wäre  es,  wenn  es  sich  um  eine 
Siedepunktsbestimmung  handelte«  denn  da  sind  im  Gegensatze  zu  den 
Schmelzpunkten  unregelmässige  Ausdehnungen  und  Gleichungen  von 
niedrigem  Grade  eine  Ausnahme.  Ich  möchte  daher  eher  glauben,  dass 
die  Ausdehnung  des  Phosphors  am  Ende  doch  nicht  so  ganz  regelmässig 
ist.  Die  Kopp 'sehen  Versuche  bilden  zwei  Reihen,  nach  denen  der 
Ausdehnungscoefficient  zwischen  8,3^  und  15,8^  0,000351  und  0,000366, 
zwischen  15,8®  und  41,1  <>  0,000371  und  0,000396,  dann  zwischen  15,8® 
und  43,1®  0,000369  und  0,000397  ist,  und  es  ergiebt  sich  hieraus  doch 
ein  kleiner  Unterschied  zwischen  der  Ausdehnung  bei  niedrigerer  und 
höherer  Temperatur.  Wären  Beobachtungen  über  die  mittleren  Tempera- 
turen vorhanden ,  so  könnte  es  sein ,  dass  auch  der  Phosphor  sich  der  all- 
gemeinen Hegel  anschliesst. 

Es  möge  mir  hier  gestattet  sein,  auf  die  obenerwähnte  Aufgabe  zu- 
rückzukommen, die  zweite  Wurzel  nachzuweisen,  in  welcher  der  Körper 
nach  dem  Imaginttrwerden  der  ersten  fortgeht,  um  bei  dem  Imaginär- 
werden der  zweiten  Gasgestalt  anzunehmen.  Bedingung  der  Aggregat- 
zustandsändemng  ist  ungleichförmige  Ausdehnung  bei  gleicher  Tempera- 
turzunahme. Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  giebt  es  weder  Sieden, 
noch  Schmelzen.  Ist  ein  Körper  weit  von  der  Aggregatzustandsänderung 
entferpt,  so  dehnt  er  sich  also  iin  Allgemeinen  regelmässig  aus,  und  dieses 
wird  also  zunächst  bei  den  Temperaturen  eintreten,  welche  wenig  über 
dem  Schmelzpunkte  sind.  lieber  die  Strecke  nun,  in  welcher  die  Aus- 
dehnung der  geschmolzenen  Körper  noch  regelmässig  ist,  gehen  die 
Kopp* sehen  Versuche  nicht  hinaus  und  es  ist  also  zur  Bestimmung  der 
zweiten  (Flüssigkeits -)  Wurzel  kein  Beobachtungsmaterial  gegeben. 

Ich  habe  ob^n  versuchsweise  angenommen,  dass  die  Temperatur  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  sei,  mit  welcher  die  Molecule 
die  Gleichgewichtslage  passiren,  und  in  dem  Zusammenstimmen  von  Rech- 
nung und  Beobachtung  dürfte  wohl  eine  Rechtfertigung  dieser  meiner 
Voraussetzung  zu  finden  sein.  Es  ist  jedoch  dabei  nicht  zn  übersehen, 
dass  weder  die  Gleichung  29),  noch  44)  mit  dem  Gliede  abschliesst,  in 
welchem  das  Quadrat  von  V  vorkommt,  und  es  giebt  daher  noch  Glie- 
der, in  denen  /^,  /^  ...  vorkommt.  Es  geht  mit  der  angeführten  Norm, 
wie  mit  den  anderen  Gesetzen  auch;  sie  ist  nur  richtig,  wenn  die  Be- 
obachtungen nicht  sehr  genau  sind,  und  je  weiter  eine  gewisse  Grenze 
überschritten  wird,  um  so  leichter  lässt  sich  die  Ungenauigkeit  wahr- 
nehmen. Mit  dem  Mariotte*schen  und  dem  Gay-Lussac'schen  Ge- 
setze ist  der  Fall  der  nämliche. 
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XIV. 

Heber  die  Polarflächen  der  windschiefen  Flächen 
dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Ad.  Hochheim, 

Professor. 


Einleitung. 

Bewegt  sich  eine  gerade  Linie  im  Hanme  und  gleitet  dabei  auf  zwei 
festen  Geraden  und  einem  Kegelschnitte,  welcher  von  der  einen  der 
festen  Geraden  geschnitten  wird,  fort,  so  beschreibt  sie  eine  windschiefe 
Fläche  dritter  Ordnung.  Die  eine  gerade  Leitlinie  (/>),  welche  den  Kegel- 
schnitt schneidet,  ist  eine  Doppellinie,  die  andere  {E)  eine  einfache  Linie 
der  Fläche.  In  jedem  Punkte  der  Fläche,  welcher  sich  auf  der  Geraden 
D  befindet,  schneiden  sich  zwei  Erzeugende,  welche  mit  der  Geraden  E 
in  einer  Ebene  liegen.  Bemerkenswerth  sind  zwei  Punkte  der  Linie  />, 
die  sogenannten  Rückkehrpunkte;  in  jedem  derselben  fallen  die  beiden 
Erzeugenden  zusammen.  Die  windschiefe  Fläche  wird' längs  einer  dieser 
singnlären  Erzeugenden  durch  eine  einzige  Ebene  berührt,  welche  die 
Gerade  E  enthält.  Betrachtet  man  die  beiden  Tangentialebenen  längs 
der  singulären  Erzeugenden  (xj  =  0 ,  ^r^  =  0)  und  die  Tangentialebenen 
an  den  Rtlckkehrpunkten  der  Doppellinie  D  (arg  =  0,  x^=:0)  als  Co- 
ordinatenebenen  eines  Hesse' sehen  tetraedrischen  Systems,  so  sind  die 
Gleichungen  der  beweglichen  Geraden 

und  demnach  die  Gleichung  der  windschiefen  Fläche  dritter  Ordnung 
1)  x^x/ —  x^x^^  =z  0. 

In  der  folgenden  Untersuchung  mögen  zwei  verschiedene  Lagen  der 
Doppellinie  D  Berücksichtigung  finden.  Wir  bezeichnen  sonach  diejenige 
windschiefe  Fläche,  deren  Doppellinie  in  der  Endlichkeit  liegt,  mit    ^t 
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diejenige  dagegen ,  deren  Doppellinie  sich  in  unendlicher  Entfernung  be- 
findet, mit    W. 

Die  Gleichung  einer  windschiefen  Fläche  dritter  Ordnung  lässt  sich 
aber  nur  dann  in  die  Form  1)  bringen,  wenn  die  beiden  Geraden  D  und 
E  getrennt  liegen,  denn  sobald  diese  beiden  Leitlinien  sich  decken,  müssen 
auch  die  vorerwähnten  Tangentialebenen  zusammenfallen. 

Von  Cayley  wurde  zuerst  nachgewiesen,  dass  eine  windschiefe  Fläche 
dritter  Ordnung  ezistirt,  deren  beide  gerade  Leitlinien  sich  decken.* 
Diese  Fläche  entspricht  der  Gleichung 

2)  oc^^  +  oc^{XiX^  +  x^x;)  =  0,    . 

und  die  Lage  der  Linie  T,  welche  D  und  E  enthält,  ist  bestimmt  durch 
die  beiden  Relationen 

ajj  =  0,     a?js=0. 

Die  Erzeugung  dieser  windschiefen  Fläche  kann  in  folgender  Weise 
geschehen : 

„Man  nehme  in  j:^  =  0,  x^  =  0  eine  Reihe  von  Punkten  und  lege 
durch  diese  Gerade  eine  dieser  Reihe  nach  gleichem  Doppelverhältniss 
entsprechende  oder  homographische  Reihe  von  Ebenen.  Dann  liegt  die 
Erzeugende  der  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  von  irgend  einem 
Punkte  der  Doppellinie  ausgeht,  in  der  jenem  Punkte  entsprechenden 
Ebene  und  schneidet  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den 
Durchschnittspunkt  ihrer  Ebene  mit  der  Doppeldirectrix  zum  Doppel- 
punkt hat."** 

In  dem  Folgenden  möge  diese  letztere  Fläche,  wenn  ihre  Linie  T 
in   der  Endlichkeit  liegt,    mit    ^,    dagegen   falls  sich  T  in  unendlicher 

t.e 

Entfernung  befindet,  mit    W  bezeichnet  werden. 

€.CD 


Abschnitt   I. 
Die  Folarfl&chen  der  windschiefen  Flächen  W  und  W, 

d,e  d.Qo 

1.  Die  Gleichungen  der  Polarflächen  eines  Punktes  beztlglich  einer 
windscMefen  Elftohe  1).  Gegeben  seien  die  tetraedri sehen  Coordinaten 
eines  Punktes  (Ar)  §^,  ^^^  ^s*  §4-  Durch  Differentiation  der  Gleichung  1) 
lassen  sich  in  bekannter  Weise  die  Gleichungen  der  Polarflächen  ***  des- 


*  Grelle,  Joum,  f.  Math.  Bd.  60,  S.  315. 

*♦  Salmon,  Analyt.  Geom.  d.  Curv.  i.  Raum  u.  Flächen,  deutsch  von  Prof. 
Fiedler,  S.  890. 

***  Balmon,  Analyt.  Geom.  d.  Fl.  S.  16. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


310 
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selben   in  Bezug  auf  eine  windschiefe  Fläche  1)  anfstellen,  nämlich  die 
der  quadratischen  Polarfläche  {Pk^) 

3)  5iar4«-  Sjä:,»-  2|,a:ga;,  +  2i^x^x^^0 

und  die  der  Folarebene  {Pk^) 

2.  Die  quadratische  Polarfiäche.  Aus  der  Gleichung  3)  folgt:  Die 
quadratische  Polarfläche  des  Punktes  k  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  ist  eine  windschiefe  Fläche  zweiter 
Ordnung,  welche  die  Doppellinie  D  in  sich  enthält. 

Die  Resultate  für  die  Flächen  IF  und   W  gestalten  sich  in  folgender 

d.e  «I.Qo 

Die  Fläche>A9  bezüglich 

^  ist  ein  hyperbolisches  Pa*- 
«r.  OB 

rabojoid,  dessen  Axe  in  der 
Geraden  x^^Oj  x^=rQ  liegt; 
dasselbe  geht  durch  die  un- 
endlich ferne  Doppellinie  und 
wird  dort  von  der  Ebene  0*4=0 
berührt. 

Ein  System  von  Geraden  auf 
dem  Paraboloid  ist  der  Ebene  ^8  =  0 
parallel;  die  zu  diesem  System  ge- 
hörende ,  in  der  Ebene  0:3  =:  0  lie- 
gende Gerade  entspricht  den  Gleich- 
ungen 

Si^4  +  2|4^i  =  0,     0:3  =  0. 


Weise: 

Die  Fläche  Pkq  bezüglich 
fF  ist  ein  dreiaxiges  Hyper- 

d.c 

boloid  mit  ein  er  Mantelfläche, 
dessen  Axen  durch  die  Gleich- 
ung 

bestimmt  werden  können. 

Die  eine  Axe  desselben  fallt  mit 
der  Geraden  or^ssO,  0:3  =  0  zusam- 
men. 

Die  Ebene  0:4  =  0  berührt  die 
Fläche  Pkq  in  dem  Punkte  0:2=0, 
0:3  =  0,  0:4  =  0  und  schneidet  sie  in 
den  beiden  Geraden 

0-3  =  0,     0:4  =  0 
und 

§20:3  + 2^30:5,  =  0,     0:4  =  0. 

Die  Ebene  0:3=0  dagegen  schnei- 
det Pkg  ausser  in  J)  in  der  Geraden 

0:3  =  0,     §10:4  +  2140:1  =  0, 
berührt  also  die  Fläche  in  der  Un- 
endlichkeit. 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  3)  ergiebt  sich: 

Jede  windschiefe  Fläche  1)  wird  von  der  zugehörigen  quadratischen 
Polarfläche  eines  Punktes  k  ausser  in  der  Linie  D  noch  in  einer  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  geschnitten,  deren  Projection  auf  die  Ebene  x^=0 
die  Gleichung 

5)  ii^i^A  —  J2«i«4  —  2^30:2  /o:i  0:2  +  2^40:10:2  =  0 

besitzt. 
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Der  Fol  k  werde  längs  einer  Parallelen  zn  der  Geraden  ;rg=0,  0:3=0 
verBchoben,  dann  folgt  ans  Gleichung  3): 

Verschiebt  man  den  Pol  k  parallel  der  Geraden 
^«  =  0,    a?8  =  0, 
so  ändern  sich  zugleich  die  Axen     so  tritt  eine  Verschiebung,  aber  keine 
des  Hyperboloids  Pk^  bezüglich  W.      sonstige  Veränderung  des  hyperbo- 

^''      lischen  Paraboloids    Puq  bezüglich 
W  ein. 

Setzt  man  ^  =>  0 ,  so  gehen  die  Gleichungen  3)  und  5)  über  in 
Sio:/- 2I3 arg 0:3  +  2^^3:13:^  =  0, 
i^x^x^  —  2^0:,  }/x^^  +  2^^x^x^  =  0. 
et)  Befindet  sich  demnach  der  Pol  k  in  der  Ebene  0^2  =  0, 
so  wird   das  Hyperboloid   Pk^  be-     so   wird  das  hyperbolische  Parabo- 
züglich  FFvon  jeder  Ebene,  welche     loid  Pkq    bezüglich    W  von  jeder 

d.e  d.» 

2^4  =  0  parallel  läuft,  Ebene,  welche  a;^  =  0  parallel  läuft, 

in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten. 

ß)  Liegt  der  Pol  k  in  der  Ebene  x^  =  Qy  so  besteht  die  Projection 
der  Raumcurye,  in  der  eine  windschiefe  Fläche  1)  von  der  zugehörigen 
quadratischen  Polarfiäche  Pkg  geschnitten  wird,  auf  die  Ebene  0:3  =  0 
ans  einer  Doppelgeraden  und  einem  Kegelschnitt. 

Es  sei  ^  =  0,  l3==0,  dann  gehen  die  Gleichungen  3)  und  5)  über  in 
I1V+  254^1^4  =  ö,  Jia?2«4  +  2^40:^0?,  =  0. 
Verlegt  man  also  den  Pol  k  in  die  Axe  aFg  =  0,  oTgSsO,  so  degenerirt 
die  quadratische  Polarfläche  Pk9  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1) 
in  zwei  Ebenen,  und  die  Projection  der  Eaumcurve  5),  in  der  sich  die 
windschiefe  Fläche  und  die  quadratische  Polarfläche  schneiden,  geht  über 
in  zwei  Doppelgerade,  von  denen  die  eine  mit  der  Geraden  D  zusam- 
menfallt. 

3.  Die  Polarebene.  Der  Gleichung  4)  entspricht  die  Polarebene  des 
Punktes  k  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1).  Dieselbe  schneidet 
die  Doppellinie  oTg^^O,  ^^  =  0  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  eine 
durch  k  gehende  Ebene  die  windschiefe  Fläche  berührt. 

Die  Schnittcurve  einer  windschiefen  Fläche  1)  und  der  zugehörigen 
Polarebene   {Pk^)  ist  von  der   dritten  Ordnung  und  die  Projection  der- 
selben auf  JTg  =  0  besitzt  die  Gleichung 
6)  X, (S,« V  -  1.« X*)  -  2  V(S» Sb^-,  -  kko'i)  =  0. 

Als  besondere  Lagen  der  Polarebene  Pke  lassen  sich  folgende  an- 
führen. 

Befindet  sich  der  Punkt  k.  in  der  Ebene  0^2  =e  0 ,  so  steht  die  Polar- 
ebene Pke  auf  der  Ebene  0:3  =  0  lothrecht. 
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Liegt  der  Pol  k  auf  der  Ebene  a:j  =  0, 
so  ist  die  Polarebene  Pu  e  bezüglicb     so  ist  die  Polarebene  Pu  e  bezüglich 
der  Fläche    W    der  Ebene  0:^  =  0     der  Fläcbe    W  der  Ebene   «1  =  0 

parallel  parallel 

nnd  die  Projection  der  Scbnittcurve  besteht  aus  drei  Geraden,  von  denen 

zwei  zusammenfallen. 

Wenn   sich    der  Pol  k   auf  der  Liegt  der  Pol  k  auf  der  Ebene 

Ebene  2^4  =  0  befindet,  so  steht  die     :rj  =  0,  so  geht  die  Polarebene  Pjt^ 
Polarebene  PkC   bezüglich    W   auf     bezüglich  der  Fläche  ^  durch  den 

d,e  d.co 

dieser  Ebene  lothrecht  und  enthält     Punkt  or^sO,  j7j  =  0,  0^3 sO. 
die  Axe  arj  =  0,  a?3=0  in  sich.     Die 
Projection  der  Scbnittcurve  ist  eine 
Parabel  dritter  Ordnung. 

4.  Benehongen  der  Polarflächen  zu  einander.  Aus  den  Gleichungen 
3)  und  4)  folgt: 

o)  Die  Polarebene  des  Punktes  k  in  Bezug  auf  eine  windschiefe 
Fläche  1)  ist  zugleich  die  Polarebene  desselben  Punktes  bezüglich  der 
quadratischen  Polarfläche  Pkg. 

ß)  Geht  die  quadratische  Polarfläche  des  Punktes  k  durch  den  Punkt 
A,  so  liegt  auch  der  Punkt  k  auf  der  Polarebene  des  Punktes  A. 

Daraus  folgt:  Der  geometrische  Ort  der  Pole  Ar,  deren  quadratische 
Polarflächen  alle  durch  den  Punkt  h  gehen ,  ist  die  Polarebene  des  Punk- 
tes hy  und  der  geometrische  Ort  der  Pole  /r,  deren  Polarebenen  alle  den 
Punkt  h  enthalten,  ist  die  quadratische  Polarfläche  des  Punktes  h. 

5.  Dar  Pol  liege  auf  der  windschiefen  Fläche.  Befindet  sich  der 
Punkt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst,  so  berührt  die  Polarebene 
Pte  sowohl  die  windschiefe  Fläche,  als  auch  die  quadratische  Polarfläche 
Pk  g  in  diesem  Punkte.  Demnach  muss  auch  die  windschiefe  Fläche  von 
der  quadratischen  Polarfläche  Pkg  im  Punkte  k  berührt  werden. 

a)  Durch  Elimination  von  x^  aus  den  Gleichungen  1)  und  3)  erhält 

oder 

7b)  ar3  =  0,  54^8"-Ss«4  =  0,  ^iXy{^x^  +  ^Xj^)'-'2^^XiX^=^0. 
Befindet  sich  demnach  der  Pol  k  auf  einer  windschiefen 
Fläche  1),  so  schneidet  die  quadratische  Polarfläche  Pjt?  ^i^ 
windschiefe  Fläche  ausser  in  der  Doppellinie  in  zwei  Ge- 
raden, von  denen  die  eine  die  durch  den  Punkt  k  gehende 
Generatrix  ist,  und  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung. 


man,   wenn  man  zugleich  für  g^  ^^^^  Ausdruck  -p^  substituirt» 
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Die  Projection  der  letzteren  Curve, 
in   der  die  windschiefe  Pläche    W     in   der  die  windschiefe'  Fläche    fV 

d,€  rl.oD 

von  der  zugehörigen  quadratischen  von  der  zugehörigen  quadratischen 
Polarfläche  Ptq  geschnitten  wird,  Polarfläche  Ptg  geschnitten  wird, 
auf  oTg  =  0  ist  eine  Hyperbel.  auf  a:^  =  0  ist  eine  Parabel. 

ß)  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  1)  und  4)  x^  und  setzt  zugleich 
fc  ti 
—    für  1^  ein,  so  ergiebt  sich 

8a)         |jl4*^i  V  -  fe*^i^/  -^1  ^' V  +  2I1S3I4 ^-^4  =  0 
oder 

8b)         ^40:3  -  Isja:^  =  0,     ^£4^1*3  -  2§ig^X3«  +  ^^^x^x^  =  0. 

Die  Tangentialebene  am  Punkte  k  einer  windschiefen 
Fläche  1)  schneidet  dieselbe  demnach  in  der  durch  den  Punkt 
k  gehenden  Generatrix  und  in  einem  Kegelschnitte.  Der 
Kegelschnitt  schneidet  die  Generatrix  im  Punkte  k  und  in 
der  Doppellinie  der  windschiefen  Fläche. 

Die  Projection  des  Kegelschnittes, 
in  dem   die  windschiefe  Fläche   fF     in   dem   die  windschiefe  Fläche   W 

d.e  d.oo 

von  der  Tangentialebene  am  Punkte  von  der  Tangentialebene  am  Punkte 
k  geschnitten  wird ,  auf  x^  =  0  ist  k  geschnitten  wird ,  auf  X2  —  O  ist 
eine  Parabel.  ein  Hyperbel 

Rückt  der  Berührungspunkt  k  auf  einer  Generatrix  einer  windschie- 
fen Fläche  1)  fort,  so  dreht  sich  die  Tangentialebene  um  diese  Generatrix. 

Jede  Ebene  E^  welche  die  einfache  Leitlinie  einer  windschiefen 
Fläche  1)  in  sich  enthält,  ist  eine  Doppeltangentenebene  derselben.  Die 
beiden  Berührungspunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  einfachen  Leitlinie 
nnd  der  beiden  Erzeugenden,  welche  auf  der  Ebene  E  liegen. 

Eine  Gerade  G  durchsticht  eine  windschiefe  Fläche  1)  im  Allgemeinen 
in  drei  Punkten ,  von  denen  jeder  in  einer  Generatrix  liegt.  Durch  jede 
geschnittene  Generatrix  und  die  Gerade  g  ist  eine  Tangentialebene  der 
Fläche  bestimmt.     Daraus  folgt: 

Durch  eine  Gerade  G  lassen  sich  drei  Tangentialebenen  an  eine 
windschiefe  Fläche  1)  legen;  dieselbe  gehört  demnach  nicht  nur 
der  dritten  Ordnung,  sondern  auch  der  dritten  Classc  au. 

y)  Wenn  man  endlich  aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  x^  eliminirt, 
80  erhält  man 

9a)  2^,^^x,x,  ~  35i 54*  V  +  4Si&^4^s^4  -  ^li,'^^'  "  2 U%x^x,  =  0 
oder 

9b)  54^3-58^4  =  0,     253|,:r,-3£il4aJ3  +  |j3aj,  =  0. 

Daraus  folgt: 

Die  Tangentialebene  am  Punkte  k  einer  windschiefen 
Fläche    1)    schneidet    die    quadratische    Polarfläche    dieses 
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Punktes  in  zwei  Geraden,  welche  die  Inflezionstangenten 
der  windschiefen  Fläche  im  Pnnkte  k  sind.  Die  eine  dieser 
Inflexionstangenten  fällt  mit  der  durch  k  gehenden  Gene- 
ratrix  zusammen. 

6.  Die  Diametralflächan.  Gegeben  sei  eine  Gerade  G^  welche  eine 
windschiefe  Fläche  1)  im  Allgemeinen  in  drei  Punkten  durchsticht.  Es 
lässt  sich  auf  einer  solchen  Transversale  ein  Punkt  bestimmen ,  für  wel- 
chen die  algebraische  Summe  seiner  Entfernungen  von  den  Schnittpunk- 
ten verschwindet.  Dieser  Punkt  heisst  das  Centrum  der  mittleren  Ent- 
fernung der  Schnittpunkte,  Den  geometrischen  Ort  des  Centrnms  der 
mittleren  Entfernung  in  einem  System  paralleler  Transversalen  bezeich- 
net man  als  die  der  Richtung  der  Transversalen  conjugirte  Diametral- 
fläche erster  Ordnung  (Diametral ebene)  der  windschiefen  Fläche;  dagegen 
nennt  man  den  geometrischen  Ort  des  Punktes,  für  den  die  Summe  der 
Producte  von  je  zwei  Abschnitten,  die  von  ihm  aus  gemessen  durch  die 
Transversale  und  die  windschiefe  Fläche  gebildet  werden ,  die  der  Rich- 
tung der  Strahlen  conjugirte  Diametralfläche  zweiter  Ordnung.  Die  Dia- 
metralflächen einer  Fläche  sind  die  Polarflächen  unendlich  ferner  Pnnkte. 
Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  kann  man  demnach  die  Gleichungen  der 
Diametralflächen  einer  windschiefen  Fläche  1)  entwickeln,  indem  man 
den  Pol  k  in  die  Unendlichkeit  fortrücken  lässt. 

A.    Die  Diametralflächen  der  Fläche   W.     Führen  wir  Carte- 

d.e 

cc  oc  oc 

sische  Coordinaten  ein,  indem  wir  cc  für  — ,  y  für  — ,  z  für  — ^  setzen, 

X^  Xy^  x^ 

und  bezeichnen  wir  die  Winkel,  unter  denen  eine  Transversale  G  des 
Systems  gegen  die  Goordinatenaxen  geneigt  ist,  mit  a^  ßj  yy  ^^  erhalten 
wir  als  Gleichung  der  Diametralfläche  zweiter  Ordnung 

10  a)  y*  cosa'\-2xycosß  —  2zco$Y  =  0 

und  als  Gleichung  der  Diametral  ebene 

10b)  xcos^ß  +  2y  cosacosß^  cos^y  =  0. 

Aus  der  Relation  10a)  folgt: 

Die  einem  Strahlenbündel  conjugirte  Diametralfläche 
zweiter  Ordnung   der  windschiefen  Fläche   ^  ist  ein  hyper- 

bolisches  Paraboloid,  dessen  Axe  mit  der  z-Axe  zusammen- 
fällt. 

Laufen  die  Transversalen  der  2'Z- Ebene  parallel,  so  ist  die  Dia- 
metralfläche ein  parabolischer  Cylinder,  dessen  Generatrix  auf  der  FZ- 
Ebene  lothrecht  steht. 

Zieht  man  die  Transversalen  parallel  der  ^'F- Ebene,  so  degenerirt 
die  Diametralfläche  in  zwei  Ebenen,  die  auf  der  J'F- Ebene  lothrecht 
stehen,  von  denen  die  eine  mit  der  XZ-Ehene  zusammenfällt. 
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Nach  10b)  steht  die  einem  Strahlenbündel  conjngirte 
Diametralebene    der   windschiefen    Fläche    W   auf   der    XY- 

Ebene  lothrecht.  Laufen  die  Transrersaleu  der  7Z- Ebene  parallel, 
so  ist  die  Diametralebene  derselben  Ebene  parallel.  Gehen  die  Tr^ins- 
versalen  der  XZ- Ebene  parallel,  so  liegt  die  Diametralebene  in  unend- 
licher Entfernung.  Wenn  endlich  das  Transversalenbündel  der  ATT- Ebene 
parallel  ist,  so  enthält  die  Diametral  ebene  die  Z-Axe  in  sich. 

B,     Die   Diametralflächen    der    windschiefen  Fläche    W, 

«I.QO 

Wir  führen  ebenfalls  Gartesische  Coordinaten  ein,   indem  wir  o:'  für  -^, 

y'  flir  -^j  z   für  -^  setzen.     Die  Winkel,  unter  denen  jede  Gerade  des 

parallelen  Strahlenbündels  gegen  diese  neuen  Coordinatenaxen  geneigt 
ist,  mögen  a\  ß\  y  heissen.  Aus  den  Relationen  3)  und  4)  erhalten 
wir  dann  die  Gleichung  der  Diametralfläche  zweiter  Ordnung 

IIa)  «'* cos ß'+2 yz  cos y  —  cos «  =  0 

und  die  der  Diametralebene 

IIb)  ycosy+2z'cosßi=0. 

Aus  der  Gleichung  IIa)  erbellt: 

Die  einem  Strahlenbündel  conjngirte  Diametralfläche 
zweiter  Ordnung  der  windschiefen  Fläche   W  ist  ein  hyper- 

d.CD 

bolischer  Cylinder,  dessen  Generatrix  der  X'-Axe  parallel 
läuft. 

Zieht  man  das  Strahlenbündel  der  T'Z'. Ebene  parallel,  so  degenerirt 
die  Diametralfläche  zweiter  Ordnung  in  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine 
mit  der  wl^'F'- Ebene  zusammenfällt,  die  zweite  auf  der  7'Z'- Ebene  loth- 
recht steht  und  die  Ä'-Axe  in  sich  enthält. 

Ist  jeder  Strahl  des  Bündels  der  ^'Z'- Ebene  parallel,  so  ist  die  in  der 
Y'Z'-  Ebene  liegende  Directrix  des  Cylinders  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Läuft  endlich  jeder  Strahl  der  Jf'F'- Ebene  parallel,  so  besteht  die 
Diametralfläche  aus  zwei  Ebenen,  die  ebenfalls  der  ^'F'-Ebene  parallel  sind. 

Die  Diametralebene  der  windschiefen  Fläche   W^  welche 

d.OD 

einem   Strahlenbündel  conjugirt  i^st,    enthält,   wie  sich  aus 

der  Relation  IIb)  ergiebt,  stets  die  ^'-Axe  in  sich.     Die  Lage 

derselben  ist  von  dem  Winkel  a   ganz  unabhängig.     Allen  Strahlenbün- 

cosß* 

dein,   für  welche  das  Verhältniss  7  einen  constanten  Werth  hat,  ist 

'  cosy 

dieselbe  Diametralebene  conjugirt. 

Ist  das  Strahlenbündel  der  ^''Z'-Ebene  oder  der  JT'F'- Ebene  parallel, 

so  fällt  die  Diametralebene  jedesmal   mit  der  betreffenden  Coordinaten- 

ebene  zusammen. 
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7.  Die  Hesse'sche  fläche  einer  windschiefen  Fläche  1).  Der  geo- 
metrische Ort  aller  derjenigen  Pole,  deren  quadratische  Polarflächeu  be- 
züglich einer  Fläche  n^®**  Ordnung  Kegel  zweiter  Ordnung  sind ,  wird  die 
Hesse* sehe  Fläche  der  Fläche  n^^^  Ordnung  genannt. 

'  Ist  ü=0  die  Gleichung  der  Fläche  n^^^  Ordnung,  so  erhält  man  die 
Gleichung  der  zugehörigen  Hesse* sehen  Fläche,  wenn  man  die  Deter- 
minante aus  den  zweiten  partiellen  Differential  quo  tienten  der  Function  f 
bildet  und  diese  gleich  Null  setzt.* 

Die  Gleichung  der  Hess  ersehen  Fläche  einer  windschiefen  Flache 
1)  ist  demnach 


12  a) 


0 

0 

0 

2x, 

0            0         2x^ 
0        -2a:j       0 
—  2a:,     —2a:,       0 
0             0         2a:, 

lßx,»x^'=0. 

=  0 


oder 

12b) 
Daraus  folgt: 

Die  Hesse^sche  Fläche  einer  windschiefen  Fläche  1)  be- 
steht aus  vier  Ebenen,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  o-^cO, 
die  beiden  anderen  mit  der  Ebene  x^  =  0  zusammenfallen. 

Da  jede  windschiefe  Fläche  1)  der  dritten  Ordnung  angehört,  so 
müssen  die  Spitzen  der  Kegel,  welche  quadratische  Polarflächen  bezag- 
lieh  einer  windschiefen  Fläche  1)  sind,  ebenfalls  in  den  Ebenen  ;r,=0, 
flj^  =  0  liegen. 

Setzt  man  in  Gleichung  3)  Is^O,  so  erhält  man 
13)  iiOD^-^x,^  +  n^x,x,  =  0. 

Liegt  demnach  der  Pol  k  in  der  Ebene  a?3  =  0, 
so    ist    die    quadratische    Po-      so  ist  die  quadratische  FoUr* 
larfläche  desselben  bezüglich 
der  Fläche   W  ein  hyperboli- 


fläche     desselben     bezäglieh 


d,e 


der    Fläche    IV   ein    paraboli- 

d,cc 


scher  Cylinder,  dessenErzeu- 
gende  der  Geraden  dPj  =  0, 
x^  =  0    parallel  sind,   d.  b.  ein 


scher    Cylinder,    dessen    Er- 
zeugende der  Geraden  jr^  =  0, 
x^  =  0   parallel   sind,   d.  h.  ein 
Kegel,  dessen  Spitze  auf  der      Kegel,    dessen   Spitze  in  der 
Doppellinie  der  Fläche   fV  in      Unendlichkeit   liegt,   wo  die 

Doppellinie  der  Fläche  ^von 

rf.» 


d,% 


derünendlichkeit  liegt,  näm- 
lich in  dem  Punkte  a?i=  0,0^3=0, 

Für  ^4  =  0  ergiebt  sich 
14)  SiV-JsV- 253^,^^3  =  0 

Daraus  folgt: 


der  Geraden  3:^  =  0,  *3~0  ge- 
schnitten wird. 


*  Salmon,  Analyt.  Geometrie  des  Raumes  S.  25. 
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Befindet  sich  der  Pol  k  in  der  Ebene  ir^sO, 
so  ist  die  quadratische  Polar-      so  ist  die  quadratische  Polär- 
flftche    bezüglich    der    wind-      fläche    bezüglich    der    wind- 
schiefen Fläche   fV  ein  Kegel     schiefen  Fläche  W  ein  hyper- 

zweiter  Ordnung,  dessen  bolischerCjlinder,  dessen  Er- 
Spitze  im  Punkte  0:2  =  0,  iTjSsO,  zeugende  der  Geraden  «2  =  0, 
0^4=0  liegt.  a?s  =  0   parallel  sind,   d.  h.  ein 

Kegel,  dessen  Spitze  in  der 
Unendlichkeit  liegt,  wo  die 
Gerade  x^  =  Oy  0:3  =  0  von  der 
Doppellinie  der  Fläche  ^ge- 

schnitten  wird. 

Für  §3  =  1^  =  0  erhält  man  ^ 

15)  liV-I^V-O. 

Liegt  demnach  der  Pol  k  in  der  Doppellinie  einer  wind- 
schiefen Fläche  1),  so  besteht  die  quadratische  Polarfläche 
desselben  aus  zwei  Ebenen,  die  sich  in  der  Doppellinie 
schneiden. 

Ist  also  die  quadratische  Polarfläche  eines  Punktes  Ar  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  ein  Kegel,  so  liegt  die  Spitze  desselben  stets  in 
einem  der  beiden  Rückkehrpunkte  der  Doppellinie. 

Daraus  folgt:  Jedem  Rückkehrpunkte  auf  der  Doppellinie 
einer  windschiefen  Fläche  1)  entsprechen  alle  Punkte  einer 
Ebene,  welche  zu  der  Hesse'schen  Fläche  gehört,  oder  ein 
Rückkehrpunkt  auf  der  Doppellinie  einer  windschiefen 
Fläche  1)  und  jeder  Punkt  einer  Ebene  der  Hesse'schen 
Fläche  sind  reciproke  Pole,  und  zwar  entsprechen  dem  Rückkehr- 
punkte 0^1  =  0,  a?8  =  0,  ar^  =  0  alle  Punkte  der  Ebene  a?8  =  0,  dagegen 
dem  Rückkehrpunkte  ^^  =  0,  2^3=0,  2:4=0  alle  Punkte  der  Ebene  x^=0. 

Fällt  der  Pol  k  mit  einem  Rückkehrpunkte  der  Linie  D  zusammen, 
so  besteht  die  Fläche  Pkg  aus  zwei  Ebenen,  welche  beide  mit  derjenigen 
Ebene  zusammenfallen ,  deren  Punkte  reciproke  Pole  des  Punktes  A:  sind. 

Aus  der  Gleichung  4)  findet  man: 

Die  Polarebene  eines  Punktes  k  der  Hesse* sehen  Fläche  in  Bezug 
auf  eine  windschiefe  Fläche  1)  geht  stets  durch  den  Rückkehrpunkt  der 
Doppellinie,  welcher  dem  Punkte  k  entspricht. 

8.  Fftrabolisohe  Punkte.  Im  Punkte  f  sei  an  eine  Fläche  ü  eine 
Tangentialebene  gelegt  und  in  dem  unendlich  kleinen  Abstände  i  eine 
Ebene  parallel  zur  Tangentialebene  construirt,  welche  die  Fläche  U  schnei- 
den möge.     Die  Schnittlinie,  welche  nach  Dupin*  den  Namen  der  in- 

*  Navier,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  ThL  II,  S.  264. 

KelMürill  f.  M«th.»»tik  o.  Fhyrik.  XXllI.  S.  Digitizec^y  GoOgk 


318  Ueber  die  Polarflächen  etc. 

dicatorischen  Linie  führt,  kann  als  ein  Eegelfichnitt  and  die  sehr 
kleine  Schnittfigari  welche  von  der  Tangentialebene  gebildet  wird,  als 
demselben  gleichartig  betrachtet  werden.  Je  nachdem  demnach  die  indi- 
catorische  Linie  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  wird  der  Pnnkt 
/als  ein  elliptischer,  hyperbolischer  oder  parabolischer  Punkt 
der  Fläche  ü  bezeichnet. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  Tangentialebene  an  einem 
parabolischen  Punkte  einer  Fläche  als  eine  stationäre  Tangentialebene 
zu  betrachten  ist,  da  sie  die  Fläche  in  zwei  aufeinander  folgenden  Punk- 
ten berührt.* 

Da  die  quadratische  PolarBäche  eines  parabolischen  oder  Wende- 
punktes der  Fläche  ü  bezüglich  derselben  ein  Kegel  ist,**  so  ist  der 
geometrische  Ort  aller  parabolischen  Punkte  die  Curve ,  in  der  die  Fläche 
U  von  ihrer  Hesse' sehen  Fläche  geschnitten  wird.  Diese  Schnittcurve 
fuhrt  den  Namen:  „die  parabolische  Curve"  der  Fläche  ü. 

Die  parabolische  Curve  einer  windschiefen  Fläche  1)  entspricht  dem-, 
nach  den  Gleichungen 

16)  a?i«,«-a?,a?3«  =  0,    flJ3»a:,«  =  0; 

die  Schnittcurve  dieser  Flächen  besteht  aus  der  doppelten  Leitlinie  und 
den  beiden  doppelten  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche. 

Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  k  eine  Tangenten  ebene  an 
eine  windschiefe  Fläche  1),  so  liegt  der  Berührungspunkt  derselben  zu- 
gleich auf  der  quadratischen  Polarfläche  PkQy  d.  h.  auf  der  Schnittcurve 
der  beiden  Flächen  1)  und  3).  Ist  ein  Punkt  dieser  Schnittcurve  ein 
parabolischer  Punkt  der  Fläche  1),  so  wird  die  Tangentenebene  an  die- 
sem Punkte  eine  stationäre  sein. 

Daraus  ergiebt  sich: 

Die  Schnittpunkte  der  windschiefen  Fläche,  der  Hesse'schen  Fläche 
und  der  quadratischen  Polarfläche  PkQ  sind  die  Berührungspunkte  der 
stationären  Tangentenebenen,  die  sich  von  k  aus  an  die  windschiefe 
Fläche  legen  lassen. 

Die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  sind  demnach  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 
x^x^  -  x^x^  =  0,     l^x^  —  gjo:,«  -  2|3.Tja;8  +  2  ^^x^x^  =  0,     x^x^  =  0. 

9.  Der  Taagentenkegel.  Von  einem  Punkte  k  seien  alle  möglichen 
Tangenten  an  eine  windschiefe  Fläche  1)  gezogen.  Der  geometrische 
Ort  aller  dieser  Tangenten  ist  ein  der  Fläche  umschriebener  Kegel, 
dessen  Tangentenebenen  zugleich  Tangenten  ebenen  der  windschiefen 
Fläche  sind.     Bekanntlich   liegen  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 


*  SalmoD,  Analyt.  Geom.  d.  Baumes  S.  11. 
**  Salmon,  a.  a.  0.  S.  28. 
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anf  der  Curve,  in  der  die  Fläche  von  der  qnadratisclien  Polarfläcbe  Pkg 
geschnitten  wird. 

Es  seien  ||,  1^,  Ig,  I4  die  tetraedrischen  Coordinaten  des  Punktes  k. 
Wird  von  diesem  Punkte  aus  eine  Transversale  durch  eine  windschiefe 
Fläche  1)  gezogen,  so  lässt  sich  die  in  Bezug  auf  das  Verhältniss  A:/» 
kubische  Gleichung  aufstellen 

^  +  i^*a,*a:,-f3»ar,^25,  53  0^3  +  21, 5,0:,)  +  ^»«,  |,*-|,|3«)  =  0, 
jurch  deren  Wurzeln  das  Verhältniss  der  Abschnitte  bestimmt  ist,  die 
lurch  die  windschiefe  Fläche  auf  der  Transversalen  gebildet  werden. 
(Verschwindet  die  Discriminante  dieser  Gleichung,  so  fallen  zwei  Schnitt- 
mnkte  der  Transversale  zusamipen ,  d.  h.  die  Transversale  ist  eine  Tan- 
;ente  der  windschiefen  Fläche.  *  llan  erhält  demnach  als  Gleichung  des 
Pangentenkegels  folgende  Relation: 

+  4(1,  V-  «2^-  2g3^«^S  +  2S4^1^4)'(SiS4*-  ^Ss') 

-18(*,:r4«-^,V)(S,V~^V-2§3*,rr3  +  2|4  0^,0.4) 
18)      X  {i^s,  -  Sa**,  -  213^3^3  +  2|,5,:r,)(S,$,«  -  §,§3*) 
-  (Si  V  -  fe  V  -  2  |3a?j  0^3  +  2  l^x^  «J« 

X  (l4*^l  -  h^^%  -  212^^8  +  2|iS4^4)* 

+  4 (X,  V  -  x^x^^) {i,^x,  -  |3«x,  -  25,13^3  +  n,h^,f  =  0. 

Der  vom  Punkte  k  aus  einer  windschiefen  Fläche  1)  um- 
ihriebene  Tangentenkegel  ist  demnach  von  der  sechsten 
rdnung,  und  zwar  besteht  derselbe  aus  einer  Doppelebene, 
eiche  den  Punkt  k  und  die  doppelte  Leitlinie  der  wind- 
hiefen  Fläche  in  sich  enthält,  und  einem  Kegel  vierter 
rduung. 

Da  die  Gleichung  18)  unverändert  bleibt,  wenn  man  die  Grössen 
•  $2)  ^3f  §4  ™^^  ^11  ^2'  ^8  9  ^4  vertauscht,  so  folgt: 

Beschreibt  man  von  irgend  einem  Punkte  Ar' des  Tangen- 
nkegels  18)  einen  zweiten  Kegel  um  die  windschiefe  Fläche 
,  so  geht  derselbe  stets  durch  den  Punkt  k. 

Durch  die  Spitze  k  des  Tangentenkegels  sei  eine  Gerade  G  gezogen, 
e  Classe  des  Kegels  ist  bestimmt  durch  die  Zahl  der  Tangentenebenen, 
3  sich  durch  G  an  ihn  legen  lassen.  Diese  Zahl  ist  aber  offenbar  gleich 
r  Zahl  der  Generatrixen  der  windschiefen  Fläche,  die  von  der  Ge- 
len G  geschnitten  werden;  der  Tangentenkegel  gehört  sonach 
r  dritten  Classe  an. 

Nimmt  man  an,  dass  der  Punkt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst 
ge,  so  geht  die  Gleichung  18)  über  in 


*  Salmon,  Analjl  Qeometrie  des  Raumes  S.  19. 
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'  -  H<^i <^4*  -  oJ.OCSi'^i  -  S»*a:»  -  21,1,0:,  +  2|,|.«,)«  =  0 

oder 

(t«»«i  -  fe'a^  -  25,^«,  +  2{,{,«,)»  =  0, 
19  b)  (I,aj,-l4«,)«  =  a. 

4^*«i«,  -  4|il,«S,Xj<r,-  4|i|,»«,«,  +  li»«,(r,  + 1,«,)»=0. 
Liegt  also  der  Pankt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst, 
so  besteht  der  Tangentenkegel  aus  der  Doppelebene,  diedes 
Punkt  k  und  die  doppelte  Directriz  in  sich  enthält,  ansswei 
Ebenen,  die  mit  der  Tangentenebene  am  Punkte  k  znsim- 
menfallen,  und  einem  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Verlegt  man  den  Punkt  k  in  die  einfache  Leitlinie  ^2  =  0,  x^=^^ 
einer  windschiefen  Fläche  1),  so  nehmen  die  Gleichungen  19b)  dieG«- 
stalt  an: 

20)      (l4*«i-gs*«»)*  =  0,    {^x^-^s^?=^0,   x,^0,   (r,=.0. 

Der  Tangentenkegel  besteht  demnach  in  diesem  Falle 
aus  sechs  Ebenen,  von  denen  zwei  den  Punkt  k  und  diedop- 
pelte  Directrix  in  sich  enthalten,  zwei  mit  der  Doppeltao- 
gentenebene  am  Punkte  kj  eine  .mit  der  Ebene  fl?2  =  0  nnc 
eine  mit  der  Ebene  x^^^O  zusammenfallen. 

Lässt  man  den  Punkt  k  in  die  Doppellinie  einer  windschiefen  Flache 
1)  fallen,  so  verschwindet  die  Gleichung  18)  vollständig.  Verlegt  mi£ 
endlich  den  Punkt  k  in  eine  singulare  Erzeugende  einer  windscbiefec 
Fläche  1),  so  besteht  der  Tangentenkegel  aus  vier  Ebenen ,  welche  pur* 
weise  mit  den  Coordinaten ebenen  zusammenfallen,  die  sich  in  die^ 
Erzeugenden  schneiden,  und  einem  Kegel  zweiter  Ordnung. 

10.  Dielnflexionstangenten,  welche  sich  an  eine  windschiefe  Fliebe 
1)  von  einem  Punkte  ausserhalb  derselben  ziehen  lassen.  Nach  6^ 
schneidet  die  Polarebene  P^e  die  quadratische  Polarfläche  /y^,  falls  der 
Punkt  f  auf  der  windschiefen  Fläche  liegt,  in  den  beiden  Inflexionstas 
genten  der  letzteren.  Nimmt  man  auf  einer  dieser  SchnittUaien  eiDfs 
Punkt  k  mit  den  Coordinaten  S^,  ^^  I3,  g^  als  bekannt  an,  so  mussdff 
Berührungspunkt  der  Inflexionstangente,  die  sich  von  Ar  aus  an  die  wind- 
schiefe  Fläche  legen  lässt,  nach  5)  sowohl  auf  der  Polarebene  Pkf^  *^^ 
auf  der  quadratischen  Polarfläche  P^g  liegen.  Die  Coordinateo  des  Be- 
rührungspunktes sind  demnach  bestimmt  durch  die  Gleichungen  l)i  ^1 
und  4).» 

a)  Führt  man  in  die  Gleichungen  1),  3),  4)  o?,  y,  2  fiir  die  Qn> 

tienten  ^,  ^,  ^  und  S,  ty,  f  für  |*,   |?,   f^  ein,  so  erhält  man  dnrtli 

^1     ^1     ^1  li     Si     §1 

Elimination  von  x  und  z 


*  Salmon,  Analyt.  Gepmetrie  des  Raumes  S.  19.        ^  t 
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r  •       y»  =  0, 

woraus  sich  sechs  Wurzeln  für  y  ergeben.     Da  sich  für  jede  dieser  Wur- 
zeln nur  je  ein  Werth  von  x  und  z  entwickeln  ll&sst,  so  folgt: 

Von  einem  Punkte  k  können  sechs  Inflexionstangenten 
an  die   windschiefe  Fläche    W  gezogen  werden,    von   denen 

drei,  welche  durch  die  Doppellinie  der  Fläche  gehen,    zu- 
sammenfallen. 

sc  mC  X  ^ 

b)  An  Stelle  der  Quotienten    -^,  — *,  — *   mögen  x\  y\  z\  statt  ^, 

«4      X^      X^  §^ 

p  -^  dagegen  X%  ^\  i  in  die  Gleichungen  1),  3)  und  4)  eingesetzt 

werden.    Durch  Elimination  von  x   und  y'  ergiebt  sich  dann  aus  diesen 
Relationen 

22)  «-J:=0,    i?V»-3iyY«'*  +  3SV-rf«0. 

Man   erhält  demnach  vier  Wurzeln  für  z   und  dem  entsprechend  vier 
Werthe  fttr  x   und  y\ 

Von  einem  Punkte  k  lassen  sich  demnach  nur  vier  In- 
flexionstangenten an  die  windschiefe  Fläche   W  ziehen. 

Liegt  der  Punkt  k  in  der  Ebene  ^2"==^'  ^^  V&&9i  sich  ausser  der 
durch  die  Doppellinie  D  gehenden  nur  noch  eine  Inflexionstangente  an 
die  windschiefe  Fläche  1)  ziehen. 

Befindet  sich  endlich  der  Punkt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst, 
)o  lassen  sich  durch  ihn  nur  die  beiden  Inflexionstangenten  ziehen ,  deren 
Berührungspunkt  der  Punkt  k  selbst  ist. 

Die  Inflexionstangenten,  welche  von  einem  Punkte  k  an  eine  wind- 
ichiefe  Fläche  1)  gezogen  werden  können ,  sind  zugleich  Cuspidalkanten 
las  von  k  derselben  umschriebenen  Kegels. 

Ein  der  Fläche  W  umschriebener  Kegel  besitzt  demnach  sechs  Cus- 

d.9 

}idalkanten,   von   denen  aber  drei  zusammenfallen;  ein   der  Fläche   W 
imschriebener  Kegel  hat  dagegen  nur  vier  Cuspidalkanten. 

11.  Die  gemischte  Polarflftche  zweier  Punkte  k  und  k\  Gegeben 
leieu  1^,  g,,  $3,  ^,  die  tetraedrischen  Coordinaten  des  Punktes  Ar,  und 
i'i)  l'si  1^81  ^4)  die  Coordinaten  des  Punktes  k\  Construirt  man  die 
?olarebene  des  Punktes  k  bezüglich  der  quadratischen  Polarfläche  Pi^q 
md  die  Polarebene  des  Punktes  k'  bezüglich  der  quadratischen  Polar- 
läche  PkQy  so  ergiebt  sich,  dass  beide  Polarebenen  dieselbe  Gleichung, 
lämlich 
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besitzen,  sie  fallen  also  zasammen  in  eine  Ebene.  Diese  Ebene  wird 
die  gemiscbte  Folarebene  der  Pankte  k  und  k'  (Pe)  ge- 
nannt.* 

Beschreibt  man  demnach  von  dem  Pankte  k  einen  Tangentenkegel 
um  die  quadratische  Polarflftche  Pq  und  von  dem  Pankte  k'  einen  Tan- 
gentenkegel  am   die  quadratische  Polarfläche  Pg^   so  liegen   die  beiden 

Berührungscarven  in  derselben  Ebene,  nämlich  in  der  gemischten  Polar- 
ebene Pe. 

Aus  der  Gleichung  23)  folgt: 

Liegt  einer  der  beiden  Punkte  k  oder  k'  in  der  Doppellinie  einer 
windschiefen  Fläche    1),  so  enthält  auch  die  Ebene  Pe  diese  Doppel- 

linie  in  sich. 

Befinden  sich  beide  Punkte  auf  der  einfachen  Leitlinie  der  wind- 
schiefen Fläche,  so  enthält  aoch  die  Ebene  Pe  dieselbe  in  sich. 

kkr 

Liegen  beide  Punkte  k  und  k'  in  der  Ebene  073  =  0,  so  geht  die 
Ebene  Pe  durch  die  Oerade  a;^  =  0,  a;^=0;  liegen  dagegen  beide  Punkte 

in  der  Ebene  a:.  =  0,  so  geht   die  Ebene  Pe  durch  die  Gerade  a^a  =  0, 

kk' 
arg  =  0.  # 

12.  Gegeben  seien  l'\^  ^'\y  ^'3,  S\y  die  Coordinaten  eines  dritten 
Punktes  k'\  dann  ist  die  Gleichung  der  gemischten  Polarebene  Pe 

24a)    U\ «1  -  fei", *,  -  (l,l"3  +  fer,)*,  +  (Si ^4  +  S*r',)a:,  =  0 

und  die  der  gemischten  Polarebene  Pe 

k'k*' 

24b)r4r4^i-r8ra^8-(r,r8+r3r2)^s+(rtr4+r4r'i)^4=o. 

Mit  Hilfe  einfacher  Substitutionen  gelangt  man  zu  folgendem  Re- 
sultat : 

Geht  die  gemischte   Polarebene   Pe   durch   den  Punkt  k\ 

kk" 

so  liegt  auch  der  Punkt  k  auf  der  gemischten  Polarebene  Z'«^. 

Ein  Punkt   m    auf  der  gemischten  Polarebene   Pe  bezüglich  einer 

windschiefen  Fläche  1)  möge  die  Coordinaten  J,  ly,  f,  v  besitzen.  Con- 
struirt  man  die  quadratische  Polarfiäche  desselben  bezüglich  der  wind- 
schiefen Fläche,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

25a)  «a:,«-i/V- 2^0:^0:3  + 2t;a:iX,  =  0, 

in  der  §,  17,  £,  v  der  Relation 


*  Cremona,  Theorie  der  Oberflächen  S.  73. 
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25  b)  1,1-4«  -  iji'si»  -  fer, + j» «',){:+  (s,  1'* + ^ri)f = 0 

genügen.     Bildet  man  die  Polarebene  des  Punktes  k  bezüglich  Pq^   so 

m 

entspricht  dieselbe  der  Gleichang 

Dieselbe  wird  eine  identische,  sobald  man  s'^,  ^g,  ^3,  ^^  für  a;j,  x^^,  0:3, 
x^  einsetzt.  Stellt  man  nun  in  gleicher  Weise  die  Gleichang  der  ge- 
mischten Polarebene  Pe  auf,  so  findet  man: 

mk' 

Liegt  ein  Punkt  m  auf  der  gemischten  Polarebene  Pe,  so 

kW 

geht    die  Ebene   Pe    durch    den   Punkt   k'  und   die  Ebene  Pe 

mk  mW 

durch  den  Punkt  A:,  oder  die  Punkte  k  und  k'  sind  in  Bezug 
auf  die  quadratische  PolarflSche  Pq  conjugirt. 

m 

Die  gemischte  Polarebene  Pe  ist  demnach  der  geometrische  Ort 

des  Punktes,  in  Bezug  auf  dessen  quadratische  Polarfläche 
die  Punkte  k  und  k'  conjugirt  sind. 

Ist  der  Punkt  k  und  die  gemischte  Polarebene  Pe  gegeben,  so  lässt 

sich  die  Lage  des  Punktes  k'  nach  dem  Vorigen  mit  Leichtigkeit  bestim- 
men.    Man  construirt  zunächst  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  Pe  die  qua- 

kv 

dratiache  Polarfiäche  bezüglich  der  windschiefen  Fl&che.  Alle  diese 
Hyperboloide  bilden  ein  Netz.  Bestimmt  man  in  Bezug  auf  jedes  dieser 
Hyperboloide  die  Polarebene  des  Punktes  /r,  so  geht  jede  derselben 
durch  den  verlangten  Punkt  k\ 

13.  Die  erste  Polare  einer  Geraden  G.  Gegeben  sei  eine  Gerade  6, 
auf  der  die  beiden  Punkte  k  und  U  mit  den  Coordinaten  1^,  ^,  ^,  $4 
und  |\,  S'j)  ^8)  ^4  liegen  mögen.     Die  Gleichungen  der  quadratischen 

Polarflächen  Pq  und  Pq  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  sind 

k  k' 


^^^  I  ^1 V - 5'. V - 2r3a:,a;3 ^U^^^x,  =  0. 

Beide  Polarflächen  schneiden  sich  in  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung, 
welche  durch  diese  beiden  Gleichungen  bestimmt  ist.  Da  jeder  Punkt 
dieser  Raumcurve  beiden  Polarflächen  angehört,  so  folgt  aus  5): 

Die  Polarebenen  aller  Punkte,  welche  auf  der  Raum- 
curve 26)  liegen,  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  ent- 
halten die  Gerade  G  in  sich.  Oder:  Gleitet  ein  Punkt  auf 
der  Raumcurve  26)  fort,  so  dreht  sich  seine  Polarebene  um 
die  Gerade  G. 
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Umgekehrt  lässt  sich  schliessen,  dass  dann  auch  jede  quadratische 
Polarfläche  eines  Punktes  der  Geraden  G  durch  diese  Raumcurve  hin- 
durchgehen mnss,  dass  also  alle  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte 
auf  der  Geraden  G  ein  Flächenbüschel  bilden.  Die  Raumcurve  26)  führt 
infolge  dessen   den  Namen:   „die  erste  Polare  der  Geraden  6".* 

Durch  Elimination  von  a^  aus  den  Gleichungen  26)  erhält  man 

27  b)  x^  =  0. 

Die  erste  Polare  einer  Geraden  G  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1)  besteht  demnach  aus  der  doppelten  Leit- 
linie der  windschiefen  Fläche  und  einer  Baumcurve  dritter 
Ordnung,  deren  Projection  auf  ^-3  =  0  der  Gleichung  27a) 
entspricht 

Folgende  specielle «Fälle  mögen  hier  Erwähnung  finden: 

a)  durchschneidet  die  Gerade  G  die  doppelte  Leitlinie  der  windschie- 
fen Fläche ,  so  besteht  die  Projection  der  ersten  Polaren  auf  or^  =  0  aus 
zwei  Geraden ,  die  mit  der  doppelten  Leitlinie  zusammenfallen ,  und  einem 
Kegelschnitte ; 

ß)  verlegt  man  die  Gerade  G  in  die  Ebene  ap|  »O,  so  degenerirt  die 
Projection  der  ersten  Polaren  27  a)  in  die  Gerade  dTj  =  0 ,  ^*s  =  0  und 
in  eine  Parabel; 

Y)  setzt  man  ^s=^'^z=sOy  so  verschwindet  die  Gleichung  27a); 

6)  liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  ^3  =  0,  so  besteht  die  Projec- 
tion der  ersten  Polaren  derselben  auf  ^3  =  6  aus  vier  Geraden,  von 
denen  zwei  mit  der  doppelten  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  zusam- 
menfallen, die  beiden  anderen  sich  ebenfalls  decken; 

c)  befindet  sich  endlich  die  Gerade  G  in  der  Ebene  a?^  =  0 ,  so  wird 
die  Projection  der  ersten  Polaren  derselben  auf  x^  =  0  ebenfalls  von  vier 
Geraden  gebildet,  von  denen  zwei  getrennt  liegen,  die  beiden  anderen 
mit  der  doppelten  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  zusammenfallen. 

14.  Die  Pole  einer  Ebene  E.  Gegeben  «eien  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Punkte  ^,  k\  k"  und  ihre  tetraedriscben  Coordinaten 
Sil  $81  •••>  S'n  l'29  *")  ^'11  S^'b'  *'<>  durch  welche  die  Lage  einer  Ebene 
E  bestimmt  ist.  Construirt  man  zu  jedem  dieser  Punkte  die  quadratische 
Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  schneiden  sich 
dieselben  in  einer  Reihe  von  Punkten,  deren  Coordinaten  durch  die 
Gleichungen 


*  Cremona,  Theorie  der  Oberflächen  fi.  76. 

^  Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Dr.  Ad.  Hoohbbim.  325 


berechnet  werden  können.  Die  Polarebene  jedes  dieser  Punkte  muss 
nach  5)  mit  der  Ebene  E  zusammenfallen.  Die  gemeinschaftlichen  Punkte 
der  drei  Quadratischen  Polarfläehen  sind  demnach  die  Pole  der  Ebene  E 
bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1). 

Ans  den  Gleichungen  28)  ergeben  sich  die  Wurzeln 

l»_o       -ifL ^  ?i-o       -_^      -_« 


X  ~"'     ~   2c   •    ~       2c 


6^a  '  bya'  x^      ^ '  2 

J=0,    =-2c,     —2..  J-0,     =+l/^, 


aß 

2y' 

in  denen  a,  6,  c,  a,  jS,  7^  der  Abkürzung  wegen  gesetzt,  von  den  Co- 
ordinaten  der  Punkte  k^  k\  k"  abhängig  sind. 

Wird  demnach  eine  beliebige  Ebene  E  als  Polarebene 
einer  windschiefen  Fläche  1)  betrachtet,  so  kann  jeder 
Punkt  der  doppelten  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  als 
Pol  derselben  angesehen  werden;  ausserdem  existiren  zwei 
getrennte  Punkte,  welche  ebenfalls  Pole  der  Ebene  sind. 

Construirt  man  zu  allen  Punkten  einer  Ebene  die  qua- 
dratischen Polarflächen  bezüglich  einer  windschiefenFläche 
1),  so  gehen  alle  durch  die  doppelte  Leitlinie  der  windschie- 
fen Fläche  und  durch  zwei  Punkte. 

Legt  man  durch  drei  willkürlich  gewählte  Punkte,  von  denen  keiner 
sich  in  der  Linie  0:3  =  0,  0:4=  0  befindet  und  deren  Projectionen  auf  den 
Coordinaten ebenen  nicht  symmetrisch  zu  den  Axen  liegen,  eine  quadra- 
tische Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  werden  sich 
die  drei  Polarebenen  dieser  Punkte  in  einem  Punkte  schneiden,  nämlich 
in  dem  Pole  der  quadratischen  Polarfläche. 

Durch  drei  beliebige  Punkte  kann  demnach  im  Allgemei- 
nen nur  eine  einzige  quadratische  Polarfläche  bezüglich 
einer  windschiefen  Fläche  1)  gelegt  werden. 

Conitruirt  man  alle  quadratischen  Polarflächen,  welche  durch  zwei 
feste  Punkte,    von    denen    keiner    auf  der  Kante  0:3  =  0,   rr^=0  Hegt, 
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geben,  so  liegen  die  Pole  derselben  auf  einer  Geraden,  nftmlicb  auf  der 
Schnittkante  der  Polarebenen  jener  beiden  Punkte. 

Nach  14)  schneiden  sich  alle  diese  quadratischen  Polarflächen  in 
der  Kante  oTgSsO,  ar^  =  0  und  in  einer  Ranmcunre  dritter  Ordnung,  d.  h. 
in  der  ersten  Polaren  jener  Geraden,  und  bilden  also  ein  Flächen- 
büschel. 

Durch  einen  Punkt  k  (welcher  ausserhalb  der  Kante  0:3=30,  x^=0 
liegen  möge)  seien  alle  möglichen  quadratischen  Polarflächen  bezüglich 
einer  windschiefen  Fläche  1)  gelegt.  Alle  diese  Flächen  haben  die  dop- 
pelte Leitlinie  0:3  =  0,  0:^=0  und  ausserdem  noch  einen  Punkt  k^  gemein. 
Der  geometrische  Ort  der  Pole  aller  dieser  quadratischen  Polarflächen  ist 
die  Polatebene '  des  Punktes  k, 

(Fortoetiung  folgt.) 
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XV.    SynthetiBoher  Beweis  des  Satzes,  dasB  jede  ebene  Curve  dritter 

Ordnang  durch  ein  EegelBchnittbüBchel  und  ein  projeotivisohes  Strahlen- 

büsohel  ersengt  werden  kann. 

Von  allen  Erzeugnngsarten  der  ebenen  Cjarven  dritter  Ordnung  yer- 
dienen  wegen  der  zahlreichen  Folgerungen,  welche  sie  gestatten,  besonders 
zwei  hervorgehoben  zu  werden.  Die  eine  rührt  von  Chasles  her;  nach  ihr 
ist  die  Curve  dritter  Ordnung  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  entsprechen- 
der Elemente  eines  Kegelschnittbüschels  und  eines  ihm  projectivischen 
Strahleubüschels;  nach  der  andern  ist  die  Curve  dritter  Ordnung  der  Ort 
der  gemeinschaftlichen  Tripelpunkte  der  in  einem  Kegelschnittnetz  vorkom- 
menden Büschel.  Steiner  hat  diese  Curve  die  Tripelcurve  genannt  und  ihre 
wichtigsten  Eigenschaften  auf  rein  geometrischem  Wege  abgeleitet  (vergL 
S t ei ner's  Vorlesungen,  II.  Bd.,  herausgegeben  von  Schroeter).  Bis  jetzt 
ist  es  aber  noch  nicht  gelungen,  rein  geometrisch  zu  zeigen,  dass  eine  ebene 
Curve  dritter  Ordnung,  die  auf  eine  der  beiden  Arten  erzeugt  ist,  auch 
auf  die  andere  Art  erzeugt  werden  kann.  Cromo  na  (vergL  Einleitung 
in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Curven)  hat  sich  dadurch  zu 
helfen  gesucht,  dass  er  den  Satz:  „Zwei  ebene  Curven  dritter  Ordnung 
schneiden  sich  in  neun  Punkten*^  als  Grundsatz  an  die  Spitze  der  Theorie 
stellte.  Steiner  hat  für  einen  besondern  Fall  gezeigt,  dass  man  die 
Tripelcurve  durch  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  projectivisches  Strahlen- 
büschel  erzeugen  kann,  wenn  nämlich  drei  von  den  Grundpunkten  ein 
Tripel  bilden.  Reye  hat  (vergl.  Reye,  Die  Geometrie  der  Lage)  einen 
Beweis  mitgetheilt,  dass  die  Tripelcurven  durch  ein  KegelschnittbÜschel 
und  ein  projectivisches  Strahlenbüschel  erzeugt  werden.  Doch  gilt  der- 
selbe auch  nur  für  den  Fall,  dass  drei  der  Basispunkte  ein  Tripel  bil- 
den. Im  Folgenden  soll  der  Versuch  gemacht  werden,  den  angeführten 
Satz  von  der  Tripelcurve  ganz  allgemein  zu  beweisen;  dann  lässt  sich 
weiter  folgern,  dass  jede  Curve  dritter  Ordnung  als  Tripelcurve  betrachtet 
und  auf  die  von  Chasles  angegebene  Art  erzeugt  werden  kann.  Als 
unmittelbare  Folgerung  ergiebt  sich  dann,  dass  durch  beliebige  neun 
Punkte  der  Ebene  im  Allgemeinen  nur  eine  Curve  dritter  Ordnung  gelegt 
werden   kann   und   dass  zwei  Curven   dritter  Ordnung  sich  in  höchstens 
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neun  Punkten  schneiden  und  die  synthetische  Geometrie  hat  nicht  mdu 
nöthig,  diese  Sätze  der  analytischen  Geometrie  zu  entlehnen.  —  Um 
jenen  Beweis  zu  führen,  werden  aber  einige  Sätze  von  den  harmoDi- 
sehen  Mittelpunkten  gebraucht,  die  zunächst  auf  geometrischem  Wege 
abgeleitet  werden  sollen.  Dazu  reichen  einige  Eigenschaften  vom  ebenen 
Dreieck  aus. 

Zuerst  sei  der  bekannte  Satz  angeführt:  „Wenn  man  durch  eben 
Punkt  0  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  mit  den  Seiten  abe  drei 
Transversalen  OA^  OB^  OC  zieht,  zu  ihren  Durchschnitten  aßy  mit  ahc 
die  harmonischen  Gegenpunkte  aß'y  in  Bezug  auf  die  Ecken  sucht,  6o 
liegen  dieselben  in  einer  Geraden  g  und  umgekehrt.  Man  nennt  g  die 
gerade  Polare  von  0  und  0  den  Pol  von  g  bezüglich  der  dreiseitigen 
Curve  {abc). 

Durch  einen  Punkt  P  seien  die  Geraden  ggig2  •  •  •  gelegt;  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  Seiten  abc  seien  t!^y\  «i/J'i/n  «'2/^2/2»  •••»  ^^'^ 
harmonische  Gegenpunkte  bezüglich  der  Ecken  mit  ußy^  ^ißiYiy  ^ßth^  -" 
bezeichnet  werden  mögen.  Da  die  Punktreihen  aa\oi\,..j  /^/^i^f-*t 
yy\y\  ...  in  perspectivischer  Lage  sich  befinden,  so  müssen  die  Punkt- 
reihen  aciy^a^,.,^  ßßißi"»y  VYiVi-"  ^^^  daher  auch  die  Strahlenbüschel 
i^  (aa^  «g. . . ),  Bißß^ß^.,,)^  Ciyy^y^ . . . )  in  projectivischer  Beziehung  stehen. 
Je  drei  entsprechende  Strahlen,  wie  Aa^  Bßy  Cy\  Aa^y  ^ft»  ^Xi»  •  •» 
schneiden  sich  stets  in  einem  Punkte  0,  0^,  ..  ,  dem  Pol  der  Geraden  ?, 
g^y  ...,  deshalb  erzeugen  die  drei  Büschel  einen  Kegelschnitt  9i,  der  durch 
ABC  geht  und  die  conische  Polare  von  P  bezüglich  der  dreiseitigen 
Curve  (abc)  heisst. 

Dem  Strahl  AC  des  Büschels  ^^  (oor|  Og...)  entspricht  im  Büschel 
C(yyjyj...)  der  Strahl  CF',  der  CP  von  CA  und  CB  harmonisch  trennt 
Daher  berührt  n  in  C  den  Strahl  CT'  und  ebenso  in  A  und  B  die  Strahlen 
AA*  und  BB\  welche  AP  und  ßP  von  AB  und  AC^  resp.  BA  und  BC 
harmonisch  trennen. 

Die  conische  Polare  n  von  P  enthält  also  die  Pole  0  0^  0, . . .  sammt- 
licher  durch  P  gelegten  Geraden  gg^g^"-  Qud  daraus  folgern  wir:  „Liegt 
ein  Punkt  0  auf  der  conischen  Polare  n  eines  Punktes  P  bezüglich  der 
dreiseitigen  Curve  {abc)^  so  liegt  P  auf  der  geraden  Polare  g  von  Onnd 
umgekehrt. 

Weiter  lässt  sich  leicht  nachweisen ,  dass  die  gerade  Polare  p  eines 
Punktes  P  bezüglich  der  dreiseitigen  Curve  {abc)  zusammenflillt  mit  der 
Polare  von  P  bezüglich  seiner  conischen  Polare  n.  Die  Transversalen 
APj  B P^  CP  mögen  die  Seiten  a6c  in  ABF  schneiden;  dann  berührt  % 
in  ABC  die  Geraden  AA',  BB\  Cr\  welche  AA,  BB.CF  yon  AB  nnd 
ACy  BA  und  BC^  CA  und  CB  harmonisch  trennen.  Die  Polaren  von 
ABT'  sind  AA^  BB^  CF^   diese  schneiden  sich  in  Pol  P  von  i^ÄT* 
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bezüglich  n]   also  ist  die  Gerade  ^'BT'  sowohl  die  gerade  Polare  Ton  % 
P  bezüglich  (abc)^  als  anch  die  Polare  von  F  bezüglich  n. 

Dnrch  den  Pnnkt  P  sei  i  eine  Transversale,  welche  die  Seiten  abc 
in  RST  schneidet;  die  gerade  Polare  p  von  P  schneide  /  in  P^^  die  co- 
nische n  schneide  /  in  P^  P^ .  Es  soll  gezeigt  werden ,  dass  diese  Schnitt- 
punkte nnge&ndert  bleiben,  wenn  man  durch  RST  die  Seiten  irgend 
eines  andern  Dreiecks  A^B^C^  legt,  dass  also  die  Punkte  P'P^P^  nur 
von  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  P R  S  T  ahhün^en.  Da  die  Schnitt- 
punkte RST  der  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  A^B^C^  in  einer  Gera- 
den /  liegen,  so  müssen  sich  die  Geraden  AA^^  R^u  CC^  in  einem 
Punkte  L  treffen  und  man  kann  Z  und  /  als  Centrum  und  Axe  zweier 
perspectivisch  liegenden  coUinearen  Systeme  betrachten,  in  denen  A  und 
A^y  B  und  B^y  C  und  C^  entsprechende  Punkte  sind.  P  ist  ein  Punkt 
der  Axe  /,  also  fällt  sein  entsprechender  P^  im  andern  System  mit  ihm 
zusammen.  Der  Linie  PA  entspricht  PA^ ,  dem  Schnittpunkte  A  von  PA 
mit  a  entspricht  der  Schnittpunkt  A^  von  PA^  mit  a^,  dem  harmonischen 
Oegenpunkt*e  A^  von  A  bezüglich  BC  entspricht  der  harmonische  Gegen- 
punkt i/j  von  A^  bezüglich  By^C^\  ebenso  sind  K  und  B\^  F'  und  r\ 
entsprechende  Punkte,  wenn  B'  und  J3\  die  Ecken  AC  und  A^C^  ^on 
PB,  resp.  P^i,  r'  und  r\  die  Ecken  AB  und  A^B^  von  PC,  resp.  PC^ 
harmonisch  trennen.  Daher  sind  AB'V  und  A^B!^r\  entsprechende 
Strahlen  und  schneiden  sich  im  Punkte  P'  von  /;  die  Geraden  sind  aber 
die  geraden  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  Dreiecke  ABC  und  J^B^C^, 
—  Die  conischen  Polaren  n  und  n^  v8n  P  bezüglich  der  beiden  Drei- 
seite sind  auch  entsprechende  Kegelschnitte  in  den  beiden  Systemen, 
denn  n  geht  durch  die  Ecken  ABC  und  berührt  in  ihnen  die  Geraden 
AA\  BBf^  er']  jTj  aber  geht  durch  die  entsprechenden  Punkte  A^B^C^ 
und  berührt  in  ihnen  die  entsprechenden  Geraden  A^A\j  B^B\y  C^r\. 
Es  müssen  sich  also  n  und  n^  auf  /  und  daher  in  P^P^  schneiden. 

Die  Punkte  P'P^  P^  hängen  also  nur  von  der  Lage  der  vier  Punkte 
PRST  gegen  einander  ab;  man  nennt  P  den  harmonischen  Mittelpunkt 
des  ersten  Grades,  P^P^  die  harmonischen  Mittelpunkte  des  zweiten 
Grades  der  drei  Punkte  RST  f^i  P  als  Pol. 

Es  folgert  sich  leicht:  ,,Ist  P  ein  harmonischer  Mittelpunkt  des  ersten 
Grades  der  drei  Punkte  ^ST  für  P  als  Pol,  so  ist  P  ein  harmonischer 
Mittelpunkt  des  zweiten  Grades  derselben  drei  Punkte  für  P'  als  Pol.  — 
Die  harmonischen  Mittelpunkte  des  zweiten  Grades  P^P^  werden  durch 
den  harmonischen  Mittelpunkt  P  des  ersten  Grades  und  den  Pol  P  har- 
monisch getrennt.'^ 

Liegt  der  Punkt  P  auf  einer  der  Seiten,  z.  B.  c^  des  Dreiecks  ABC^ 
so  ist  diese  die  gerade  Polare  von  P]  die  conische  Polare  n  ist  ein  Ge- 
radenpaar, dessen  einer  Theil  c  ist,  während  der  andere  die  Gerade  CP 
von   den  Seiten  CA  und  CB  harmonisch  trennt.     Für  die  harmonischen 
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Mittelpunkte  folgt  daraus:  Der  harmonische  Mittelpunkt  ersten  Grades 
R'  von  RST  für  R  als  Pol  ist  R  seihst;  von  den  harmonischen  Mittel- 
punkten zweiten  Grades  der  Punkte  RST  für  R  als  Pol  mUt  der 
eine  R^  mit  R  zusammen;  der  andere  ^2  ^^nnt  R  von  S  und  T  har- 
monisch. 

Diese  Sätze  genügen,  um  den  Beweis  des  obenerwähnten  Satzes  zu 
führen. 

Auf  die  von  Creme  na  angegebene  Art  lassen  sich  jetzt  einige  Sätze 
von  der  Polaren  irgend  einer  ebenen  Cnrve  dritter  Ordnung  ableiten.  — 
EiS  sei  K^  irgend  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  P  ein  beliebiger 
Punkt,  u  eine  variable  Gerade  durch  ihn,  welche  ^^  in  A^ 7 Z  schneidet; 
dann  sind  die  harmonischen  Mittelpunkte  l^  des  ersten  Grades  und  P^P^ 
des  zweiten  Grades  der  Punkte  XYZ  für  P  als  Pol  auch  variabel.  Der 
Ort  aller  Punkte  P*  ist  eine  Gerade  p,  der  Ort  aller  Punkte  P^  P^  ist  ein 
Kegelschnitt  n\  dann  heisst  p  die  gerade  Polare  und  n  die  conische  Po* 
lare  von  P  bezüglich  K^.  —  Liegt  P  auf  1^,  so  muss  seine  conische 
Polare  n  je  zwei  mit  P  in  gerader  Linie  liegende  Curvenpufakte  harmo- 
nisch trennen  und  daher  K^  in  P  berühren.  Deshalb  muss  auch  die 
gentde  Polare  p  von  /*,  falls  P  auf  K^  Hegt,  diese  Curve  in  P  be- 
rühren. 

Auf  einer  Geraden  g  seien  ABCD,,.  beliebige  Punkte,  aßyi.,. 
ihre  conischen  Polaren  in  Bezug  auf  K\  LM  NO  die  Schnittpunkte  von 
a  und  ßj  dann  muss  die  gerade  Polare  eines  jeden  dieser  vier  Schnitt- 
punkte.durch  A  und  B  gehen,  diso  g  sein;  weiter  muss  y  durch  LMNO 
gehen,  denn  zieht  man  CM^  so  ist  C  der  harmonische  Mittelpunkt  4^ 
ersten  Grades  für  die  Schnittpunkte  von  CM  mit  if^  in  Bezug  auf  M  als 
Pol ,  also  muss  Ai  ein  harmonischer  Mittelpunkt  des  zweiten  Grades  der- 
selben Schnittpunkte  für  C  als  Pol  sein.  Die  conischen  Polaren  aßyö... 
aller  Punkte  ABCD.»,  einer  Geraden  g  schneiden  sich  in  denselben  vier 
Punkten  LMNO^  welche  die  Pole  von  g  bezüglich  K^  sind. 

Sind  EF£C  irgend  drei  Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Netz  von  Kegelschnitten,  welches  durch 
die  drei  conischen  Polaren  i^qpx  jener  Punkte  bezüglich  JK^  bestimmt 
wird,  alle  conischen  Polaren  der  Curve  A"^  enthält.  Sind  QQ^  zwei  be- 
liebige Punkte,  so  giebt  es  im  Netze  (17 9) x)  einen  einzigen  Kegelschnitt, 
der  durch  diese  Punkte  geht.  (Vergl.  Schroeter,  Steine r*s  Vor- 
lesungen.) Um  ihn  zu  finden,  wähle  man  aus  den  beiden  Kegelschnitt- 
büscheln (fig>)  nnd  {cpx)  diejenigen  Kegelschnitte  fi  und  v,  welche  durch 
0  gehen,  und  wähle  ferner  im  Büschel  (fiv)  denjenigen  Kegelschnitt  q^ 
welcher  durch  Oi  geht,  so  ist  dieser  der  verlangte.  —  Die  gerade  Polare 
von  0  bezüglich  E^  sei  ^,  dann  liegen  die  Pole  aller  conischen  Polaren 
von  K\  welche  durch  Q  gehen,  auf  g\  deshalb  müssen  diese  cönischen 
Polaren  ein  Büschel  bilden.     In  diesem  giebt  es  einen  Kegelsohnitt,  der 
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zum  Büschel  (i}<)p)  gehört;  dieser  Kegelschnitt  ist  die  conische  Polare  des 
Schnittpunktes  SDt  von  q  und  EF  und  mnss  mit  dem  vorher  gefundenen 
Kegelschnitt  f&  zusammenfallen.  Ebenso  ist  v  die  contsche  Polare  des 
Schnittpunktes  91  von  FK  und  q\  die  conischen  Polaren  aller  Punkte 
von  St  9t  bilden  das  Bfiscbel  (fiv);  in  ihm  ist  ein  Kegelschnitt  enthalten, 
der  durch  Q^  geht  und  die  conische  Polare  des  Schnittpunktes  von  9R9{  mit 
9j,  der  geraden  Polare  von  Q^  ist.  Dieser  Kegelschnitt  füllt  mit  q  zu- 
sammen und  daraus  folgt,  dass  alle  conischen  Polaren  einer  Curve  K^ 
ein  Kegelsohnittnetz  bilden.  —  Die  Tripelcnrve  &  dieses  Netzes  heisst 
die  Hesse 'sehe  Curve  der  Curve  li^^  Es  sei  g  eine  beliebige  Gerade, 
80  bilden  die  conischen  Polaren  aller  ihrer  Punkte  in  Bezug  auf  K^  ein 
Kegelschnittbüscbel.  Dieses  enth&lt  drei  Geradenpaare,  deren  Scheitel 
Punkte  von  6^  sind.  Ist  0  ein  Punkt  auf  g^  dessen  coniscbe  Polare  ein 
Geradenpaar  mit  dem  Scheitel  0^  ist,  so  geht  auch  die  gerade  Polare 
von  0  dnrch  0^ ,  folglich  muss  0  auf  der  geraden ,  wie  auf  der  conischen 
Polare  von  0^  liegen;  diese  letztere  muss  also  ein  Geradenpaar  mit  dem 
Scheitel  O  sein  und  daraus  folgt,  dass  0  ein  Punkt  von  &  sein  muss, 
weil  er  zu  den  Tripelpunkten  des  Netzes  gehört.  Fttr  die  Hess  ersehe 
Cnrve  von  K^  folgt  daher  die  Eigenschaft,  dass  die  conischen  Polaren 
aller  ihrer  Punkte  Geradenpaare  sind. 

Ist  W  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Curve  K^  und  ihrer  Hesse- 
schen  Curve  @^,  so  muss  seine  conische  Polare  ein  Geradenpaar  {fow^ 
sein,  dessen  einer  Theil  w  die  K^  in  W  berührt,  dessen  anderer  Theil 
R^i  je  zwei  Curvenpunkte  von  K^^  die  mit  W  in  einer  Geraden  liegen, 
harmonisch  von  W  trennt.  Die  erstere  der  beiden  Geraden  tv  kann 
keinen  Punkt  ausser  W  mit  K^  gemeinsam  haben,  denn  wäre  P  noch 
3in  Schnittpunkt  von  fo  und  K^^  so  müsste  seine  gerade  Polare  durch  W 
;ehen  und  K^  in  P  berühren ,  also  wieder  die  Gerade  n>  sein ,  und  diese 
vürde  dann  K^  in  zwei  Punkten  berühren.  Daher  müssen  K^  und  tv 
lieb  in  drei  zusammenfallenden  Punkten  schneiden  und  es  ist  W  ein 
(Wendepunkt  von  K^^  tv  seine  Wendetangente,  tv^  seine  harmonische  Po- 
are.  Wir  folgern ,  dass  alle  Schnittpunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung 
^'^  und  ihrer  Hesse' sehen  Curve  Wendepunkte  der  ersten  sind. 

Auf  einer  Tripelcnrve  C^  seien  ABCD  vier  beliebige  Punkte;  es  soll 
gezeigt  werden,  dass  alle  Kegelschnitte  mit  den  Grundpunkten  ABCD 
lie  C^  noch  in  solchen  zwei  Punkten  schneiden,  dass  ihre  Verbindungs- 
inien  sich  in  einem  Punkte  von  C^  treffen.  Steiner  hat  für  die  Tri- 
)elcurve  bewiesen,  dass,  wenn  zwei  Gerade  dieselbe  schneiden  und  man 
lie  sechs  Schnittpunkte  verbindet,  die  Verbindungsgeraden  die  Curve 
neder  in  drei  Punkten  einer  Geraden  treffen.  Durch  die  vier  Punkte 
iBCD  werden  drei  Linienpaare  bestimmt  {AB,  CD),  (AC,  BD),  (AD,  BC), 
reiche  die  Curve  noch  in  E,  F;  (7,  E;  J,  K  schneiden  mögen;  dann  tref- 
en  nach  dem  angeführten  Satze  die  Geraden  AD,  BC,  EF  und  auch  A€, 
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BD^  EF  die  Curve  in  drei  Pnnkten  /,  AT,  Af  nnd  C,  H^  M  einer  Geraden. 
Conjngirte  Punkte  der  Tripelcnrve  eines  Netzes  sind  solche,  dass  die 
Polaren  des  einen  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  sich  im 
andern  schneiden.  Zu  ABCDEFGHJK  seien  9lS(SS>(St$®^3ff  die 
conjugirten  Punkte,  dann  sind  9093 @  und  SS>S  zwei  Tripel,  weil  sie 
zu  den  Schnittpunkten  ABE  und  CDF  zweier  Geraden  mit  C^  conjngirt 
sind.  Je  zwei  Tripel  liegen  aber  auf  einem  Kegelschnitt,  also  müssen 
auch  91936SXSS  auf  einem  Kegelschnitt  ft'  liegen.  Unter  den  Kegel- 
schnitten des  Netzes  giebt  es  drei  Geradenpaare,  deren  Scheitel  in  '£63 
liegen;  diese  Geradenpaare  seien  {dd^y  (^^i)*  (//i)*  ^^®  Polaren  aller 
Punkte  von  9^  bezüglich  dieser  Geradenpaare  bilden  drei  projectivische 
Büschel  mit  den  Scheiteln  S)(£9;  die  beiden  letzten  Büschel  erzeugen 
einen  Kegelschnitt,  der  durch  €  und  §  geht  und  auch  durch  die  con- 
jugirten Punkte  i#^C2>  zu  9[S3  eS),  also  liegen  die  sechs  Punkte  ABCD^^ 
auf  einem  Kegelschnitt  Ebenso  lässt  sich  nachweben ,  dass  die  Punkte 
ABCD®Si  und  ABCD^ftl^  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Die  Linien 
@S)  ®$f  3^  müssen  aber  durch  M  gehen;  denn  denkt  man  sich  M  mit 
den  Paaren  conjugirter  Punkte  von  C^  durch  Gerade  verbunden,  so  bil- 
den diese  eine  Involution,  zu  deren  Strahlenpaaren  also  auch  ME  und 
^(S,  MF  und  M%  gehören.  Da  aber  ME  und  MF  zusammenfallen,  so 
muss  dies  auch  mit  M{^  und  M^  der  Fall  sein;  es  liegen  also  (Sgif, 
®S^My  ^StM  }Q  in  einer  Geraden.  Wir  haben  also  durch  AB  CD  sechs 
Kegelschnitte,  welche  (?  in  den  Punkten  EF,  GH,  JKy  gg,  ®§,  3Ä 
schneiden,  und  in  M  sechs  Strahlen  durch  diese  Punkte.  Jedem  der 
sechs  Kegelschnitte  entspricht  also  ein  bestimmter  Strahl  von  M  und 
diesem  wieder  jener  Kegelschnitt,  folglich  sind  die  sechs  Kegelschnitte 
in  projectivischer  Beziehung  mit  den  sechs  Strahlen.  Denkt  man  sich 
durch  M  alle  möglichen  Strahlen  gezogen,  so  entsprechen  ihnen  in  der 
durch  jene  sechs  Paare  festgestellten  projectivischen  Beziehung  alle  mög- 
lichen Kegelschnitte  des  Büschels  {AB CD)  und  es  erzeugen  die  projec- 
tivischen Büschel  {AB CD)  und  M  eine  Curve  C^  dritter  Ordnung,  welche 
mit  der  Tripelcurve  C»  17  Punkte  gemein  hat,  nämlich  ABCDEFGHJK 

G5®§3ft^. 

Die  Polaren  von  M  bezüglich  der  Kegelschnitte  des  Büschels  {AB CD) 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  M'  und  bilden  ein  zum  Büschel  M  pro- 
jectivisches  Strahlen büschel,  weil  letzteres  mit  dem  Kegelschnittbüschel 
{AB CD)  in  projectivischer  Beziehung  steht.  Die  beiden  Strahlenbüscbel 
M  und  M'  erzeugen  einen  Kegelschnitt  la,  welcher  je  zwei  mit  M  in 
gerader  Linie  liegende  Curvenpunkte  der  Curve  C^  von  M  harmonisch 
trennt  und  daher  die  conische  Polare  von  M  bezüglich  Cj^  ist  Da  er 
aber  auch  die  Punkte  EF,  GH,  JK,  (Sgf,  ®jp,  3ft  harmonisch  von  U 
trennt,  so  ist  er  auch  die  conische  Polare  von  M  bezüglich  C®.  —  Ist  // 
der  Punkt  auf  M A,   welcher  von  A   durch  ft  harmonisch  getrennt  wird, 
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80  ißt  i^  ein  Punkt  beider  Curven  C^  und  Cj^.  Auf  dieselbe  Art  erhält 
man  auf  den  Geraden  MBy  MCy  MD  die  Curvenpunkte  VCB\  die  beiden 
Carven  gemeinschaftlich  sind.  Daher  müssen  die  vier  Kegelschnitte  des 
Büschels  {ABCD)y  welche  durch  ÄB'C'If  gehen,  beide  Curven  C^  und 
Q^  in  ABCD  berühren;  diese  berühren  sich  also  selbst  in  den  fünf  Punk- 
ten ABCBM. 

Vorher  ist  schon  gezeigt,  dass  M  für  C^  und  Cj^  dieselbe  conische 
Polare  bat.  Dies  lässt  sich  auch  für  die  Punkte  ABCD  nachweisen.  Es 
gehen  von  A  drei  Secanten  aus,  welche  die  beiden  Curven  nur  in  ihren 
gemeinschaftlichen  Punkten  treffen,  es  sind  dies  AB^  AC^  AB'^  sie  schnei- 
den die  Curven  noch  in  E,  G^  J,  Construirt  man  die  harmonischen  Mit- 
telpunkte des  zweiten  Grades  der  Punkte  ABE^  ACGy  ADJ  für  A  als 
Pol  nnd  bezeichnet  sie  mit  B^B^,  ^i^2>  '^1^21  ^^  ^U*  ^®'  ®^^ö  ^1»  ^n 
D^  mit  A  zusammen.  Die  conischen  Polaren  von  A  bezüglich  beider 
Curven  müssen  beide  in  A  berühren  und  durch  B^C^D^  gehen,  also  zu- 
sammenfallen. Ebenso  haben  die  Punkte  B^  C,  D  für  C^  und  C^  die- 
selbe  conische   Polare.      Die   Polaren   von    ABCD  bezeichnen   wir   mit 

Jetzt  lässt  sich  nachweisen,  dass  jeder  beliebige  Punkt  dieselbe 
ionische  Polare  in  Bezug  auf  C^  und  C^  hat.  Durch  einen  beliebigen 
Punkt  Xy  dessen  conische  Polaren  bezüglich  der  beiden  Curven  £  und  £^ 
(ein  mögen,  lege  man  eine  beliebige  Gerade  r,  welche  AB  in  i?,  AC  in 
f^,  AD  in  R'  schneidet;  die  conischen  Polaren  dieser  drei  Schnittpunkte 
ieien  9  und  pj,  q  und  q\^  q"  und  q\*  Die  Polaren  q  und  q^  gehören 
:um  Büschel  (a^),  weil  i?  auf^^  liegt;  sie  müssen  femer,  da  ^/?  beide 
!)urven  C^  und  C^  in  demselben  Punkte  E  schneidet,  durch  die  harmo- 
tischen  Mittelpunkte  des  zweiten  Grades  der  Punkte  ABE  für  R  als 
'ol  gehen,  also  zusammenfallen.  Dasselbe  zeigt  man  für  q  nnd  ^\,  q" 
iud  ^"j.  Ferner  müssen,  *da  RB'R"  auf  derselben  Geraden  r  liegen,  die 
!rei  conischen  Polaren  qq  q'  sich  in  denselben  vier  Punkten  schneiden 
ind  durch  diese  müssen  auch  die  conischen  Polaren  §  und  l^  von  X 
ehen.  Zieht  man  durch  X  eine  andere  Linie  9,  so  lässt  sich  ebenso 
olgern,  dass  £  und  1^  durch  vier  andere  Punkte  gehen  müssen,  also 
aben  sie  acht  gemeinsame  Punkte  und  fallen  daher  zusammen.  —  Dies 
3lgt  auch  daraus,  dass  die  Punkte  einer  Geraden  und  ihre  conischen 
^olaren  in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden.  Also  hat  man 
R RR'X . . . ) Ä ((> qq'  1'")7\{q q'q" Sf • . • ) 5  I  ^^^  ^1  fallöo  also  zusammen 
nd  der  beliebige  Punkt  X  hat  für  beide  Curven  dieselbe  conische  l^o- 
ire.  —  Nehmen  wir  X  auf  C^  an,  so  berührt  seine  conische  Polare  S 
ezüglich  C^  diese  Curve  in  iT;  da  aber  ^  auch  die  conische  Polare  von 
'  in  Bezug  auf  Cj^  ist  und  durch  ihren  Pol  X  geht,  so  muss  dieser  auch 
in  Punkt  von  C^^  sein,  d.  h.  C^  und  C^^  haben  alle  ihre  Punkte  ge- 
leinschaftlich ,  sie  fallen  zusammen,  und  da  C^^  durch  das  KegelschnitI;-  , 

Z«itwh>tfl  f.  Mfttheiii»tlk  u.  Phjtik,  Xmi.  5.  24       ized  by  VjOOg IC 


334  Kleinere  Mittheilnngen. 


bÜBchel  {AB CD)  und  das  projectivische  Strahlenbüschel  M  erzengt  wird, 
so  wird  auch  C^  durch  diese  beiden  Büschel  erzengt  nnd  es  folgt: 

„Sind  jBCD  irgend  vier  Punkte  einer  Tripelcnrve  t7',  so  schnei- 
det ein  variabler  Kegelschnitt  x  durch  dieselben  C^  in  zwei  variablen 
Punkten  Xy\  deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  M  geht. 
Das  Kegelschnittbüschel  {A B CD){%y  .,,)  ist  dabei  in  projectivischer 
Beziehung  mit  dem  Strahlenbüschel  M(XY^  ...)/* 
Ans  diesem  Satze  folgt: 

„Jede  Tripelcnrve   ist   durch  neun  ihrer  Punkte  im  Allgemeinen 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt. 

Zwei  Tripel curven  schneiden  sich  höchstens  in  neun  Punkten." 
Die  Hesse' sehe  Curve  der  Tripelcnrve  C^  sei  S^;  da  sie  ebenfalls 
eine  Tripelcnrve  ist,  so  schneidet  sie  die  erstere  in  neun  Punkten,  die 
für  dieselbe  Wendepunkte  sind.  Wir  bezeichnen  sie  mit  WW^  ...  W^  W^. 
In  ^  und  ^i  denken  wir  uns  je  drei  Punkte  STÜ  und  S^T^Ü^  in  ge- 
rader Linie  vereinigt,  dann  müssen  die  drei  Schnittpunkte  S^T^Ü^  von 
S5|,  rr^,  üü^  mit  C^  in  einer  Geraden  liegen  und  da  sie  in  einen 
Punkt  zusammenfallen,  so  muss  dieser  ein  Wendepunkt  sein  nnd  daher 
geht  jede  Gerade,  welche  zwei  Wendepunkte  verbindet,  noch  durch  einen 
dritten. 

Mit  W  mögen  noch  in  einer  Geraden  liegen  die  Wendepunkte  f^i  W^^ 
^s^4»  ^6^6»  ^7^81  jödea  dieser  vier  Paare  wird  durch  die  Gerade 
w^  von  W  harmonisch  getrennt,  daher  muss  die  conische  Polare  von  W 
beztlglich  €'  anch  ein  Geradenpaar  sein,  dessen  einer  Theil  tv^  ist;  der 
andere  Theil  Xo  berührt  <£'  in  W  und  kann  ausser  W  mit  &  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Deshalb  ist  JV  ein  Wendepunkt  auch 
von  (£'.     Daraus  folgt: 

„Eine  Tripelcnrve  und  ihre  Hesse' sehe  Curve  schneiden  sich  in 
neun  Punkten,  die  für  beide  Curven  Wendepunkte  sind.*' 

Vorher  fanden  wir,  dass  alle  Schnittpunkte  einer  Curve  K^  dritter 
Ordnung  und  ihrer  Hesse' sehen  Curve  Jt'  Wendepunkte  der  ersten  sind; 
wir  wollen  zunächst  zeigen ,  dass  sie  auch  Wendepunkte  der  zweiten  sind. 
Es  seien  WW^  zwei  Wendepunkte  von  K\  es  sei  ferner  S  der 
Schnittpunkt  von  W  W^  mit  ft^  Die  conischen  Polaren  aller  Punkte  von 
WW^  bezüglich  K^  bilden  ein  Kegelschnittbüschel ,  dessen  Grundpunkte 
LMNO  seien.  In  diesem  Büschel  sind  drei  Geradenpaare  vorhanden, 
die  conischen  Polaren  von  WW^S.  Wenn  tvw'  und  w^m\  die  Wende- 
tangenten und  harmonischen  Polaren  von  W  und  W\  sind ,  so  mögen  sich 
w  und  Wy^  in  £,  rv  und  rv\  in  Af,  tv  und  n;^  in  iV,  w  nnd  w\  in  0  treffen. 
Da  das  Kegelschnittbüschel  {LMNO)  zu  den  Kegelschnittbüscheln  des 
Netzes  der  conischen  Polaren  von  K^  gehört,  so  sind  die  drei  Tripel- 
pnnkte  desselben  drei  Punkte  von  ft'  und  bilden  auf  Jt^  ein  Tripel;  ihre 
conjngirten  Punkte  müssen   in   einer  Geraden  liegen  und  sind  WW^S. 
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Wir  bezeichnen  die  drei  Tripelpunkte  {wn/)  mit  O,  (wjw'j)  mit  SR  und 
den  dritten  mit  ®,  dann  mnss  S  auf  091,  W^  auf  0@  und  ^auf  JR® 
liegen;  daher  ist  W  der  Schnittpunkt  von  w  und  {R@,  W^  der  von  w^ 
und  D®.  Da  aber  Z^/D  W  und  LN'SiW^  je  vier  harmonische  Punkte 
sind,  so  müssen  sich  die  Geraden  MN^  091,  WW^  in  einem  Punkte 
schneiden  und  dieser  muss  S  sein,  denn  er  ist  der  Schnittpunkt  von  D9% 
und  JVW^,  Das  dritte  Geradenpaar  des  Büschels  ist  {MN^  LO)  mit  dem 
Scheitel  ®;  der  eine  Theil  desselben,  MN^  geht  durch  S  hindurch.  Dieses 
Geradenpaar  ist  die  conische  Polare  von  S  in  Bezug  auf  K^  und  da  die 
conische  Polare  durch  den  Pol  S  geht,  so  muss  dieser  auf  der  Curve  $i^ 
liegen,  also  ein  Schnittpunkt  von  K^  und  ^  und  deshalb  ein  Wende- 
punkt sein.     Wir  bezeichnen  ihn  mit   W^,     Daraus  folgt: 

„Eine  Gerade,  die  zwei  Wendepunkte  einer  beliebigen  Curve  K^ 
dritter  Ordnung  verbindet,  trifft  diese  Cui^e  noch  in  einem  dritten/* 
Ist  nun  W^  noch  ein  Schnittpunkt  von  K^  und  ft^  also  ein  vierter 
Wendepunkt  von  Ä"',  so  muss  die  Gerade  TVW^  die  A'^  noch  in  einem 
fünften  Wendepunkte  W^  schneiden ;  die  Geraden  W^  W^  und  W^  W\  mö- 
gen Ä*  noch  in  W^  und  Wq  schneiden,  dann  weiter  fVJF^  und  I^Wq  in 
fF^  und  ^g  etc.,  so  sind  alle  diese  Punkte  Wendepunkte  von  K\  Es 
ist  zu  untersuchen,  ob  dieses  Ziehen  von  Geraden  sich  schliesst,  d.  h. 
ob  die  Verbindungslinie  zweier  Wendepunkte,  z.  B.  WW^^  nicht  etwa 
durch  W^  geht,  so  dass  W,^  und  W^  mit  W^  zusammenfallen  würden.  Die 
conische  Polare  von  W  ist  das  Geradenpaar  rütv\  die  harmonische  Polare 
w  trennt  W^W^y  ^s  ^^4»  ^b^i  harmonisch  von  If^  und  daher  muss  die 
conische  Polare  von  W  in  Bezug  auf  ^'  auch  ein  Geradenpaar  sein, 
dessen  einer  Theil  w  ist,  denn  die  Punkte  WW^W^W^W^W^W^  sind 
auch  Punkte  von  ft^.  Daraus  folgt  dann,  dass  W  auch  ein  Wendepunkt 
von  ft^  ist,  dass  ferner  alle  Schnittpunkte  von  K^  und  K^  auch  Wende- 
punkte von  $^  sind,  dass  also  K^  nur  neun  Wendepunkte  haben  kann, 
weil  S^  nur  neun  hat.     Es  folgt: 

„Jede  Curve  K^  dritter  Ordnung  wird  von  ihrer  Hesse'schen 
Curve  in  den  gemeinschaftlichen  neun  Wendepunkten  geschnitten." 
Legt  man  durch  die  vier  Wendepunkte  W^W^W^W^^  von  denen 
^iW^  und  W^^^  mit  W  in  einer  Geraden  Hegen,  einen  Kegelschnitt, 
so  muss  dieser  K^  in  zwei  Punkten  treffen,  die  auch  mit  W  in  einer 
Geraden  liegen,  weil  die  harmonische  Polare  tv  von  W  zugleich  die  Po- 
lare von  fV  in  Bezug  auf  jenen  Kegelschnitt  ist.  Wir  erhalten  daher 
ein  Kegelschnittbttschel  mit  den  Grundpunkten  W^  W^  W^  W^  und  in  W 
ein  projectivisches  Strahlenbüschel,  wenn  wir  jedem  Kegelschnitt  des 
Büschels  denjenigen  Strahl  entsprechen  lassen,  der  durch  die  Schnitt- 
punkte des  Kegelschnittes  mit  K^  geht,  d.  h.: 

„Jede   Curve   K^   dritter  Ordnung  kann   durch   ein  Kegelschnitt- 
büschel und  ein  projectivisches  Strahlenbüschel  erzeugt  werden,  wenn 
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die  Orundpunkte  beider  Büschel  solche  Wendepunkte  sind,  die  zwei- 
mal zu  je  dreien  in  einer  Geraden  liegen." 

Da  eine  Tripelcurve  erst  durch  nenn  ihrer  Punkte  bestimmt  ist,  so 
lassen  sich  durch  acht  Punkte  unzählig  viele  Tripelcurven  legen,  und 
zwar  schneiden  sich  alle  noch  in  demselben  neunten  Punkte.  Es  seien 
die  Tripelcurven  6'6i'6,*...  durch  die  acht  Punkte  ABCDBFGH  ^^ 
legt,  dann  liegen  alle  Punkte  A'  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Strahlen- 
büschel X(EFGH)  in  projectivischer  Beziehung  mit  dem  Kegelschnitt- 
büschel {ABCD)\EFGH\  steht,  auf  einem  Kegelschnitte  fi,  oder  mit 
anderen  Worten:  die  gegenüberliegenden  Punkte  Jlf  iK/^  üf,  *  -  der  Punkte 
AB  CD  in  den  verschiedenen  Curven  6*61^62*...  liegen  auf  ft;  die  Curve 
6^  schneidet  ft  in  EFGHM  und  noch  in  einem  sechsten  Punkte  /,  dann 
muss  dem  Strahl  MJ  der  Kegelschnitt  entsprechen,  der  durch  die  fünf 
Punkte  ABCDJ  bestimmt  ist;  diesem  müssen  auch  die  Strahlen  itf^/, 
M^J,  ,,,  entsprechen,  da  die  Büschel  M{EFGBJ...),  M^{EFGEJ..,\ 
M^{EFGßJ...),  ...  und  (A BCD)\EFGBJ...\  in  projectivischer  Be- 
ziehung stehen.  Also  schneiden  sich  alle  Tripelcurven  &  €^^  Sg^  •  •  • 
noch  in  /. 

K^  sei  wieder  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung^  Q?  ihre  Hesse^sche 
Curve,  S^^  wieder  deren  Hesse' sehe  Curven,  so  schneiden  sich  diese 
drei  Curven  in  ihren  neun  gemeinschaftlichen  Wendepunkten  WW^..,W^W^, 
Durch  die  acht  Punkte  WfV^...  W^W^  denken  wir  uns  alle  Tripelcur- 
ven Sg^S^s^*..®^  gelegt,  so  müssen  diese  alle  noch  durch  W^  gehen  und 
haben  sämmtlich  dieselben  neun  Wendepunkte.  —  Mit  W  mögen  in  gerader 
Linie  liegen  W^  W^,  W^  W^,  W^  W^,  W^  W^.  Wir  wählen  W^  W^  W^  W^  zu 
Ornndpunkten  eines  Kegelschnittbüschels  und  erzeugen  durch  dieses  und 
durch  ihre  projectivischen  Strahlenbüschel  in  ^  alle  Curven  iV^^(S^6i^..@^. 
In  allen  diesen  projectivischen  Büscheln  entsprechen  den  Geradenpaaren 
(^1  ^8,  «^2  ^4)  und  (^1  Tf\,  W^  ^g),  deren  Gerade  durch  {W^,  W^)  und 
(TT^,  TFg)  gehen,  die  Geraden  WWr,W^  und  TTTF^TFg.  Dem  Geraden- 
paar (TTiTTj,  TTg  W4)  entsprechen  die  Wendetangenten  wtolDi  ...  toge  ^^ 
W,  Wählen  wir  die  Geraden  tt)U?i  ...  IPg^,  so  erhalten  wir  alle  Curven 
durch  die  neun  Wendepunkte;  da  w  unter  den  Geraden  tr...tt)g^  enthal- 
ten sein  muss,  so  gehört  if*  zur  Reihe  der  Tripelcurven  6'(5i*...6i,. 
Demnach  gelten  alle  für  eine  Tripelcurve  bewiesenen  Sätze  für  jede  be- 
liebige Curve  AT^  dritter  Ordnung.     Aus  Allem  folgt: 

„Jede  Curve  £^  dritter  Ordnung  kann  als  Tripelcurve  angesehen 
werden  und  man  kann  sie  daher  auch  durch  ein  Kegelschnittbüschel 
und  eifl  projectivisches  Strahlenbüschel  erzeugen.  Sie  ist  durch  nenn 
Punkte  im  Allgemeinen  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  und  wird  von 
einer  andern  Curve  A^^^  dritter  Ordnung  in  neun  Punkten  geschnitten.'* 
Weiss enburg  i.  E.  Milinowski. 
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XVI.   Veber  Tangenten  nnd  B^ormalen  an  Cnrvensystemen. 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  sei  die  Oleichnng  einer  Plancurve 

1)  n^,y)  =  o 

oder  kurz  F=0,  nnd  es  werde  ein  Curyenpunkt  xy  mit  einem  festen 
Pnnkte  gh  dnrch  eine  Gerade  verbanden;  für  den  Fall,  dass  letztere  die 
Cnrve  im  Punkte  xy  berühren  soll,  gilt  dann  bekanntlich  die  Bedingung 

wogegen  für  den  Fall,  dass  die  Gerade  im  Punkte  xy  rechtwinklig  zur 
Curve  liegen  soll,  die  Bedingung 

3)  (-^)|f-(»-*)|C  =  Ö 
stattfinden  muss. 

Wenn  nun  die  Gleichung  der  Curve  ausser  x  und  y  einen  Para- 
meter p  enthält,  so  entsteht  durch  continnirliche  Aendetung  des  letzte- 
ren eine  Schaar  von  Curven  derselben  Art,  und  es  kann  nach  der  Curve 
gefragt  werden,  auf  welcher  entweder  die  Berührungspunkte  aller  von  gh 
an  sämmtliche  Curven  gezogenen  Tangenten,  oder  die  Fusspuukte  der 
von  gh  auf  jene  Curven  gefällten  Normalen  liegen.  Die  Antwort  ist  sehr 
leicht;  man  findet  die  Gleichung  des  ersten  geometrischen  Ortes  durch 
Elimination  von  p  aus  1)  und  2),  die  Gleichung  des  zweiten  Ortes  durch 
Elimination  von  p  aus  1)  und  3). 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Elimination ,  wenn  die  Gleichung 
1)  nach  p  aufgelöst,  also  in  die  Form 

gebracht  werden  kann,  wo  f{x^y)  kein  p  enthält.  Die  Gleichungen  2) 
und  3)  sind  dann 

und  da  sie  p  nicht  enthalten,  so  sind  sie  ohne  Weiteres  die  Gleichungen 
der  gesuchten  Oerter. 

Enthält  die  Gleichung  der  Curve  zwei  Parameter  p  und  9,  welche 
sich  gleichzeitig  ändern,  so  ist  es  zur  Entstehung  eines  gesetzmässigen 
Curvensystems  erforderlich,   dass  p  nnd  q  einer  bestimmten  Bedingung 

4)  9(P,?)  =  0 

genügen;  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der  Tangentenberüh- 
rnngspunkte  findet  man  jetzt  durch  Elimination  von  p  und  g  aus  l),  2) 
und  4),  den  Ort  der  Normalenfusspunkte  durch  Elimination  von  p  und 
g  aus  1),  3)  und  4). 

Bei  der  Einfachheit  der  Sache  wird  die  blosse  Angabe  einiger  spe- 
ciellen  Resultate  genügen. 
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Parabeln.     Aendert  Bich  p  in  der  Gleichung 

x^^py  =  0  oder  —  =p, 

80  entsteht  eine  Schaar  von  Parabeln,  welche  den  Scheitel  und  dieAxe 

gemein,   dagegen   verschiedene  Parameter  haben.     Für  die  Benihrangs- 

pankte  der  Tangenten  ergiebt  sich 

ary  +  Äx  — 2^y  =  0; 

der  betreffende  geometrische  Ort  ist  hiernach  eine  gleichseitige  Hyperbel, 

welche  durch  den  Parabelscheitel  und  den  festen  Punkt  g^  h  gebt,  deren 

Mittelpunkt   die  Coordinaten  2g  und  —h  besitzt  und  deren  Asymptoten 

parallel  zu  den  ursprünglichen  Coordinatenaxen  liegen. 

Der  geometrische  Ort'  der  Normalenfusspunkte  hat  znr  Gleichnng 

a.a+2y«-^ir  — 2Äy  =  0, 

ist  also   eine  Ellipse,   welche   durch  den  Parabelscheitel  und  den  Pankt 

g,  h   geht,   deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  ^^,  ^h  besitzt  und  deren 

Halbaxen  , , 

Vg^  +  2h^      Vg^  +  2h^ 

2        •         2/2 

parallel  zu  den  Coordinatenaxen  liegen.  Hieraus  folgt  beiläufig  eine 
Lösung  der  Aufgabe ,  von  einem  gegebenen  Punkte  g  h  Normalen  auf  eine 
gegebene  Parabel  zu  fällen ;  die  Durchschnitte  der  Parabel  mit  der  tof- 
erwähnten  Ellipse  sind  nämlich  die  Fusspunkte  der  gesuchten  Normalen. 
Bei  allgemeineren  parabolischen  Curven,  welche  durch  die  Gleicbang 

charakterisirt  werden ,  bleibt  die  Sache  ziemlich  dieselbe ;  für  die  B^ 
rührungspunkte  ergiebt  sich 

(l*  —  v)a:y  +  vÄ  j:  —  fi^ry  =  0 
und  für  die  Fusspunkte 

vx(a:  — gf)  +  ^y(y  —  Ä)  =  0. 
Aehnliche  Kegelschnitte.     Betrachtet  man  in  der  Gleichnng 

X^  als  veränderlichen  Parameter,  so  erhält  man  ein  System  concentriecher, 
ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsen ;  der  geometrische  Ort  der  Be- 
rührungspunkte hat  dann  zur  Gleichung 

a«       "*"       6«       """ 
und  ist  hiernach  eine  durch  die  Punkte  0, 0  und  g^  h  gehende  ähnliche  Ellipse. 
Für    den    geometrischen   Ort  der  Normalenfusspunkte   ergiebt  sieb) 
wenn  a^—b^  mit  e*  bezeichnet  wird, 

e^xy  +  b^hx  —  a^gy  =  0 ; 
dieser  Gleichung  entspricht  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  welche  durch  die 
Punkte  0,0  und  g,  h  geht,  deren  Mittelpunktscoordinaten 
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■p(^)\nd  -A(^y 


sind,  deren  Asymptoten  parallel  den  Coordinatenaxen  liegen  und  deren 
Halbaxe  ^^V^gh  ist. 

Hieraus  folgt  eine  Lösung  der  Aufgabe,  von  einem  gegebenen  Punkte 
gh  Normalen  zu  einer,  aus  den  Halbaxen  a  und  6  construirten  Ellipse 
zu  zieben;  die  Durcbscbnitte  dieser  Ellipse  mit  der  vorigen  Hyperbel 
sind  nämlicb  die  Fusspunkte  der  gesuchten  Normalen. 

Lässt  man  —b*  an  die  Stelle  von  b*  treten,  so  erhält  man  analoge 
Sätze  mr  die  Hyperbel. 

Confocale  Kegelschnitte.     Wenn  in  der  Gleichung 

p  und  q  an  die  Bedingung  ^ 

geknüpft  werden,  so  entsteht  ein  System  von  confocalen  Ellipsen  und 
Hyperbeln;  da  sich  diese  Curven  rechtwinklig  schneiden,  so  sind  die 
Tangenten  an  der  einen  Curvenschaar  gleichzeitig  die  Normalen  an  der 
andern,  und  daher  bilden  hier  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  und 
die  Fusspunkte  der  Normalen  eine  und  dieselbe  Curve  dritten  Grades, 
welche  durch  die  Gleichung 

(^y--Ä«)[a:(a:-^)+y(y-Ä)]  =  e«{a?-^)(y~A) 
bestimmt  ist  und  durch  den  Punkt  gh  gebt. 

Liegt  der  Punkt  gh  auf  der  jr-Axe,  so  zerflillt  diese  Curve  in  die 
:r-Axe  und  in  einen  Kreis,  dejssen  Centrum  derselben  Axe  angehört  und 

dessen  Peripherie  durch  die  Punkte  ^,0  und  — ,  0  geht.     Für  einen  auf 

der  2^- Axe  liegenden  Punkt  Oyh  zerfKllt  die  Curve  in  die  y-Axe  und  in 
einen   Kreis,    dessen   Mittelpunkt    derselben   Axe    angehört   und    dessen 

Peripherie  durch  die  Punkte  0,  h  und  0,  —  -r-  geht. 

h  SOHLÖMILCH. 


XVn.   Veber  die  Wurzeln  der  Oleichung  y'ssx». 

Durch  Herrn  Cantor  auf  die  vorstehende  Gleichung  aufmerksam 
gemacht,  erlaube  ich  mir,  meine  durch  diese  Anregung  veranlassten  Un- 
tersuchungen hier  mitzutheilen. 

Durch  Uebergang  zu  den  Logarithmen  gewinnt  die  Gleichung  die  Gestalt 
jN  logx__logy 

X  y 

und  wir  können  die  Fragestellung  jetzt  dahin  umändern: 
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Hat  die  GleichnDg 

2)  '  ^^  =  J, 

X 

wo  A  irgend  einen  gegebenen  Werth  hat,  Anflösangen? 

Würden  sich  z.  B.  zwei  Auflösungen  ergeben,  etwa  x^  und  x^^  so 
würden  wir  sofort  a:  =  arj,  y/=^x^  setzen  dürfen. 

Man  setze 

3)  x  =  9.ey',     ^  =  ö.e«', 

wo  ^,  a,  9,  a  reell  und  ^,  a  als   absolute  Beträge  der  Complexeu 
x^  A  positiv  sind. 
Dann  wird  2) 

4)  %^  +  ((p  +  2OTjr)ic=a(».c<«+y)'. 

Hier  ist  m  eine  beliebige  ganze  Zahl.     Durch  Trennung  der  imagin&ren 
von  den  reellen  Gliedern  wird 

log q  =^  a Q  cos{a'\- q>) ^     <p  +  2m7t  =  üq  sin{a  +  q>). 
Führt  man  für  g>  ein  <p  +  2m7ty  so  sieht  man  leicht,  dass  man  den  Zu- 
satz 2 mit  unterdrücken  darf,     logg  ist  also  der  reelle  Logarithmus  der 
reellen  Zahl  q  und  wir  haben  die  Schnittpunkte  der  beiden  Polarcurven 

5)  /oy9  =  ö^  .  C05(a  +  9)),     9  =  «(»  .«w(a  +  9) 
aufzusuchen.     Jeder  liefert  eine  Lösung  der  Gleichung 

2)  '^  =  A. 

X 

Die  zweite  Gleichung  5)  wird 
A)  f. 


a  .^t>j(a+qp)' 

Für  Werthe  von  9?,  welche  um  ganze  Vielfache  von  27c  differiren, 
bleibt  der  Nenner  derselbe;  q  nimmt  also  unendlich  viele  in  arithmeti- 
scher Progression  wachsende  Werthe  an,  wenn  9  vollständige  Umläufe 
vollendet.  Auf  jedem  vollständigen  Umlaufe  finden  aber  zwei  Durch- 
gänge durch  das  Unendliche  statt,  nämlich  bei  tt-|-g>  =  0,  9c,  2»,  3n 
u.  s.  w.  Schliessen  wir  den  Specialfall  tt=0,  also  A  reell,  vorläufig  aus, 
so  wird  die  Curve,  indem  wir  a  zur  Fixirung  der  Ideen  als  im  ersten 
Quadranten  liegend  ansehen,  für  ^  =  0  durch  den  Anfangspunkt  gehen ; 
für  den  Nebenwinkel  von  a  wijd  q  unendlich  gross  und  erhält,  wenn  q> 
weiter  wächst,  negative  Werthe.  Die  Curve  erscheint  daher  im  entgegen- 
gesetzten Quadranten,  d.  h.  im  vierten,  beim  Winkel  2n;  — a.  Während 
nun  (p  den  weiteren  Halbkreis  vom  Werflbe  9  =  «  —  «  bis  2»  — a  be- 
schreibt, liegen  die  Curvenpunkte  der  Reihe  nach  im  vierten,  ersten 
(Eintritt  bei  g>  =  n)  und  zweiten  (Eintritt  bei  9  =  f;r).  Beim  weiteren 
Herumführen  des  Winkels  g>  über  den  Werth  g>  =  2n  —  a  hinaus  wird 
der  Sinus  wieder  positiv,  die  Curve  springt  aus  dem  zweiten  in  den  vier- 
ten Quadranten  zurück.  Dieses  Spiel  wiederholt  sich  uun  unendlich  oft 
und  wir  können   daher  das  Gesagte  kurz  dahin   zusammenfassen,  dto 
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die  Curve  sich'  in  unendlich  vielen  Zweigen  nur  auf  einer  Seite  des  durch 
den  Anfang  in  der  Richtung  n  —  a  gezogenen  Strahles  befinden  wird.  Die 
Curvenpunkte  mit  negativem  q  können ,  als  der  Hauptuntersuchung  fremd, 
ausgeschlossen  werden. 

Betrachten   wir  jetzt  die  erste  Gleichung  5).     Man  kann  derselben 
die  Form  geben  j 

B)  =  a.cos{a  +  <p). 

Q 
Die    linke    Seite    dieser    Gleichung    ist    aller    negativen    Werthe    fähig, 

erreicht  bei  Q  =  e  ein  Maximum,    dessen  Werth  — ,   und  man  überzeugt 

ß 

sich  leicht,  dass  jeder  Werth  zwischen  0  und  —  zweimal,  jeder  grössere 

gar  nicht  angenommen  wird. 

Herr  Cantor  theilte  auf  der  diesjährigen  Philologen  Versammlung  in 
der  mathematischen  Section  ein  interessantes  geometrisches  Verfahren  mit. 

Nehmen  wir  also  zunächst  a'P-—  an ,  so  existiren ,  indem  wir  wieder 

a  im  ersten  Quadranten  liegend  annehmen,  für  ^  =  0  zwei  Werthe  des  q; 

n 
dasselbe  gilt   für  alle  Werthe  des  q>  bis  9  =  -ö — a;   dort  wird  der  eine 

Werth  des  ^  =  1,  der  andere  (»  =  qo,  fer  eine  Zweig  der  Curve  verliert 

n 
sich  also  in  der  Richtung  9  =  —  —  «  im  Unendlichen. 

Während   nun  q>  sich  bis  auf  -^ or  vergrössert,   hat  q  immer  nur 

einen  bestimmten  Werth  <1,  die  Curve  besteht  also  im  einen  Theile 
des   ersten,   im  ganzen   zweiten   und   in   einem  Theile  des  dritten  Qua- 

dranten  nur  aus  einem  Zweige.  Sobald  9  den  Werth  -^ — a  überschrei- 
tet, erscheint  die  Curve  in  dieser  Richtung  wieder  aus  dem  Unend- 
lichen, besteht  also  wieder  aus  zwei  Zweigen. 

Fassen   wir  das  Gesagte  zusammen,   so  besteht   die  Curve  auf  der 

einen   S^ite   des  in   der  Richtung  -ä-~<<  durch   den   Anfang  gehenden 

Strahles  aus  einem  überall  im  Endlichen  liegenden  Zweige,  auf  der  an- 
dern Seite  aber  aus  zwei  ZweigeiL,  von  denen  der  eine  überall  im  End- 

liehen  liegt,  der  andere  aber  in  der  obigen  Richtung  ^  ~  «  nAch  beiden 

Seiten  ins  Unendliche  ausläuft.  Die  beiden  Zweige  berühren  einander 
in  einer  Richtung,  welche  durch  die  Gleichung  gegeben  ist 

6)  —  =  (I .  C05  (a  +  9) , 

was  aber  nur  für  den  Grenzfall  fl  =  —  eintreten  kann. 
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Was  nun  die  Entscheidung  unserer  Hauptfrage  nach  dem  Duicb* 
schneiden  der  beiden  Curven  5)  betrifft,  so  ist  aunächst  wichtig,  su  be- 
merken, dass  die  beiden  vorhin  gefundenen  Richtungen  n — a  und -^— « 

auf  einander  senkrecht  stehen.  Auch  wird  der  aufmerksame  Leser  ge 
funden  haben,  dass  der  Ausdruck:  „eine  Seite  des  Strahles'*  nur  der 
Kürze  wegen  in  dieser  Unbestimmtheit  belassen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  diesen  Zweifel  heben  und  zwar  indem  wir  die  Cur- 
ven, wie  es  schon  im  Texte  geschehen  ist,  mit  A  und  B  bezeichneD,  in 
folgender  anschaulicher  Form ,  welche  ohne  nähere  Beschreibung  unzwei- 
felhaft verständlich  ist,  wenn  gesagt  wird,  dass  in  dem  Winkelraume  linL 
oben  die  Curve  A  gar  nicht  und  B  in  einfachem  Zuge  vorkonmit  Mio 
sieht  sofort,  dass  der  ins  Unendliche  verlaufende  Zweig  von  B  in  den 
Quadranten  rechts  unten  die  sämmtlichen  Zweige  von  A  durchsetien  rnnss. 
Interessante  Fragen,  ob  im  Quadranten  rechts  oben,  überhaupt,  ob  aif 
dem  endlichen  Zweige  von  B  Schnittpunkte  liegen,  übergehe  ich,  daj» 
die  Hauptfrage  in  bejahendem  Sinne  entschieden  ist. 


Sn 


«- 

II 

^ 

ö  s 

1 

fl  CS] 

«M 

■^1 

.S  3 

-«i 

B  einfach  ver- 

CA od 

B  einfach  ver- 

zweigt. 

—  OL 

3    U* 

zweigt. 

In  dieser  Richtung 

-si 

geht  ein  Zweig 

von  B  nach 

beiden  Seiten 

ins  Un- 

Ä 

^ 

endliche. 

B  doppelt  ver- 

Ä 

'S  fl 

B  doppelt  ver- 

zweigt. 

^ 

zweigt. 

»*=*  3 

ä| 

^.2 

2»- 

-a 

1  9 

Nehmen  wir  endlich *a>—  an,  so  erhalten  wir  für  ^  =  -^  — c  wie 

oben  zwei  Werthe  des  ^,  nämlich  1  und  oo;  wächst  9,  so  li^  «  +  ? 
im  vierten  Quadranten,  sein  Cosinus  ist  positiv  und  für  jeden  Winkel 
existiren  zwei  Curven  punkte ,  bis  q>  den  Werth  erreicht,  welcher  dnrdi 
die  Gleichung  gegeben  ist 

6)  —  =a.coÄ(«  +  <p), 

Hier  liegt  ein  Haltepunkt  der  Curve,  der  zugleich  eine  Spitze  ist.  Eio 
gleicher  liegt  symmetrisch  im  ersten  Quadranten.  Ist  derselbe  überscbiit- 
ten ,   so  entsprechen  wieder  jedem  Winkel  zwei  Werthe^des  ^  »ko  «*« 
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Carvenpunkte,    bis   9==  — —  a  wird,   wo  der  eine  Zweig  ins  unendliche 

aaslänft  und  der  andere  den  übrigen  Halbkreis  in  einem  einfachen  Bo- 
gen durchläuft. 

Auch  hier  ist  die  Hauptfrage  wieder  ohne  Schwierigkeit  in  bejahen- 
dem Sinne  zu  entscheiden. 

Das  Resultat  unserer  Untersuchung  lässt  sich  daher  kurz  dahin  zu- 
sammenfassen : 

loooc 
Die  Gleichung  ^ — =»-^1  wo  J  irgend  eine  complexe  Grösse  bedeu- 
sc 

tet,   ist  in  jedem  Falle  durch  unz&hlige  complexe  Werthe  von  x  lt>sbar. 

Ist  x=:Q.e9*  und  A=sa.e^*^   so   hat  man  für  grosse  Werthe  des  Q  den 

__  yg 

Winkel  9  in  der  Nähe  des  Werthes  <2mjr  +  ^  — a,  wo  m  ganzzahlig, 

aafznsuchen.  Irgend  ein  derartiges  Werthepaar  für  x  giebt  eine  Lösung 
der  Gleichung  dr^  =  y^-  Kb  braucht  wohl  kaum  erinnert  zu  werden ,  dass 
diese  Gleichung,  für  sich  betrachtet,  unbestimmt  ist. 

Ein  besonderes  Interesse  bietet  noch  der  Specialfall 

logx  _  1 
X        e 
dar,  indem  bei  reellen  Werthen  hier  ein  Maximum  x=^e  vorhanden  ist-. 
Da  jedoch  die  Methoden  zur  genaueren  Erörterung  dieselben  bleiben, 
mag  dieser  Hinweis  dem  geneigten  Leser  genügen. 

Brilon.  Dr.  K.  Schwebinq. 

Berichtigung. 

In  dem  Aufsatze:  «»Zur  synthetischen  Behandlung  der  ebenen  Cur- 
ven  dritter  Ordnung'*  im  XXI.  Bande  dieser  Zeitschrift  kommen  einige 
Versehen  vor,  die  durch  folgende  Zeilen  berichtigt  werden  sollen. 
Für  den  Beweis  in  2  auf  S.  428  tritt  der  folgende  ein : 
Die  Kegelschnitte  %^ii^%^..,  mögen  ihre  homologen  Strahlen  ^|^2^8-* 
in  ^i^it  ^2^s>  "^8^8*  *"  schneiden.  Durch  die  beiden  Punktgruppen 
ABB^F^E^  und  ABE^F^E^  lege  man  die  Kegelschnitte  l^  und  l^\  sie  mö- 
gen sich  noch  in  E  schneiden  und  constitniren  ein  Büschel  {ABE^E)\l^X^.„\. 
Bin  Kegelschnitt  desselben,  A«',  geht  durch  F^,  Wenn  man  die  Kegel- 
schnitte «1^X2^X3'  und  l^l^l^  einander  zuordnet,  so  sind  die  Büschel 
(x^..)  und  (A^...)  projectivisch  auf  einander  und  letzteres  auch  auf  das 
Strahlen büschel  M(8^8^.,,)  bezogen.  — Zieht  man  durch  M  irgend  einen 
Strahl  B^^  so  wird  er  von  jedem  der  Kegelschnittbüschel  in  einer  Invo- 
lution geschnitten.  In  dem  beiden  Involutionen  gemeinsamen  Punktpaare 
treffen  sich  zwei  Kegelschnitte  %^s  nnd  X^x\  ordnet  man  je  zwei  einander 
zu,  so  sind  die  Büschel  aufeinander  und  auf  das  Strahlenbüschel  M{s^s^„.) 
projectivisch  bezogen.  Da  bei  dieser  Beziehung  die  Elemente  %^  und 
X^^  %^  und  l^j  x,^  und  l^  homologe  sind,  so  müssen  die  Kegelschnitte 
des  Büschels  (A^*..)  die  Strahlen  des  Büschels  M{8^8^,,.)  in  denjenigen 
Punkten  treffen,  in  denen  diese  von  den  ihnen  homologen  Kegelschnitten 
des  Büschels  («''...)  getroffen  werden.     Die  Curve  C^,  welche  durch  ^i^lg 
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Büschel  M^s^s^...)  und  {ABCD)\x^^k^^,,,\  erzeugt  wird,  kann  demnacli 
auch  durch  M{s^s^,..)  und  {AßE^E)\X^*i^^,,.\  erzeugt  werden.  Unter 
den  Grundpunkten  des  letzteren  kommt  ein  beliebiger  Punkt  E^  der  Curve 
C^  vor;  sjwei  der  Grundpunkte  AB  sind  schon  im  ersten  Büschel  vor- 
handen. Das  zweite  Büschel  ersetze  man  durch  ein  drittes  mit  den 
Grundpunkten  AE^P^P  und  dieses  durch  ein  viertes  mit  den  Grundpunk- 
ten E^P^Q^Q^  von  denen  noch  P^  und  Q^  ganz  beliehige  Punkte  von  C^ 
sind.  Daraus  aher  ergieht  sich:  Legt  man  durch  die  Punktpaare  E^F^^ 
E^F^y  ^3^31  •••  und  drei  ganz  beliebige  Punkte  E^P^Os  von  C®  Kegel- 
schnitte, so  treffen  sie  sich  noch  in  einem'  Punkte  Q  von  C^. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  S  von  C^  ziehe  man  einen  Strahl  g^^ 
der  C^  noch  in  5^  7\  schneidet,  und  lege  durch  die  vier  Punkte  Ej^F^S^T^ 
einen  Kegelschnitt  fi^^y  der  C^  noch  in  Ifl^  trifiFt.  Nach  dem  Vorigen 
Ifisst  sich  dann  auch  durch  E^F^S^T^HK  ein  Kegelschnitt  v^  legen. 
Wenn  ^n^  das  Büschel  {E^F^HK)  durchläuft,  so  durchläuft  v^^  das  Bü- 
schel  {E^F^BK)\  je  zwei  Kegelschnitte  dieser  Büschel  treffen  sich  noch 
in  zwei  Punkten  S^T^^  ^3^3»  •••  von  C^  und  sind  dadurch  projectivisch 
einander  zugeordnet.  Da  die  Geradenpaare  {BK^E^F^  und  {BK^E^F^) 
sich  auch  in  zwei  Punkten  von  C^  schneiden,  nämlich  in  M  und  dem 
dritten  Schnittpunkt  von  HK  mit  6?',  so  entsprechen  sie  einander  in  der 
projectivischen  Beziehung  und  die  Geraden  ^1  7\,  6^  T,,  SgJg,  ...  müssen 
sich  nach  1 ,  S.  427,  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  muss  auf  C^ 
liegen,  denn  diese  Curve  wird  durch  das  Strahlenbüschel  in  ihm  und 
das  Kegelschnitthüschel  {E^F^BK)  erzeugt.  Also  ist  S  der  Schnittpunkt. 
Das  vorhin  erhaltene  Resultat  wird  also  verallgemeinert:  Ist  S  ein  be- 
ll ebigerP  unkt  von  C^  und  schneiden  dieStrahlen  durchiSdiese 
Curve  in  S^T^^  S^T^y  S^T^,  ...,  so  treffen  sich  alle  Kegel- 
schnitte, welche  durch  diese  Punktpaare  und  drei  beliebige 
Punkte  von  C^  gelegt  werden,  noch  in  einem  Punkte  von  C\ 

Für  den  Satz  12,  S.  436,  hat  Herr  Professor  Sturm  in  Münster 
mir  folgenden  Beweis  mitgetheilt. 

Durch  A  ziehe  man  zwei  unendlich  benachbarte  Strahlen,  welche  die 
Curve  in  BC  und  B'C  und  die  erste  Polare  A^  in  91  und  %'  treffen;  also 
laufen  die  drei  Tangenten  6,  c,  a  in^,  6^,  91  an  C^  und  A^  in  einen 
Punkt  W  zusammen;  desgleichen  die  drei  Tangenten  a^  c^h  in  ^,  C,  SB 
an  C^  und  B^  in  den  Punkt  93''  zusammen,  wenn  B^  die  erste  Polare 
von  B  und  ©  ihr  Schnittpunkt  mit  AB  ist.  Es  seien  D,  91'",  S3'"  die 
Schnittpunkte  von  a  und  6,  a  und  a,  b  und  b,  so  ist  // 93"  91'"/?  A^  91"  ©'"/>, 
weil  beides  harmonische  Gruppen  sind,  also  gehen  AB^  91'' 93"  oder  c, 
91''' 93'"  durch  denselben  Punkt,  d.  i.  C,  Die  letzte  Gerade  ist  aber  die 
gemeinsame  Polare  von  A  nach  B^  und  von  B  nach  A^\  denn  erstens 
müssen  beide  Polaren  durch  C  gehen,  weil  C  von  B  durch  A%  und  von 
A  durch  ^93  harmonisch  getrennt  ist.  Andererseits  ist  91'"  der  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  a  und  a  an  ^^  in  ^  und  91,  liegt  also  auf  der  Po- 
lare von  B  nach  ü/*;  ebenso  93'"  auf  der  Polare  von  A  nach  BK 

Auf  S.  433  schreibe  man  in  Z.  5:  „in  On^^  statt  „mit  Og,'*  und  statt 
„ein  gemeinschaftlicher  ...'^  schreibe  man  „und  {Om^n)  conjugirte  Punkte 
für  beide  Büschel  wären*'. 

Auf  S.  436  in  Satz  13,  Z.  8  schreibe  man:  „P^  und  Q^  die  ihnen 
entsprechenden  Kegelschnitte'^  statt  „/^^  und  Q^  ihre  ersten  Polaren^'. 

Auf  S.  440  Z.  7  von  unten  und  S.  441  Z.  16,  17  von  oben  g  staUl. 
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üeber  die  Folarflächen  der  windschiefen  Fiftchen 
dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Ad.  Hochheim, 

Profaitor. 
(Eortaetinng.) 


EnTeloppen  der  Polarebenen. 

15.  Die  zweite  Polai^äche  einer  Geraden  G.  Constniirt  man  zn 
jedem  Punkte  einer  Geraden  G  die  Polarebene  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1) ,  so  wird  dieses  Ebenensystem  von  einer  abwickelbaren 
Fläche  zweiter  Ordnung  eingehüllt,  der  zweiten  Polarfläche  dieser 
Geraden.* 

Ein  Punkt  k  auf  der  Geraden  G  besitze  die  Coordinaten  £11  ^i  ^s»  £4, 
ein.  zweiter  Punkt  k'  die  Coordinaten  ^j,  ^^^  ^sv  ^4»  dann  lassen  sich 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  derselben  bezeichnen  durch 
Ii  +  ^li9  Ig  +  ^Sg)  •••  nnd  das  System  der  Polarebenen  aller  Punkte 
von  G  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  entspricht  demnach  der 
Gleichung  ^^.^^ _  ^,^  _  ^^^^^  ^^^^^^^^ 

29)  +2i\^^^,x,  -  ^r,«,  -  (igi', + i»r,)^, + (iii'4 + i4ri)a;*} 

in  der  A  als  Veränderliche  zu  betrachten  ist.  Setzt  man  das  Differential 
dieser  Gleichung  gleich  Null  und  eliminirt  mit  Hilfe  der  so  erhaltenen 
Relation  die  Grösse  A,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Enveloppe  des 
Ebenensystems 


oder 
30) 


(fer*  -  i^r,)»^:,«, + 2(i,r4  -  hQ  (h^*  -  S4I',)*,«, 
+2(fei'i-Sxrs)(S3r4-i4rs)«,«4 
+ 2(26ii4r,r8 + 2i,i,r,  r4  -  «.r» + i3r,)(i,r4 + ^Si))x,x, 
+ (i,i'8  -  i»r,)»«,» + (itr4  -  iiii\)w = 0. 


*  Cremen  a,  Theorie  d.  Oberfl.  S.  78. 
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346  lieber  die  Polarflachen  etc. 

Die  zweite  Polarflftche  einer  Geraden  G  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  ist  demnach  ein  Kegel  zweiter  Ord- 
nung, dessen  Spitze-  im  Dnrchschnittspnnkte  der  drei  Ebe- 
nen Pe^  Fe,  Pe  liegt.    Diese  Fläche  wird  auch  der  Polarkegel 
*       *'     tf       . 

der  Geraden  G*  genannt. 

Von  der  Coordinatenebene  s^  =  0  wird  der  Polarkegel  der  Geraden 
G  in  eiper  Hyperbel  geschnitten ,  nnd  zwar  ist  dieselbe  eine  gleichseitige, 
wenn  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  in  der  Unendlich- 
keit liegt. 

Aus  der  Gleichung  30)  lassen  sich  folgende  bemerkenswerthe  Spe- 
cialf^Ue  ableiten. 

a)  Schneidet  die  Gerade  G  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen 
Fläche,  so  degenerirt  der  Polarkegel  in  eine  Doppelebene,  welche  die 
Doppeliinie  in  sich  enthält. 

ß)  Ist  die  Gerade  G  eine  Generatrix  der  windschiefen  Fläche,  so 
schneiden  sich  alle  Ebenen  des  Systems  in  derselben. 

y)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  d?|  =  0, 

so  ist  der  Polarkegei  derselben  be-      so  liegt  die  Spitze  des  Polarkegels 

züglich  der  windschiefen  Fläche  W     bezüglich   der  windschiefen  Fläche 

,   ,.    ^      ^  ,.   ,        :,     ^''      W  m  dem  Punkte  «,=0,  Xa=0, 
ein   parabolischer  Cyhnder,   dessen     a.» 

Generatrix  der  Axe  a;g  =  0,  ^8  =  0     x^^=^0. 

parallel  läuft. 

i)  Befindet  sich  die  Gerade  G  in  der  Ebene  ^2^^»  ^  ^^  der  Po- 
larkegel derselben  ein  hyperbolischer  Cylinder. 

c)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  ^^3=0,  so  degenerirt  der  Polar- 
kegel derselben  in  eine  Doppelebene,  die  mit  ^4  =  0  zusammenfällt;  liegt 
G  dagegen  in  der  Ebene  ^4  =  0,  so  geht  der  Polarkegel  über  iü  eine 
Doppelebene,  welche  mit  der  Ebene  x^^Q  zusammenfällt. 

Mit  Hilfe  von  5)  lassen  sich   die  beiden  folgenden  Sätze  ableiten: 

Die  Spitze  des  Polarkegels  der  Geraden  G  ist  der  Pol 
derjenigen  quadratischen  Polarfläche  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1),  welche  durch  G  hindurchgeht. 

Der  Polarkegei  der  Geraden  G  ist  der  geometrische  Ort 
aller  Pole,  deren  quadratische  Polarflächen  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  von  der  Geraden  G  berührt  werden. 

16.  Die  gemischte  Folarfläche  zweier  Geraden  G  und  G\  Construirt 
man  zu  jedem  Punkte  einer  Geraden  G  die  quadratische  Polarfläche  be- 
züglich einer  windschiefen  Fläche  1)  und  zu  jedem  Punkte  einer  Geraden 
G'  die  Polarebene  bezüglich  jeder  jener  quadratischen  Polarflächen,  so 
wird  das  Ebenensystem  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  dergemisch- 

*  Gremona,  Theorie  d.  Oberfl.  8.  168. 
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ten  Polarfläche  der  Gemden  G  und  C',*  eiogehtillt.  Nach  12)  ist 
diese  Fläche  sagleich  die  Enveloppe  der  gemischten  Polarebenen  zweier 
Punkte  k  und  A,  von  denen  der  eine  auf  der  Geraden  G,  der  andere 
anf  der  Geraden  ff  fortgleitet. 

Gegeben  seien  anf  jeder  der  Geraden  G  und  ff  zwei  feste  Punkte, 
anf  G  oämKch  k  und  k\  anf  ff  dagegen  k"  nnd  k"'.  Die  Coordinaten 
dieser  Punkte  seien 

bU    b«i    •••>       bl>    bjj    •••!       Sl>    Sgl     •••1       5     11    521    *     8»    »4» 

dann  sind  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  auf  der  Geraden  G 

li+irx,  fe+ir„  &+ir»,  li+i«;, 

nnd  di»  eines  beliebigen  Panktee  «nf  der  Geraden  & 

rx+»»n,  r',+ftr„  r.+fir,.  r4+».r4. 

Das  System  der  gemischten  Polarebenen  der  Punkte  auf  den  Ge- 
raden G  und  ff  besitzt  demnach  die  Gleichung 

i.r'4»,  -  i,r',»,  -  (i,r', +i,r,)«8 + an + i^o** 
+i{r4r'4^,-r8rsa!,-(s',r',+i',r',)a:,+(i',r4+r4r'i)*4i 
3i)+^{g.r4«,-i,r,^,-(i,r.+&r,)a:»+(ixr4+i4rx)'^4} 
+i<.{r4r4«^i-r.r,^,-(r,r.+s',r,)x, 

+(r»r4+i'4  0«4}=o, 

in  der  A  und  fi  alle  möglichen  Werthe  besitzen  können.  Differentiirt 
n&n  diese  Gleichung  nach  k  und  fi»  setzt  diese  Differentiale  gleich  Null 
md  eliminirt  mit  Hilfe  dieser  beiden  Belationen  die  veränderlichen  Grössen 
^  und  ^,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Enveloppe  des  Ebenensjstems 

ii4r'4»,-^r,*,-(i.r'a+^r,)»8+«xr'4+i4ri)»4} 
,2^  xir4r4*x-i'ar,*,-(r,r,+r,r".)*,+(r,r"4+i'4rx)»4i 
^  -{«4r4*x-^r'>,-(s,r,+ü,r.)*,+(ixr4+«4rxKi 
x}r4r>x-r,r,*,-(r,r,+rar,)*3+(r.i"4+r4r'x)»4}=o. 

Die  gemischte  Polarflächb  der  beiden  Geraden  G  und  ff 
esüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  ist  also  ein  Hjper- 
oloid  mit  einer  Mantelfläche. 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  gemischten  Polarebene  der  Punkte 

and  k"  mit  Pe^Q^  die  der  Punkte  U  und  k"  mit  ^^«0  u.  s.  f.,  so 
hv  vir 

isst  sich  die  Gleichung  32)  auf  die  Gestalt  bringen 
33)  Pe.Pe'-Pe.Pe  =  0. 

kk"   Wt''     kkT'   tk" 

Die  gemischte  Polarfläche  der  beiden  Geraden  0  und  G' 
ann  demnach  betrachtet  werden  als  der  geometrische  Ort 
er  Systeme  von  geraden  Linien,  welche  den  Gleichungen 


*  Cremona,  Theorie  d.  OberfiL  S.  163. 
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34) 


Pe^v.PSy  v.Pe=Pe^ 

Ick"            hhT'  k'k'"     k'y 

Pe^v.Pe,  v.Pez^Pe 

kir         k'k"  i^y"    kk*'' 


entsprechen. 

LäsBt  man  k  mit  W  nnd  k'  mit  k'"  zusammenfallen,  so  decken  sid 
die  beiden  Geraden  G  nnd  G\  die  Gleicbnng  32)  geht  dann  über  in 
die  Gleicbnng  30).  * 

Fallen  also  die  beiden  Geraden  G  nnd  G'  zusammen,  so 
.erbaltei^  wir  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  nftmlicb  den 
Polarkegel  der  Geraden  G. 

Fällt  die  eine  der  beiden  Geraden  mit  der  doppelten  Leidinie  der 
windschiefen  Flftche  zusammen,  so  geht  die  Gleichung  32)  über  in 

d.  h.  die  gemischte  Polarfläche  der  beiden  Geraden  besteht  aus  den  bei- 
den Ebenen  x^=^Q  und  0:4  =  0. 

Für  S3=:|'3  =  g''3=:r8  =  0  geht  die  Gleichung  32)  über  in 

a:4«  =  0.    ' 
Daraus  folgt:    Verlegt  man  die  beiden  Geraden  G  und  G'  in  die  Ebene 
x^cssQ^  60  degenerirt  die  gemischte  Polarfläche  derselben  in  zwei  Ebe&en. 
die  beide  mit  ar^aO  zusammenfallen. 

Setzt  man  {^  =  g'^  =  {"^  =  {"'^  =  0 ,  60  geht  die  Gleichung  32)  über  in 

Befinden  sich  also  die  beiden  Geraden  in  der  Ebene  ^4  =  0,  so  b^ 
steht  die  gemischte  Polarfläche  derselben  aus  zwei  Ebenen ,  die  beide  mit 
der  Ebene  x^=^Q  zusammenfallen. 

Die  gemeine  Folarfläche  einer  Ebene  E  beiflglieh  einer  windsehieb 
Fläche  1). 

17.  Die  Enveloppe  der  Polarebenen  bezüglich,  einer  windschiefen 
Fläche  1)  aller  Punkte,  welche  sich  auf  einer  Ebene  E  befinden,  isteioe 
Fläche  dritter  Ordnung  und  wird  die  gemeine  oder  kubische  Fo- 
larfläche der  Ebene  E*  genannt. 

Wir  benutzen  zur  Ableitung  der  Gleichung  dieser  Polarfläche  die 
Methode  der  unbestimmten  Multiplioatoren.  Gegeben  sei  die  Gleichug 
der  Ebene  E 

35)  «ili  +  «,S,  +  «sfej  +  «464  =  0.    (F). 

Die  Gleichung  der  Polarebene  eines  Punktes  k  mit  den  Coordinaten  li. 
I«)  Isf  £4  bezüglich  einer  beliebigen  Fläche  dritter  Ordnung  (tf)  ist 

36^       (^)=SlSl +  !,*««  + «»'«88 +  S4'«44  +  26i{tt^,+  2&fella 
^  +2f|S4«14  +  2S8S8W28  +  2feS4««4  +  2&l4«M=0. 


*  Salmon,  Änalyt.  Geometrie  des  Baumes  S.411. 
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37) 


Bilden  wir  die  Differentiale  der  Relation 
Dach  ^,  ^y  $3,  I4,  80  ergeben  sich  die  Gleichungen 

fl«21  +  f8««  +  S8«M  +  S4«»4  +  ^««=0, 

Sl«31  +  l»«M  +  l8««S  +  S4W84  +  ^«S  =  0» 
5l«41  +  Sj  W42  +  fe"48  +  S4W44  +  ^«4=0, 

aus  denen  sich  mit  Hilfe  von  36)  die  Grössen  ||,  1,)  &>  £4  eliminiren 
lassen.  Z^^ist  nun  bezüglich  derselben  homogen  vom  zweiten  Grade  nnd 
demnach  muss  auch 

Bein.    Da  nach  den  Gleichungen  37) 

d\{'di^''dl^d\^' 
ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  38)  überfuhren  in 

Führt  man  die  Elimination  aus,   so   erhält  man  als  Gleichung  der 
Enveloppe 


•:7F-;7r  =  «i-««-««'«4 


39) 


"•11 


«8      «81      «8«      «88 


-18 
«M 


»13 


"14 
«84 


*41 


=  0. 


40a) 


0 
«1 

«8 


=  0 


Durch  Einsetzung  der  Werthe  für  ti^i,  ti^,»  •-•  ^'^^^^  dq<^i^  demnach  die 
jleichung  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  bezüglich  einer  wind- 
ehiefen  Fläche  1),  nämUch 

«8  «8 

0  0 

0         -20:3 
—  20:3     —  2a:g 

0  0 

der 
40b)       «j 

daraus  folgt: 

Die  Enveloppe  der  Polarebenen  aller  Punkte,  welche 
uf  der  Ebene  E  liegen,  ist  eine  windschiefe  Fläche  dritter 
rdnung,'  deren  doppelte  Leitlinie  die  Gerade  .TjssO,  0:^  =  0 
nd  deren  einfache  Leitlinie  die  Schnittkante  der  beiden 
benen 


«1 
0 
0 
0 
20:4 


2^4 

0 
0 
2x1 


■*lV— «8 


'^2^4* "~  ^aja^oTg^x^  +  20,03X30:4*  =  0. 


.  204X4=:  0,     Agd^  — 203X3^=0 
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18.  Nacb  4  iflt  die  Polarebene  eines  Punktes  k  bezüglich  einer 
Fläcbe  zttgleicb  ancb  die  Polarebene  bezttglicb  der  quadratiscben  Polar- 
fläcbe  desselben  Punktes.  Bestimmt  man  also  für  jeden  Punkt  auf  der 
Ebene  E  die  quadratiscbe  Polarfläcbe  bezüglicb  einer  windscbiefen  Fläcbe 
1)  und  ausserdem  für  jeden  dieser  Punkte  die  Polarebe&e  in  Bezug  auf 
die  zugebörige  quadratiscbe  Polarflftcbe,  so  wird  das  Ebenensystem  von 
der  gemeinen  Polarflftcbe  der  Ebene  E  eingebülit.  • 

Nacb  den  Erklftrungen  in  15  und  17  ist  die  gemeine  Polarfläche 
einer  Ebene  E  aucb  die  Enveloppe  der  Polarkegel  aller  Geraden ,  welche 
in  der  Ebene  E  liegen. 

Gegeben  seien  zwei  Ebenen  E  und  E\  welche  sich  in  einer  Geraden 
G  schneiden  mögen.  Bestimmt  man  den  Polarkegel  der  Geraden  G^  so 
ist  derselbe  Tangentenkegel  sowohl  der  gemeinen  Polarfläcbe  der  Ebene 
Ej  als  aucb  der  der  Ebene  E\  und  zwar  liegt  sein  Scheitel  in  jeder 
dieser  beiden  Polarflächen. 

Eine  Ebene  E  schneidet  eine  windschiefe  Fläcbe  1)  im  Allgemeinen 
in  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Die  Polarebenen  aller  Punkte  dieser 
Scbnittcurve  sind  zugleich  Tangentialebenen  der  windscbiefen  Fläche  an 
diesen  Punkten.  Daraus  lässt  sich  schliessen:  Die  abwickelbare 
Fläcbe,  welche  von  den  Tangentialebenen  längs  der  Scbnitt- 
curve gebildet  wird,  ist  der  gemeinen  Polarfläcbe  der  Ebene 
E  umgeschrieben. 

Ist  die  Ebene  E  Tangentialebene  der  windschiefen  Fläche  1),  so 
liegt  aucb  die  durch  den  Berührungspunkt  gebende  Generatrix  derselben 
auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E, 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  k  sei  ein  System  von  Ebenen  E^^  E^^ 
E^y  ...  gelegt  und  zu  jeder  derselben  die  gemeine  Polarfläcbe  construirt. 
Da  der  Punkt  k  auf  jeder  dieser  Ebenen  liegt,  so  muss  die  Polarebene 
desselben  bezüglicb  einer  windscbiefen  Fläche  1)  zu  jedem  der  Systeme 
von  Ebenen  gehören,  dessen  Enveloppe  eine  jener  gemeinen  Polar- 
flächen  ist. 

Geben  demnach  die  Ebenen  E^^^  E^,  E^, ...  alle  durch  einen 
Punkt  A:,  so  ist  die  Polarebene  des  Punktes  Ar  bezüglicb  einer 
windschiefen  Fläcbe  1)  die  gemeinschaftliche  Tangential- 
ebene  der  gemeinen  Polarfläcben  der  Ebenen  E^^  J?^,  £3,  ..•. 

19.  Gegeben  sei  eine  Ebene  E^  welche  der  Gleichung 

entsprechen  möge.  Wenn  man  für  jeden  Punkt  derselben  als  Pol  die 
quadratiscbe  Polarfläche  bezüglicb  einer  windscbiefen  Fläcbe  1)  bestimmt, 
so  ergiebt  sich  als  Gleichung  dieses  Systems  von  Hyperboloiden 
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■*  V\^W\^i»^\«^W 


41a) 


=  0 


in  der  die  Verhältnisse  P,  ^  alle   beliebigen  Werthe  besitzen  könoen. 

Wird  nan  die  Ebene  E  als  Polarebene  jeder  dieser  quadratischen  Polar- 
flftchen  betrachtet,  so  müssen  die  tetraedrischen  Coordinaten  i\,  i\y  ^\y 
i'4  jedes  entsprechenden  Poles  den  Relationen 

i^%^ii\  -  Ö1«4QS2  +  (V6'4  -  ^1^4i\)ifi  +  K«4  6^4  -  «iSS'JSi  =  0 

genügen»     Eliminirt  man  die  veränderlichen  Verhältaisse 
1^,  ^  ans  diesen  Gleichungen,  so  erhält  man 

»4     ^4 

«»«S^'«  — «1<»«53      Vl'4     "«»l^^^'j      <»8''45'4~"<'l<'85'l 

oder 

41b)   «,»rii'«,-vr,r«4-2«,«4r»ar4+2«,«3S'8r4=o. 

Aus  der  Uebereinstimmung  dieser  letzteren  Gleichung  mit  40b)  folgt: 

Bestimmt  man  für  jeden  Punkt  der  Ebene  E  die  quadra- 
tische .Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1) 
und  betrachtet  dann  die  Ebene  als  Polarebene  bezüglich 
jedes  der  Hyperboloide,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  zu- 
gehörigen Pole  die  gemeine  Polarfläche  der  Ebene  E  in  Be* 
zug  auf  die  windschiefe  Fläche. 

20.  Betrachtet  man  alle  Punkte  einer  gemeinen  Polarfläche  der 
Ebene  E  als  Pole  und  bildet  zu  jedem  derselben  die  quadratische  Polar- 
fiäebe  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  entspricht  das  System 
von  Hyperboloiden  der  Gleichung 

+  2ai«g,«|,a:,a:,  =  0, 

in  der  die  Verhältnisse   c^,  ^  alle  möglichen  Werthe  besitzen  können. 

§4     64 
Eliminirt    man    diese  veränderlichen  Verhältnisse  mit  Hilfe  der  beiden 
Relationen 

V54'^4'-«l*V-V  =  0, 

+  401^53640:10:4  =  0, 

so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Enveloppe  des  Flächensystems 
42)  a?8*^4*  =  0,     o^x^  +  a^x^  +  a^x^  +  a^x^=^0. 

Die  Enveloppe  des  Systems  von  Hyperboloiden  wird  also 
von  zehn  Ebenen  gebildet,  von  denen  eine  mit  der  Ebene 
Ef  vier  mit  der  Ebene  0:3  =  0,  vier  mit  der  Ebene  x^  =  0  zu- 
sammenfallen. 
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Die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte,  welche  auf 
der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  liegen,  haben  diese 
Ebene  selbst  zur  gemeinschaftlichen  Tangentialebene. 

Umgekehrt  ist.  die  gemeine  Polarfläche  der  Ebene  E  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  deren  quadratische  Polar- 
flächen von  der  Ebene  E  berührt  werden. 

Die  gemeine  Polarfläche  der  Ebene 

bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  fkllt  mit  der  der  Ebene  E  zu- 
zusammen. 

21.  Auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  befinde  sich  ein  Punkt  k.  Did  quadratische  Po- 
larfläche dieses  Punktes  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  wird  nach 
dem  Vorigen  von  der  Ebene  E  in  einem  Punkte  k'  berührt,  aber  ausser- 
dem in  zwei  Geraden,  welche  durch  Ar'  gehen,  geschnitten.  Bildet  man 
die  Polarebenen  aller  Punkte  der  Geraden  G  und  G\  so  mass  jede  der- 
selben eine  Tangentialebene  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  sein 
und   durch  den  Punkt  k  hindurchgehen.     Von   den  Berührungspunkten 

dieser  Tangentialebenen  fällt  nur  der  der  Polarebene  Pe  mit  k  zusammen. 

f 

Die  beiden  Polarkegel  der  Geraden  G  und  G'  haben  demnach  ihre  Schei- 
telpunkte in  k  und  sind  Tangentenkegel  der  gemeinen  Polarfläche  der 
Ebene  E. 

22.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  k  seien  alle  möglichen  Tangen- 
tialebenen an  die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1)  gelegt.  Werden  diese  Tangentialebenen  als  Polar- 
ebenen bezüglich  der  windschiefen  Fläche  1)  betrachtet,  so  muss  der  Pol 
einer  jeden  sich  auf  der  Ebene  E  befinden.  Da  nun  die  quadratische 
Polarfläche  des  Punktes  k  der  geometrische  Ort  aller  Pole  ist,  deren  Po- 
larebenen durch  den  Punkt  k  hindurchgehen,  so  lassen  sich  folgende 
Sätze  aufstellen. 

Beschreibt  man  von  einem  Punkte  k  aus  einen  Tangen- 
tenkegel um  die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  E  und 
betrachtet  die  Tangentialebenen  desselben  als  Polarebenen 
der  windschiefen  Fläche,  so  befinden  sich  alle  Pole  dersel- 
ben auf  einem  Kegelschnitte,  nämlich  auf  der  Schnittcurve 
der  quadratischen  Polarfläche  Pq  und  der  Ebene  E. 

Bildet  man  zu  allen  Punkten  der  Schnittcurve  der  Ebene 
E  und  einer  quadratischen  Polarfläche  Pf  in  Bezug  auf  eine 

k 

windschiefe  Fläche  1)  die  Polarebenen,  so  werden  dieselben 
von   einem  Kegel  eingehüllt,    welcher  der  gemeinen  Polar- 
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fläche  der  Ebene  B  umschrieben  iflt,  and   c^essen  Spitze   im 
Fankte  k  liegt. 

23.  Das  Ebenensystem ,  dessen  gemeine  Polarflächen  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  durch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  l^,  l,» 
I3,  £4  hindurchgehen,  entspricht  der  Gleichung 

43)  «xa?l  +  «2«8  +  Ö8*S  +  <'4^4  =  0, 

in  der  a^,  a^)  ^s»  ^4  yeränderliche  Constante  sind,   aber  der  Bedingung 

44)  Vlils*-  '»j*!»«/-  2«i«*l,*l4  +  2a,«8M4*  =  0 
Genüge  leisten  müssen. 

Setzt  man  den  aus  44)  sich  ergebenden  Ausdruck  für  a^  in  43)  ein, 
so  nimmt  die  Gleichung  des  Ebenensystems  die  Gestalt  an 

2«! «,«814*^1  +  2  vis  V^2  +  Wh^'  +  20104^^4  -  «l'SlS8*)^8 

+  2«,fl4l8«4'^4  =  0- 

Eliminirt  man  ans  dieser  Gleichung  mit  Hilfe  der  Belationen 

«1^8*1+  2<»»S3^2  +  «jla^s  +  «45s*4  =  0 

die  veränderlichen  Quotienten  -^,   ~,  so  erhält  man 

«4     Ö4 
Si  V  -  Sa  V  -  2Ssa:ga:g  +  ^i^x^x^  =  0. 

Daraus  folgt:  Das  System  der  Ebenen,  deren  gemeine  Polar- 
flächen bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  durch  einen 
festen  Punkt  (S^,  ^,  $3,  £4)  hindurchgehen,  werden  von  der 
quadratischen  Polarfläche  des  festen  Punktes  in  Bezug  auf 
die  Fundamentalfläche  eingehüllt. 

Aus  diesem  Satze  lassen  sich  folgende  Resultate  ableiten: 

Befinden  sich  auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene 
E  die  beiden  Punkte  k  und  k\  so  ist  die  Ebene  E  gemein- 
Bchaftliche  Tangentialebene  der  quadratischen  Polarflächen 
der  beidenPunkte  k  und  Ar'bezüglich  der  Fundamentalfläche, 

und  die  Umkehrung: 

Ist  die  Ebene  iS  eine  gemeinschaftliche  Tangentialebene* 
zweier    quadratischen    Polarflächen    bezüglich    einer   wind- 
schiefen Fläche  1),  so  liegen  die  Pole  derselben  auf  der  ge- 
meinen Polarfläche  der  Ebene  E. 

Eine  Verallgemeinerung  dieser  Sätze  führt  zu  den  früher  entwickel- 
ten Besultaten. 

24«  Für  besondere  Lagen  der  Ebene  E  lassen  sich  mit  Hilfe  der 
Gleichung  40  b)  folgende  Resultate  aufstellen. 

a)  Setzt  man  a^^O,  so  geht  die  Gleichung  40b)  über  in 
a^x^x^  —  20203X30:4*  ==  0 
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Daraus  erhellt: 

Gebt    die  Ebene  E  durch  den  Steht  die  Ebene  J?  auf  der  Ebene 

Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  ir^^Oi  ^^  =  0   lothrecht,    so  wird  die  ge- 

^^3=0,  37^=0,  so  besteht  die  gemeine  meine  Polarflftche  derselben  beztig- 

Polarfiäche  derselben  bezüglich  der  lieh  der  Fläche  W  von  drei  Ebenen 

Fläche    TF  aus   drei  Ebenen,    von         ,., ,  .  ?**        -,.       .       i. 

d,4  gebildet,   von   denen   die  eine  die 

denen   die  eine  die  Gerade  ^2'^^^     Gerade  ^2  =  ^*  ^s  =  ^  enthält,  die 

^^3=0  enthält,  die  beiden  anderen     beiden   anderen   mit  der  unendlich 

mit   der  Ebene  ^4=a0   zusammen-     fernen  Ebene  zusammenfallen. 

fallen. 

Dieselben  Besultate  ergeben  sich,  wenn   die  Ebene  E  die  Gerade 
a?j  =  0,  a?3«0  enthält. 

ß)  Für  0,^0  erhält  man 

a^Xy^x^  —  2  «1  a^x^x^  =  0 
oder 

0:3*  =5  0,     €i^x^  —  2a^ar^  =  0. 

Steht  also  die  Ebene  E  lothrecht  auf  der  Ebene  ^g  =  0, 
so   besteht  die  gemeine  Polarfläche     so   besteht  die  gemeine  Polarfiäcbe 
derselben  bezüglich  der  windschie-      derselben  bezüglich  der  windschie- 
fen Fläche  W  aus  drei  Ebenen,  von      fen  Fläche  W  aus  drei  Ebenen,  von 

denen  zwei  mit  der  Ebene  ^3  =  0  denen  zwei  mit  der  Ebene  x^=^^ 
zusammenfallen,  die  dritte  der  Ebene  znsammenfallen,  die  dritte  der  Ebene 
^4  e=3  0  parallel  läuft.  ar^  =  0  parallel  läuft. 

Diese  Resultate  bleiben  unverändert,   wenn  man   «^  =  03=30  setet 
y)    Enthält  die  Ebene   E   die   doppelte  Leitlinie  der  windschiefen 
Fläche,  so  verschwindet  die  Gleichung  40b}. 

i)   Setzt  man  Ogsa^ssO,   so  erhält  die  Gleichung  40b)   die  ein- 
fachere Gestalt 

«i^flf,  x^  —  a^x^x^  ea  0. 

Enthält  demnach  die  Ebene  E  die  einfache  Leitlinie  der  Fundamental- 
•  fläche,  so  ist  die  gemeine  Polarfläche  derselben  ebenfalls  eine  windschiefe 
Fläche  dritter  Ordnung,  deren  doppelte  Leitlinie  mit  der  Geraden  x^^^y 
0^4  =  0,  deren  einfache  Leitlinie  mit  der  Geraden  a:j  =  0,  Xg^O  zusam- 
menfällt, deren  singulare  Erzeugende  aber  in  den  Schnittkanten  r^^^} 
0:3  =  0  und  a:j  =  0,  0:4  =  0  liegen. 
f)  Für  flj  =  a3  =  0  ergiebt  sich 

a:jÄ4*  =  0  oder  0:3=0,  x^^Q. 
Daraus  folgt: 

Geht  die  Ebene  E  durch   die  Läuft  die  Ebene  E  der  Ebene 

endliche  Doppelgeneratrix  der  wind-  0:^  =  0  parallel,  so  besteht  die  ge- 
schiefen Fläche  Wy  so  wird  die  ge-      meine  Polarfläche  /derselben  bwtfg- 
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meine    Polarfliche    derselben    von     lieh  der  windschiefen  Fläche  W  ans 

drei   Ebenen  gebildet,   von   denen  ,    .  ,^  ,  .**'*. 

..    i      Vii-  r.       .  drei  Ebenen,   von   denen   eine  mit 

swoi  nnt  der  Ebene  0:4  =  0,   eine  ,     „,  ^  .     .    , 

.^    ,       ,,,  ^  der  Ebene  .r«  =  0 ,  zwei  mit  der  nn- 

mit  der  Ebene   ar^csO  zusammen-  •...  t     i.  t^i 

^  yy  endlich  fernen  Ebene  zusammen- 
fallen. 

fallen. 

Zu  denselben  Besultaten  gelangt  mau,  wenn  man  der  Ebene  E  die 

Lage  x^^^  ertheilt. 

()  Setzt  man  endlich  02  =  04  =  0,  so  erhält  man 
a:ja',*  =  0  oder  ar^^O,  a:g*  =  0.  . 
Daraus  lässt  sich  schliessen: 

Ist  die  Ebenem  der  Ebene  0:3=0  Enthält   die  Ebene  E  die   end- 

parallel, so  degenerirt  die  gemeine  liehe  Doppelgeneratriz  der  wind- 
Polarfläche  derselben  bezüglich  der     schiefen  ^äche   FF,   so  besteht  die 

windschiefen  Fläche  Wm  drei  Ehe-  ,       ^  .     -.f\*     , 

^.e  gemeine  Polarnäche  derselben  aus 

nen,  von  denen  eine  mit  der  un-  drei  Ebenen,  von  denen  eine  mit 
endlich  fernen  Ebene,  die  beiden  der  Ebene  a;|  =  0,  die  beiden  an- 
anderen mit  der  Ebene  0:9  =  0  zu-  deren  mit  der  Ebene  0:3=0  zusam- 
sammenfallen.  menfallen. 

Dieselben  Besultate  ergeben  sich,  wenn  E  die  Lage  0:^=0  erhält. 
Die  Ebenen  0:1  =  0,  0:3  =  0  bilden  demnach  die  Enveloppe  aller  Diame- 
tralebenen der  windschiefen  Fläche   W. 

Die  gemischte  Folarfläcbe  zweier  Ebenen  E  und  E'  beiuglieh  einer 
windsobiefen  Flftöhe  1). 

25.  Gegeben  seien  zwei  Ebenen  E  und  E\  Bestimmt  man  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  E  die  quadratische  Polarfläche  in  Bezug  auf  eine  wind- 
schiefe Fläche  1)  und  betrachtet  die  Ebene  E'  als  Polarebene  jeder  dieser 
quadratischen  Polarflächen,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  die 
gemischte  Polarfläche  der' Ebenen  E  und  E' *  bezüglich  der 
windschiefen  Fläche. 

Es  sei  die  Gleichung  der  Ebene  E 

45  a)  «1  ^1  +  «2  ^%  +  H^z  +  «4^4  =  0 , 

die  der  Ebene  E' 

45b)  a\x^  +  a\x^  +  a\x^  +  a\x^^Q. 

Bezeichnet  man  die  Gleichung  der  Fundamentalfiäche  kurz  durch 
ti  =  0,  so  kann  man  der  Gleichung  der  quadratischen  Polarfläche  eines 
Punktes  k  bezüglich  derselben,  indem  man  x^y  x^^  x^^  x^  als  Constante, 
^1)  &'  &*  £4  ^^B  Variabele  betrachtet,  die  Gestalt  geben 


*  Cremona,  Theorie  d.  Oberfl.  6.  154. 
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F) 


«ufl'  +  "«S«*+«33S8*  +  «'44  64*+2tli,5,S,+  2«,35,|3  +  2fl,4J,|, 


Wird  die  Ebene  E'  als  Polarebene  dieser  quadratischen  Polarfl&cbe 
angenommen,  so  müssen  bekanntlich  die  Coordinaten  des  sugehSrigen 
Poles  der  Proportion 

dF  dF   dF  dF       ,      ,      ,      , 

genügen,  woraus  sich  die  Belationen  ergeben 

«ull  +  «12S,  +  WlsS»  +  «1454  =  ^«  n 

««161  +  «M^  +  ««8^  +  "14  S4  =  ^«'«» 

«81  Si  +  «M  5» +  «88^8 +  «^4  64  =  ^«81 
«4l6l  +  «4«S8  +  «48£8+"44  54  =  *«V 

Durch  Elimination  der  Grössen  a:^,  o;,,  x^^  x^  aus  den  GleichuDgen 
45  a)  und  46)  findet  maf  demnach  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 
der  Pole.  Die  Gleichungen  46)  ändern  sich  indessen  nicht,  wenn  man 
Ii9  $89  ^1  £4  ™i^  ^1)  ^89  ^89  ^4  "vertauscht.  Man  gelangt  daher  zu  dem- 
selben Resultate,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  46)  und 

«iSl  +  «2^  +  «8  68  +  «4S4  =*  0 

die  Grössen  5^,  ^^i  Ss)  £4  eliminirt.     Durch  diese  Operation  findet 


46) 


0      «1      a,      «j      «4 

47) 

«'l      «U      «1»      «18      «14 
«J      «M      «»1      «»      «M 
«8      «»1      «««      «SS      «M 
«4      «41      «4«      «4S      «44 

=  0.* 

Setzt  man   die  entsprechenden  Werthe  statt  Uy^^  u^^^ 
man  für  den  vorliegenden  Fall 

0       fl,         a,           0,        a^ 
a',      0          0             0        2«^ 

48a) 

a,      0         0        -2aj      0 
a'j      0      —  2a:g    —  2x,      0 

=  0 

rkilav 

«'. 

2ar4       0             0 

%x. 

ein,   so  erhält 


48  b) 


«1  a\  a?i  a?3*  —  a,  a',  a?ga?4«  —  [a^  a\  +  04  a\)  x^x^ 


+  («2«'8  +  «sO  ^8^4*  =  ö 
Die  gemischte  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  E  und  E 
bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  ist  demnach  eben- 
falls eine  windschiefe  Fläche  dritter  Ordnung,  deren  dop- 
pelte Leitlinie  mit  der  Geraden  378  =  0,  ^4  =  0  zusammenfillt, 
und  deren  einfache  Leitlinie  die  Schnittkante  der  beiden 
Ebenen 


*  Duröge,  Gurren  dritter  Ordnong  S.  187. 
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ist. 

26.    Setzt  man 

a\«=vfli,     a'gcavflg,     a'jssvoj,     a^esva^,  # 

so  geben  die  Gleichungen  48  a)  nnd  48  b)  in  die  40  a)  und  40b)  Über. 
Daraus  folgt: 

Lässt  man  die  beiden  Ebenen  E  und  E^  in  eine  Ebene  zu- 
sammenfallen, so  geht  die  gemischte  Polarfläche  über  in  die 
gemeine  Polarfläche  dieser  Ebene  bezüglich  der  windschie- 
fen Fläche. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  zugleich  die  in  19  entwickelte  Eigen- 
schaft der  gemeinen  Polarfläche  einer  Ebene  E. 

Die  Belation  48b)  bleibt  unverändert,  wenn  man  in  derselben  die 
Constanten  aj,  a^,  a,,  a^  mit  a\^  J^^  a\^  a\  vertauscht. 

Die  gemischte  Polarfläche  der  Ebenen  E  und  E'  ver- 
ändert sich  also  nicht,  wenn  die  beiden  Ebenen  E  und  E' 
ihre  Functionen  mit  einander  vertauschen. 

37.  Die  Gleichung  der  quadratischen  Polarfläche  eines  Punktes  f 
mit  den  Coordinaten  g^,  Ig,  i^\  I4  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche 

die  beiden  Ebenen  E  und  E\  deren  Gleichungen  in  45  a)  und  45  b)  ge- 
geben sind,  mögen  in  Bezug  auf  diese  quadratische  Polarfläche  conjugirt 
sein,  also  jede  derselben  möge  den  Pol  der  andern  bezüglich  der  qua- 
dratischen Polarfläche  enthalten.  Bestimmt  man  die  Polarebene  eines 
beliebigen  Punktes  x\^  x\^  x\,  a;'4  bezüglich  der  quadratischen  Polar- 
fläche P^qy  so  ist  die  Gleichung  derselben 

49)     x^i^Xj^ -  oi:\^x^  -  (ar'glj  +  x\^)x^  +  {x\^^  +  a?'45i)«^i  =  0- 
Wird  diese  Belation  in  Einklang  gebracht  mit  der  Gleichung 

a\x^  +  a\x^  +  a\x^  +  a\x^  =  0 , 
Bo  müssen  die  daraus  sich  ergebenden  Coordinaten  des  zugehörigen  Poles 
nach  der  ursprünglichen  Annahme  der  Gleichung 

«1*1  +  «2^2  +  «8^3  +  <»4^4  =  0 

Genüge  leisten.     Durch  Substitution  der  betreffenden  Werthe  erhält  man 

50)flia',5,|,«-a,a',|,J,«-(aia',+  a4fl\)yi,-|.(a,«'3  +  fl3a',)|3|,«  =  0. 

Da  diese  Gleichung  mit  der  48b)  übereinstimmt,  so  lässt  sich  schliessen : 

Sind  die  Ebeneb  B  und  E'  conjugirt  bezüglich  der  qua- 
dratischen Polarfläche  eines  Punktes  Ar,  so  liegt  der  Punkt 
k  auf  der  gemischten  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  E  und 
E^  in  Bezug  auf  eine  windschiefe  Fläche  1). 

Die  gemischte  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  E  und  E^ 
ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  derjenigen  quadratiBchen 
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Polarflftchen  [bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)],  zn 
denen  die  £benen\£  und  E'  conjugirt  sind. 

Demnach  lassen  sich  folgende  Sätze  aufstellen: 
9  Bestimmt  man  zu  jedem  Punkte  der  gemischten  Poltr- 
fläche  der  beiden  Ebenen  E  und  E'  die  quadratische  Polar- 
fläche bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  sind  die 
Ebenen  E  und  E'  bezüglich  jeder  der  quadratischen  Poltr- 
flächen  conjugirt,  jede  geht  durch  den  Pol  der  andern. 

Jedem  Punkte  f  auf  der  gemischten  Polarfläche  der  bei- 
den Ebenen  E  und  E^  entspricht  ein  Punkt  k  auf  der  Ebene 
E  und  ein  Punkt  k'  auf  der  Ebene  E\  und  zwar  ist  k  der  Pol 
der  Ebene  E'  und  k'  der  Pol  der  Ebene  E  bezüglich  der  qua- 
dratischen Polarfläche  P^q. 

28.  Die  beiden  Ebenen  E  und  E'  mögen  sich  in  der  Geraden  G 
schneiden.  Einem  Punkte  k  auf  dieser  Geraden  entspricht,  weil  er  auf 
der  Ebene  E  liegt,  ein  bestimmter  Punkt  f  auf  der  gemischten  Polar- 
fläche der  beiden  Ebenen  E  und  E\  femer  ein  zweiter  Punkt  f'  auf  der- 
selben Fläche ,  weil  k  auch  auf  der  Ebene  E'  liegt.  Da  nun  aber  k  der 
Ebene  E'  angehört,  so  befindet  sich  der  Punkt  f  auch  auf  der  gemeinen 
Polarfiäche  von  E\  und  zwar  wird  dieselbe  in  diesem  Punkte  von  der 
Polarebene  des  Punktes  k  bezüglich  der  Fundamentalfläche  berührt  Ent- 
sprechend ist  auch  f  der  Pol  der  Ebene  E  bezüglich  der  quadratischen 
Polarfläche  Pq  und  muss,  da  k  auch  auf  der  Ebene  E  liegt,  sich  auf  der 

gemeinen  Polarfläche  von  E  befinden,  wo  dieselbe  von  der  Polarebene 
des  Punktes  k  berührt  wird. 

Daraus  folgt: 

In  der  gemischten  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  J?  und 
E'  befinden  sich  zwei  Punktreihen,  welche  den  Punkten  der 
Schnittkante  der  Ebenen  E  und  E'  entsprechen,  und  zwar 
sind  diese  die  Punkte,  In  welchen  die  beiden  gemeinen  Po- 
larflächen der  Ebenen  E  und  E'  von  den  Polarebenen,  deren 
Enveloppe  der  Polarkegel  der  Geraden  G  ist,  berührt  werden. 

29.  Durch  die  Gerade  G,  in  der  die  beiden  Ebenen  E  und  £f  sieb 
schneiden,  möge  eine  dritte  Ebene  gelegt  sein.  Die  Gleichung  dersel- 
ben sei 

Durch  den  Werth  der  Grösse  l  ist  die  Lage  der  Ebene  bestimmt  Die 
gemeine  Polarfläche  dieser  Ebene  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1) 
entspricht  nach  «18)  der  Gleichung 

^  +  2  («2  +  A«  n)  («8  +  ^«'3)^8^  «  0 

oder 
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51b)  «1**1  V  —  V*«*4*  —  2«lfl4<«^8**4  +  2«»«8*»V 

+  i*(«'*i  *i  V  —  a\x^x^  —  2  a\  a\x^x^  +  2  o^'j  *s*4*)  =  *• 

Betrachtet  man  X  als  Yariabelet  so  entspricht  dieser  Gleichung  das 
System  der  gemeinen  Polarflächen  aller  Ebenen,  welche  dnrch  die  Qe- 
rade  G  gehen.     Dnrch  Elimination  von  A  mit  Hilfe  der  Gleichang 

^al^\x^x^  —  a^a^x^x^'-^a^a^  +  a^a\)x^x^  +  («,03  +  a^a^x^x^\ 
+  2l{a\x^x^^'-a\x^x^^'^2a\a\x^^x^  +  2a\a\x^x^^Q 

erhält  man 

52)  .X  (fl'^^i  V  -  «'%^2*4*  -  2ö>'4V*4  +  2a'g« siP,rr,«) 

=l«iö>i  V-  ö»fl'.*2  V-  (ai«'4  +  «4ö'i)V*4  +  («8«'s  +  «sO*s V}*- 
Die  Enveloppe  der  gemeinen  Polarflächen  aller  Ebenen, 
welche  sich  in  der  Geraden  G  schneiden,  ist  demnach  eine 
Fläche  sechster  Ordnung,  nnd  zwar  geht  dieselbe  dnrch  die- 
jenigen Punkte,  in  denen  sich  die  gemeine  Polarfläche  von 
Ey  die  von  E'  und  die  gemischte  Polarfläche  von  E  und  E' 
darchschneiden. 

Die  Schnittpunkte  der  gemeinen  und  der  gemischten  Polarfläche 
zweier  beliebigen  Ehenen,  welche  durch  die  Gerade  G  gehen,  liegen  auf 
der  Fläche,  welche  der  Gleichung  52)  entspricht. 

30.  Die  Ebene  E  sei  fest,  die  Ebene  E'  dagegen  bewege  sich  um 
die  Gerade  G^  in  der  sie  von  einer  Ebene  Bf\  deren  Gleichung 

a\  a?!  +  a\x^  +  ^'\^^  +  a\x^^Q 
sein  möge,   geschnitten   wird.     Das  System  der  gemischten  Polarflächen 
der  Ebenen  E  und  E'  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  entspricht 
dann  der  Gleichung 

a^ (a\  +  X a\) x^ x^ -  Og {a\  + 1 a\) ar, x^* 
53a)  -  \a,(a\  +  la'\)  +  a,{a\  +  A^l  V^4 

•      +  {«i(«  s  +  ^«"3)  +  «s(«'2  +  ^Ok8*4*  =  0 
oder 

aj^a^x^x^—a^a^x^x^—ia^a'^  +  a^a^x^x^  +  {a^a\  +  «3a',)^8^4* 
53b)  ^l\a^a\ x^ ir,«-a,a"j «,V-(«i «''4+«4ö"i) V^4+(«2ö''8+«8«"2)^8^4M 

worin  i  jeden  beliebigen  Wertb  besitzen  kann.    Daraus  folgt: 

Bleibt  die  Ebene  E  fest,  und  bewegt  sich  die  Ebene  Ef 
um  die  Gerade  6,  so  bilden  die  gemischten  Polarflächen  der 
Ebenen  E  und  E'  beztiglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  ein 
FlächenbüBchel,  welches  als  Basis  die  Raumcurve  besitzt, 
in  der  sich  die  gemischte  Polarfläche  von  E  und  E^  und  die 
Ton  E  und  E"  durchschneiden. 
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Dnrch  Elimination  von  o*,  ans  den  Gleichangen  der  gemiflckteii 
Polarfläche  von  E  und  E'  nnd  der  von  E  und  E"  erhält  man 

—  fl,  (a'g  0%  —  a'j  a\)  x^  =  0. 
Die  Projection  der  Basis  des  Flächenbüschels  53b)  auf 
X3  =  0  besteht  demnach  ans  einer  'Geraden  nnd  einem  Kegel- 
schnitte. 

31.  Za  jedem  Pnnkte  der  gemischten  Polarfläche  der  Ebenen  fand 
E^  sei  die  quadratische  Polarfläche  bezüglich  der  zugehörigen  windschie- 
fen Fläche  constmirt  Das  System  der  Hyperboloide  entspricht  dann  der 
Gleichung  ^^^t  _  ^^s  _  ^^^^^^  ^  2  J,x,«,  =  0, 

fc         fc         fe 

in  der  die  Verhältnisse  v*»  r»  t    der  Relation 

b4      b4      §4 

55)   ai a\  J, g^« -  a^a\l^i^^  -  (a^a\  +  a^a\)^%  +  {a^a\  +  a^a^ l^^  =  0 
genügen  müssen.    Als  Gleichung  der  Enyeloppe  dieses  Systems  findet  man 

a?3*ar^*  =  0,  2  A  j/ßx^  +2B  j/Äx^  +  D  j/lx^  +  C^^x^  =  0, 
d.  h.:  Das  System  der  quadratischen  Polarflächen,  deren 
Pole  auf  der  gemischten  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  £and 
E'  liegen,  wird  von  zehn  Ebenep  eingehüllt,  von  denen  vier 
mit  der  Ebene  ^s  =  0,  vier  mit  der  Ebene  x^  =  0  zusammen- 
fallen. 

32.  Für  besondere  Lagen  der  Ebenen  E  und  E'  kann  die  Gleichung 
48  b)  eine  einfachere  Gestalt  annehmen. 

a)  Setzt  man  ^1  =  0,  so  erhält  man 
56a)     0:4=0,    a^a\x^x^  +  a^a\x^^'-'{a^a\  +  a^a\)x^x^=^0. 
Daraus  folgt: 

Geht  die   Ebene  E  durch   den  Steht  die  Ebene  E  auf  der  Ebene 

Schnittpunkt  F  der  drei  Ebenen  x^^^O  lothrecht,  so  besteht  die  ge- 
^2  =  0,  d?3  =  0,  a?4»0,  so  besteht  mischte  Polarfläche  von  E  und  E' 
die  gemischte  Polarfläche  von  E  und     bezüglich    der  Fläche    W  aus   dei 

E^  bezüglich  der  Fläche  W  aus  der  ...  .    ^  _,       **'*,. 

°  d,0  unendlich  fernen  Ebene  und  emem 

Ebene    x^s=sO    und    einem    Kegel     parabolischen  Cylinder,  dessen  6e- 

zweiter    Ordnung,    dessen  Scheitel     neratrix   der  Kante  x^s=0,  o-^^O 

im  Punkte  P  liegt.  parallel  läuft. 

Da  die  Gleichungen  56a)  unabhängig  sind  von  a\^  so  werden  die 
vorstehenden  Resultate  unverändert  bleiben,  wenn  man  E'  alle  Lagen 
ertheilt,  welche  den  verschiedenen  Werthen  von  a\  entsprechen. 

ß)  Für  a,  =  0  geht  die  Gleichung  48  b)  über  in 
56  b)     a?3  =  0,     «1  a\x^x^  —  (a^  a\  +  a^a^x^x^  +  a^ci\x^  =  0. 
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Steht  demnach  die  Ebene  E  auf  der  Ebene  0^2  =  0  lothrecht,  so  degene- 
rirt  die  gemischte  Polarfläche  von  E  und  E'  bezüglich  einer  windschiefen 
Fläche  1)  in  die  Ebene  ^3=30  und  einen  hyperbolischen  Cylinder. 

Ertheilt  man  in  diesem  Falle  der  Ebene  E^  alle  möglichen  Lagen, 
welche  den  verschiedenen  Werthen  von  a\  entsprechen,  so  bleibt  die 
gemischte  Polarfläche  unverändert. 

y)  Setzt  man  a^i=:0,  a,  =  0,  so  ergiebt  sich 
56c)  a^s  =  0,     .T^  =  0,     (^^o^x^  —  a^a\x^=iO^ 

d.  h.:  Enthält  die  Ebene  E  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche 
in  sich,  so  besteht  die  gemischte  Polarfläche  aus  drei  Ebenen,  die  sich 
in  dieser  Leitlinie  schneiden. 

ö)  Ist  a^ssa^znO  und  a^  =  a\  =  Oy  so  nimmt  di^  Gleichung  48b) 
die  Gestalt  an 

56  d)  «1  a\  x^  x^  —  «2  «'2  ^%  ^i  =^  ^* 

Daraus  folgt: 

Schneiden  sich  die  beiden  Ebenen  E  und  E'  in  der  einfachen  Leit- 
linie einer  windschiefen  Fläche  1),  so  ist  die  gemischte  Polarfläche  der- 
selben ebenfalls  eine  windschiefe  Fläche,  deren  doppolte  Leitlinie  mit 
^8  =  6,  o:^  =  0 ,  und  deren  einfache  Leitlinie  mit  or^  =  0 ,  o:,  =  0  zusam- 
menfällt, deren  singulare  Erzeugende  .aber  in  den  Kanten  0:2  =  0,  ^s  =  0 
und  iCi  =  0,  0:^  =  0  liegen. 

(Sohlma  folgt.) 


Zeltoohrill  f.  MathamAtik  n.  Phyiik,  XXni,  «. 
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Zur  üntennchung  der  zweiten  Variation  einfiMher 

Integrale, 

Von 

G.  Ekdmann, 

OyinnMUlleliTor  in  KOnlgiberg. 


ffienu  Taf.  VI,  Pig^.  1—1«. 


Einleitung. 

Der  Zweck  meiner  üntersnchting  ist  erstens,  gewisse,  meines  Wis- 
sens bisher  noch  nicht  behandelte  Ausnahmefälle  in  Betracht  zu  sieben, 
die  bei  der  Untersuchung  der  sweiten  Variation  eintreten  können ;  zwei- 
tens, die  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  für  Integrale  mit  variab- 
len Grenzen  festzustellen. 

Was  den  zweiten  Punkt  betrifft,  so  giebt  Herr  Professor  Majer^ 
an ,  man  könne  bei  nicht  constanten  Orenzwerthen  die  Aufgabe  so  lösen, 
dass  man  zunächst  die  Orenzwerthe  als  gegeben  ansieht,  den  Maximal- 
oder Minimalwerth  des  Integrals  als  Function  der  Orenzwerthe  bestimmt 
und  von  dieser  Function  das  Maximum  ^  oder  Minimum  in  Bezug  auf  die 
Orenzwerthe  sucht.  Indessen  dürfte  es  doch  immerhin  zweckmässig  sein, 
für  diese  Aufgabe  feststehende  Formeln  abzuleiten,  und  ausserdem  ist 
die  von  Herrn  Mayer  angegebene  Methode  meiner  Ansicht  nach  auch 
nicht  unbedingt  genau.  Hat  man  nämlich  eine  begrenzte  Curve  gefun- 
den ,  welche  y  als  Function  von  x  so  ausdrückt ,  dass  ein  gegebenes  In- 
tegral mit  variablen  Grenzwerthen  jenen  Kriterien  zufolge  ein  Minimum 
werden  müsste,  wenn  man  es  zwischen  den  Endpunkten  der  Curve  nimmt 
und  für  y  seinen  Werth  in  x  einsetzt,  so  ist  damit  nur  Folgendes  be- 
wiesen :  Der  Werth  des  Integrals  muss  zunehmen ,  wenn  man  die  Grenz- 
punkte unverändert  lässt  und  die  sie  verbindende  Curve  ändert;  er  muss 
femer  zunehmen,   wenn  man  die  Grenspunkte  ändert  und  sie  mit  einer 
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Curye  verbindet,  die  den  Differentialgleichungen  des  Problems  ebenfalls 
genügt.  Wenn  man  aber  die  Curve  so  ändert,  dass  sie  aufhört,  dieser 
Differentialgleichung  zu  genügen,  und  zugleich  auch  andere  Endpunkte 
erhält,  so  bliebe  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dass  das  Integral 
abnähme,  dass  somit  kein  wirkliches  Minimum  stattfände» 


§1. 

Umformung  der  sweiten  Variation. 


Setze  ich  y'  für  -^  und 


V=:J(p{x,y,y)dx, 


so  habe  ich,  wenn  ich 


Tzq>{ic,y,y):ma„,n, 


x* 


ß 


'  («10  +  %)  ^^  =  ^t 

ff  {^i » Vi » y\)  *«^i  -  9>  («0  >  yoi  y'o)  *a?o = ^ 

setze,  folgende  Gleichungen: 

1)  ir=J+K, 

wobei  in  dem  zwischen  den  Strichen  stehenden  Ausdruck  erst  x:=iX^ 
und  dann  x^=^Xq  zu  setzen  und  darauf  das  Resultat  der  letzleren  Sub- 
stitution von  dem  der  ersteren  abzuziehen  ist.  —  Wenn  ich  iE  bilde, 
so  muss  ich  die  vollständigen  Variationen  [iy']  und  [iy]  in  Anwendung 
bringen;  ich  habe  demnach 

iK^  |aio  ^^  [iy]  +  %  «^  [h'\  +  9>'(^)  «^*  +  <p(^>  y,  /)  «*^ll, 

oder,  wenn  ich  [iy\=^iy  +  yix  und  [6y']  =  *y'+y"3a:  setze. 


3)  «JBTs 


«10  ixiy  +  a^^ixSy+j-^ip  (x,  y,  y')  ää«  +  g>  {x,  y,  yO  ««a:|^. 


Setze  ich  jetzt  noch 

4)  Ä  =  «80  «y*  +  2«,i  «y  Ä/+  «0«  iy\ 

so   erhalte  ich  vermöge  der  Gleichungen  1),  2)  und  3)  folgenden  Aus- 
druck für  die  zweite  Variation  des  Integrals: 
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Xi  Xi 

=  /  Sl  dx  +J  [«10  —  ö  oi]  i^y^'^ 


d^ 

dx 

1 


Soll  die  erste  Variation  von  V  verschwinden,  so  nrnss  bekanntlich  die 
Differentialgleichung  , 

«10 —  «01'=^ 

erfüllt  werden.  Das  zweite  Integral  in  unserem  Ausdrucke  für  i^  V  ver- 
schwindet also.  —  Wenn  ich  dieselbe  Bezeichnungs weise,  wie  in  einer 
früheren  Abhandlung  von  mir*  anwende,  so  erhalte  ich  die  Gleichung 

6)  («80  -  a'oi) «  -  «  w  «' -  «02  «"=  0 » 

mit  Hilfe  welcher  9ich  das  erste  Integral  in  5)  in  folgender  Weise  um- 
formen Ifisst: 

7)  /ä  dx  =  t^Ca^g'H*  dx  +  |[«n  +  «M- j]  »y*[, 

welche  Transformation  jedoch  nur  giltig  ist,  wenn  u  zwischen  den  Gren- 
zen Xq  und  Xy^  weder  verschwindet,  noch  unendlich  wird.  Daher  folgt 
aus  5)  und  7) 


8) 


d_ 
dx 


+  -TZ  9»(^.  y^y)  ***+ «Ol  '*y  +  <p{^^y^  /)*** 


Wir  können  die  Formel  8)  umformen,  wenn  wir  die  partialen  Va- 
riationen iy  und  il^y  durch  die  totalen  [jy]  und  [S^y^  ersetzen.  Die 
übliche  Metaphysik  der  Variationsrechnung  sieht  bekanntlich  y  als  Func- 
tion von  X  und  einem  Parameter  a  an  und  definirt  die  partiale  Varia- 
tion von  y  als  den  Zuwachs,  den  y  erhält,  wenn  nur  a  variirt,  die  totale 
als  den  Zuwachs  von  y,  wenn  a  und  x  sich  ändern.     Demnach  hat  man 


♦  Diese  Zeitschrift  XXn,  6.  r^  ^ 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  O.  Erdmann.  365 

8*y=[S*y]-28a!4y'-y''8a^-y'S*x. 
Hit  Hilfe  dieser  Oldchungen  erhalte  ich  ans  8) 

'  '^  , 

«•^=«' r««fl''*«'rfa^+|[<»u+«'<«-^]  [iy? 

+  |[„'  (X)  -  «i.y'+  «„  y»  +  «„y'«.^]  Sa?l^ 

+  l«oi  C«*y]IJ  +  \[<p  {^,  y.  y')  -  «o.y']  A*»li. 

§2. 

Die  Orenxwerthe  sind  gegeben. 

Sind  Xq  und  x^j  sowie  die  Orenzwerthe  von  y^  y^  und  ^j,  gegeben, 
so  rerachwinden  ihre  Variationen  und  somit  alle  in  8)  und  9)  ausserhalb 
des  Integralzeichens  stehenden   Glieder.     Es  wird  daher  ein  Maximum 

oder  Minimum  stattfinden,  wenn  das  Integral  jo^g^u^äx  für  alle  mög- 

liehen  Werthe  von  g  dasselbe  Zeichen  hat.  Die  Willkttrlichkeit  der 
Function  g  wird  nur  durch  die  Bedingungen  tfyo~^  ^"^  iyi  =  0  be- 
schränkt. Unsere  ganze  Transformation  beruht  indessen  auf  der  Voraus- 
setzung, dass  ^="7x^1  + y%^2  zwischen  x^  und  Xy^  weder  verschwindet, 
noch  unendlich  wird.  Nehme  ich  zunächst  den  Fall  an,  dass  weder  r^, 
noch  r,  unendlich  wird,  so  kann  auch  u  nicht  unendlich  werden,  und 
es  ist  nur  noch  die  Bedingung  zu  erftillen,  dass  u  zwischen  Xq  und  x^ 
nirgends  verschwindet.  Ich  bestimme  nun  y^  und  y^  so,  dass  u  ftir 
x  =  Xq  verschwindet   (da  AyQ  =  0,   ist  dies  gestattet).      Wenn  nun  der 

Ausdruck  -^  weder  an  einem  Punkte  zwischen  den  Integrationsgrenzen, 

noch  fär  x  =  Xi  denselben  Werth  annimmt,  wie  für  x^Xq,  so  verschwin- 
det u  für  keinen  andern  Werth  von  x,  als  für  Xs=Xq,  In  diesem  Falle 
wäre   also  unsere  Transformation  giltig  und  Gleichung  9)  ginge  über  in 

r 

^2rz=e^JaQ^g^u*dx. 

Wenn  nun  ausserdem  a^^  auf  dem  Integrationswege  sein  Zeichen  nicht 
wechselt,  so  hat  d^F  für  jeden  beliebigen  Werth  von  g  dasselbe  Zeichen, 
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wie  a^g .  Ich  will  hier,  wie  in  allen  folgenden  Fällen  annehmen ,  das8 
a^  positiv  ist.  Demnach  wäre  auch  d*  F  >  0  und  könnte  nur  dann  ver- 
schwinden, wenn  g'  identisch  Nnll,  d.  h.  wenn  g  eine  Const&nte  wäre; 
da  aber  dy  and  somit  anch  g  für  ar^ar^  verschwinden  mnss,  so  kann  9 
keine  andere  Constante,  als  Nnll  sein,  worans  folgt,  dass  öy  identisch 
Null  sein  müsste.  Für  einen  andern  Werth  von  Sy  kann  S^  V  nicht  ver- 
schwinden, es  findet  daher  ein  Minixpum  statt. 

Unsere  Transformation  ist  auch  noch  giltig,  wenn  u  zwar  für  keinen 
Punkt  zwischen  x^  und  or^,  aber  für  x^=x^  verschwindet«  In  diesem 
Falle  kann  jedoch  g  gleich  einer  von  0  verschiedenen  Constanten  an- 
genommen werden,  da  die  Bedingung  ($91  =  0  dann  auf  jeden  Fall  erfüllt 
wird;  h^  V  kann  also  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  ohne  dass  h^ 
identisch  6=0  ist,  und  es  wird  im  Allgemeinen  kein  Minimum  stattfinden. 

Wenn  das  Integral  sich  noch  weiter  erstreckt,  als  über  den  Punkt, 
in  welchem  u  verschwindet,  so  bietet  nach  Hesse*  das  Princip  der  Con- 
tinuität  wenigstens  eine  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  zweite  Varia- 
tion auch  ihr  Zeichen  wechseln  könne.  Es  lässt  sich  dies  indesB  ajich 
genauer  beweisen,  wie  später  gezeigt  werden  soll. 

Ich  setze  jetzt  noch 

wo  y^  und  y^  zwei  beliebige  neue  Constanten  'sind,   und   werde   dann 

den   Ausdruck    —    näher    untersuchen.      Ich    bezeichne    ihn    zu    diesem 
u 

Zwecke  mit  p.     Da  Gleichung  6)  auch  gelten  muss^  wenn  ich  für  u  ein- 
setze ti^  oder  j9U,  so  ergiebt  sich  aus  derselben 

wo  A  eine  Constante  bezeichnet. 

Da  a^  nach  unserer  Annahme  stets  >0  ist,  so  folgt  aus  10),  dais 

dp 
auch  —   stets   dasselbe  Zeichen  behalten  muss.     Setze  ich  ^1  =  ^1^^^* 
fix 

)^,  =  )^2^  =  1,   so  sehe  ich,   dass   dasselbe  auch  von ^  gilt    Ich  be< 

aX     T-y 

zeichne  —   mit  q  und  nehme  an,  —   sei  stets  grösser  als  0,  da,  wenn 

T*  OX 

dieser  Ausdruck  stets  <  0  bt,  ganz  die  entsprechenden  Betrachtungen 
gelten.  Es  wird  dann  q  stets  zunehmen  und  denselben  Werth,  wie  fiir 
x  =  Xq  zum  zweiten  Mal  nur  dann  erhalten  können,  wenn  es,  bis  ins 
Unendliche  gewachsen,  in  das  negativ  Unendliche  umschlägt  und  dann 
wieder  zunimmt.  Wenn  dann  q  füt  x  =  x  wieder  denselben  Werth  an- 
nimmt,  wie  für  a?^a?Q,  so  darf  nach  den  Auseinandersetzungen  dieses 
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Paragraphen  die  obere  Grenze  des  Integrals  nicht  weiter,  als  bis  x  aas- 
gedehnt werden,  wenn  ein  Minimum  stattfinden  soll. 

Im  Vorstehenden  ist  nKmlich  bewiesen,  dass  die  zweite  Variation 
nur  >0  sein  kann,  wenn  x^<^x\  dass  sie  dagegen  auch  verschwinden 
kann,  wenn  a?j  =  a?'.  Wenn  nun  x^>x\  so  kann  ä* Fauch  <0  werden, 
wie  aus  folgender  Betrachtung  erhellt« 

Nimmt  q  ftlr  x^=^x*  zum  zweiten ,  filr  (T  =  x'  zum  dritten  Haie  den 
Werth  ^0  an ,  so  möge  x^  zwischen  x  und  x'  liegen.  Kann  ich  nämlich 
für  diesen  Fall  beweisen,  dass  kein  Minimum  stattfindet,  so  wird  ein 
solches  um  so  weniger  vorhanden  sein,  wenn  x^  grösser  als  x"  bt.  Die 
in  u  und  t^  enthaltenen  Constanten  bestimme  ich  so,  dass  u^  wie  früher, 
für  x^=.x^  und  w*  ftir  x  =  x^  verschwindet.  Dann  wird  q  zwischen  x 
und  x^  nirgends  denselben  Werth  annehmen,  wie  für  x^ax^^  wohl  aber 
wird  es  zwischen  Xq  und  x'  einen  und  nur  einen  Werth  x\  geben,  für 
den  q  denselben  Werth  erhält,  wie  für  x  =  Xj^.  Dem  entsprechend  wird 
auch  ü^  für  x\  und  0?^,  aber  für  keinen  dazwischen  liegenden  Werth 
verschwinden,  folglich  auch  sein  Zeichen  zwischen  diesen  Grenzen  nicht 
wechseln ,  ebenso  wenig  wie  u  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  x\  Ist  nun 
(a:)  ein  beliebiger  Werth  zwischen  x\  und  x\  so  kann  ich  mir  die  Con- 
stanten yj,  ^2^  Yi^  Y^^  so  bestimmt  denken,  dass  u  und  ü^  für  x  =  {x) 
denselben  und  zwar  positiven  Werth  haben;  dann  wird  auch  u  zwischen 
jpQ  nnd  {x) ,  sowie  u^  zwischen  {x)  und  x^  stets  >  0  sein.  Jetzt  ertheile 
ich  der  Variation  von  y  zwischen  Xq  und  {x)  den  Werth  £ti,  zwischen 
(jx)  und  x^  den  Werth  su\  wo  €  eine  unendlich  kleine  Constante  ist. 
Dann  haben  wir,  entsprechend  der  Formel  8),  in  welcher  ix  und  iflx^Oj 
gz=z\^  also  ^'=0  zu  setzen  ist: 

11)      a«  A(x,y,  y)  dx^     I  [an  +  «(».  -Jj  '»'  +  ^oi**yL^^^^, 


12)     «« A(^,y,!/')rf«=-|[«u+«w-jr]*y*+«oi*^^^^ 


{X) 

folglich 
13)  S'Jg>{x.y.y)äx=  — ^^j^—  ««  »4^^,,  =  |-«(««y'^  »L»^^; 

du  t^  * 

Nach  10)  ist  das  Zeichen  von  -; — :  ein  constantes.     Da  ti  für  j?=^ 
'  dxw- 

verschwindet,   für  die  nächst  kleineren  Werthe  von  x  aber  ebenso  wie 
M*  positiv  ist,   so  folgt,  dass j  für  a:  =  a?'  negativ  ist;   dieser  Diffe- 
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rentialqtiotient  mnss  also  ancb  fttr  o;  =  ((c)  negativ  sein ;  da  ferner  u^  =  i/y 
so  sehen  wir,  dass  S^V  für  die  angenommenen  Werthe  von  dy  negativ 
wird,  dass  also  aaf  keinen  Fall  ein  Minimam  existiren  kann. 

§3. 
Betraehtnng  eines  Ausnahmefalles. 

Es  ist  jetst  noch  der  Fall  zu  betrachten,  dass  eine  d«r  Grössen  r^ 
und  Tj  zwbehen  x^  und  x^  unendlich  wird,  für  welchen  Fall  unsere 
Schlussweise  ungiltig  ist,  wie  Herr  Professor  Mayer*  in  einer  allgemei- 
neren Untersuchung  bemerkt  hat.  Es  werde  r^  für  xs=z{x)  unendlich, 
dann  ist  zunächst  möglich ,  dass  r^  zwischen  Xq  und  x^  weder  verschwin- 
det, noch  unendlich  wird.  Dann  kann  ich  u  =  y^r^  setzen,  wobei  die 
Transformation  8)  giltig  bleibt;  es  wird  also  ein  Minimum  stattfinden, 
wenn  nur  a^^  positiv  bleibt.  Verschwindet  dagegen  r^  für  einen  Werth 
zwischen  x^  und  ((t),  den  ich  mit  ^  bezeichnen  will,  so  wird  der  Aus- 
druck  ^c=i-^    an    dieser   Stelle   0,    und   wenn   sich  x  der    Grenze  {x) 

nähert,  so  nähert  q  sich  wiederum  der  Grenze  0,  da  sein  Nenner  od 
wird.  Wenn  wir  voraussetzen,  dass  a^  stets  positiv  bleibt,  so  behält 
der  DififerentialquQtient  von  q  stets  dasselbe  Zeichen,  q  muss  also  zwi- 
schen £  und  {x)  durch  oo  hindurchgegangen  sein.  Nehmen  wir,  wie 
früher,  an,  dass  q  stets  zunimmt,  so  wird  für  einen  Werth  (£),  der  zwi- 
schen cTq  und  I,  und  zwar  sehr  nahe  an  |  liegt,  q  etwas  kleiner  als  0 
sein;  da  aber  q  aus  dem  negativ  Unendlichen  bis  0  zunimmt,  wenn  x 
sich  der  (Grrenze  {x)  nähert,  so  muss  es  einen  Werth  ^  zwischen  x^  und 
{x)  geben,  fttr  welchen  q  denselben  Werth  annimmt,  wie  für  x  =  {g). 
Da  zwischen  (|)  und  ^  die  Differentialquotienten  von  y  nach  c^  und  c^ 
nicht  00  werden,  so  gelten  für  ein  von  ($)  bis  ^  ausgedehntes  Integral 
unsere  früheren  Betrachtungen,  d.  h. :  die  zweite  Variation  dieses  Inte- 
grals kann  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  und  es  wird  auf  keinen 
Fall  ein  Minimum  stattfinden,  wenn  das  'Integral  noch  weiter  ausgedehnt 
«I 

wird;  das  Integral   j  (p{x^y^y)dx  wird  also  in  dem  betrachteten  Falle 

kein  Minimum  haben. 

Ganz  das  Entsprechende  gilt,  wenn  r^  an  einer  Stelle  zwischen  (o?) 
und  x^  verschwindet.  Nur  der  Fall,  dass  r^  an  derselben  Stelle  ver- 
schwindet, an  welcher  r^  unendlich  wird,  sowie  der,  dass  jeder  der  bei- 
den Differentialquotienten  an  einer  Stelle  zwischen  x^  und  (T^  unendlich 
wird,  entzieht  sich  noch  unseren  Betrachtungen. 
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Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  von  Hesse  angegebene  Bedingung 
ftir  das  Stattfinden  eines  Minimums  nicht  giltig  ist,  wenn  r^  an  einer 
Stelle  00  wird.     Wir  sehen  dies  an  dem  Beispiele 

? 

Dasselbe  fährt  auf  die  Differentialgleichung 

y  cos^x  =  Cj , 
welche  ergiebt 

y^c^igx  +  c^y 

und  hieraus  folgt  q=^cotx\  nach  der  Hesse* sehen  Regel  wtlrde  also  ein 
Minimum  nicht  mehr  stattfinden,  wenn  Xq  und  Xy^  um  mehr  als  it  von 
einander  verschieden  wären.  Aber  r^  =  igx  wird  in  einem  solchen  Falle 
zwischen  den  Integrationsgrenzen  unendlich;  und  da  r^^l  nie  ver- 
schwinden kann,  so  muss  nach  den  eben  entwickelten  Regeln  stets  ein 
Minimum  stattfinden. 

Der  einzige  Fall,  der  hier  in  Betracht  kommen  kann,  ist  der,  dass 
die  Grenzwerthe  von  y,  ^q  und  y^,  einander  gleich  sind,  weil  nur  dann 
q  =  0  zu  setzen  ist;  denn  in  jedem  andern  Falle  würde  y  zwischen  den 
Integrationsgrenzen  unendlich  werden  und  wir  würden  keine  zusammen- 
hängende Curve  erhalten.  In  diesem  Falle  aber  ist  y  =  c^^  y'=0,  und 
somit  wird  das  Integral  F  =  0 ,  was  in  der  That  der  kleinste  Werth ,  den 
es  erhalten  kann,  also  immer  ein  Minimum  ist,  abweichend  von  der 
Hesse' sehen  Regel. 

§4. 
Die  oberen  Grenzen  sind  variabel. 

Es  soll  im  Folgenden  immer  angenommen  werden,  dass  r^  und  r^ 
endlich  bleiben.  —  Sind  die  Grenzwerthe  nicht  gegeben,  so  müssen  die- 
selben Bedingungen,  die  bei  gegebenen  Grenzwerthen  stattfinden,  natür- 
lich auch  erfüllt  werden,  d.  h.  es  muss  ^ og  >  0  sein  und  es  darf  der 
Ausdruck  q  weder  für  einen  Werth  von  x  zwischen  Xq  und  x^ ,  noch  für 
x  =  x^  denselben  Werth  annehmen,  wie  für  irc=a?y.  Setzen  wir  diese 
Bedingungen  als  erfüllt  voraus  und  nehmen  wir  Xq  und  yQ  als  fest,  x^ 
und  yi  dagegen  als  variabel  an ,  so  ist  die  Transformation  des  §  1  giltig 
und  das  Integral  des  Ausdrucks  8)  oder  9)  kann  nicht  negativ  werden; 
wohl  aber  kann  das  Integral  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  wenn 
g  gleich  einer  beliebigen  Constanten  gesetzt  wird,  denn  die  Bedingung 
d^jSsO  findet  hier  nicht  statt.  Ob  somit  ein  Minimum  stattfindet,  wird 
davon  abhängen,  ob  der  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Aus- 
druck für  alle  zulässigen  Werthe  von  öy^  und  öx^^  grösser  als  0  ist.  Ist 
keine  Bedingungsgleichung  zwischen   x^   und  y^  vorhanden,   so  müssen, 
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damit  die  erste  Variatioii  verschwinde,  die  AusdHicke  a^^  und  ^ (o;,  y, y') 
für  x^bx^  yersohwinden.  Der  in  8)  ausserhalb  des  Integralzeichens 
stehende  Ausdruck  geht  somit  über  in 

14)      [ön  +  flo2.  ^J  ^^1*  +  2flio  *^i  ^yi  +  ^  g>(a?,  y,  y)  «V» 

wobei  in  den  Ausdrücken  a^i,  a^^  u.  s«  w.  xs=x^  zu  setzen  ist.  Der 
Ausdruck  14)  muss,  wenn  ein  Minimum  stattfinden  soll,  eine  positive 
quadratische  Form  in  Bezug  auf  öXj^  und  öy^  sein.  Die  in  u  vorkom- 
menden Constanten  y^  und  y^  sii^d,  wie  früher,  so  zu  bestimmen,  dass 
u  für  XsssXq  verschwindet. 

Ist  x^  gegeben,  y^  aber  nicht,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  ge- 
suchten Elriterien  durch  das  Zeichen  des  Ausdrucks 

gegeben  werden. 

Wären  die  oberen  Orenzwerthe  fest  und  die  unteren  gegeben,  so 
ist  offenbar  in  dem  Ausdrucke  14)  Xq  und  y^  an  die  Stelle  von  a?^  und 
ffi  zu  setzen  und  das  Vorzeichen  des  Ausdrucks  umzukehren. 

§5. 
Beispiel  für  die  Segeln  des  vorigen  Paragraphen. 

Ein  geometrisches  Bebpiel  ist  folgendes.  Es  sei  eine  Curve  gegeben 
und  ein  Punkt  auf  derselben ;  •  an  dem  Punkte  ist  der  eine  Endpunkt 
eines  Fadens  von  gegebener  Länge  befestigt,  während  der  andere  End- 
punkt sich  auf  der  Curve  bewegen  kann;  der  Faden  soll  so  gelegt  wer- 
den ,  dass  der  Flächenraum ,  den  er  mit  der  gegebenen  Curve  einschliesst, 
ein  Maximum  wird. 

Die  Länge  des  Fadens  sei  /;  ich  betrachte  den  Bogen  •  als  un- 
abhängige und  den  von  dem  gegebenen  Punkte  ausgehenden  Radius  vec- 

tor  r  als  abhängige  Variable  und  setze  —  ssr;  femer  sei  f{r)  der  In- 
halt der  zwbchen  dem  Radius  vector  und  der  gegebenen  Curve  liegen- 
den Fläche,  so  habe  ich  das  Maximum  zu  suchen  von 

l 

16)  V^Jq>(s,ry)ds, 

0 
wo 

17)  ,>(»,r,r')  =  ry/I37t  +  2r(r).r'. 
Dies  Problem  führt  auf  die  Differentialgleichung 

18)  r=c,yr=7^, 

welche  integrirt  giebt 
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19)  r  =  c^  sin •*. 

^1 

Es  ifit  dies  die  Gleicbnng  eines  Kreises,  dessen  Darchmesser  gleich  c^ 
ist.  Die  Orenzgleichung  ist,  da  der  Grenzwerth  der  unabhängigen  Va- 
riablen gegeben  und  der  der  abhängigen  veränderlich  ist, 

.  20)  2rw-;^f*4r=o, 

nnd  mit  Berücksichtigung  von  19) 

21)  2/^(rj)  =s  Cj  cos  -^ ?  =3  Ci  cos  —. 

Wenn  r  und  (p  die  Polarcoordinaten  der  gegebenen  Curve  bezeich- 
nen, so  mnss  ich  haben  /> 

und  somit 

22)  r(r)  =  ir«^. 

Ist  (Fig.  1)  A  der  feste  Endpunkt  und  Q  der  variable,  ziehe  ich  in 
Q  eine  Tangente  an  die  gegebene  Curve  und  errichte  in  A  auf  AQ 
eine    Senkrechte,    die    die    Tangente    in   F  schneide,    so    ist  JQ  =  r^y 

AF^:^r^—,  —  Ist  femer  ilf  der  Mittelpunkt  des  Kreises  und  bezeichne 

ich  den  Winkel  AMQ  mit  2x,   so  ist  —  =  X9  ^^^  ^^^  ^^^  Gleichungen 

21)  und  22)  ergiebt  sich 

A  F=  c^  cos%  =  2MQ  cosx. 
Daraus  aber  folgt,  dass  M  in  der  Linie  QF  liegt,  d.  h.  der  Kreisbogen 
JQ  muss  die  gegebene  Curve  senkrecht  schneiden. 

Dm  die  zweite  Variation  zu  untersuchen,  beachten  wir,  dass 

r 

stets  negativ  ist.  r  \  J 

^Wir  haben  femer 

23)  ^^=     sin ^ ^cos ^, 

24)  _  =  _oo,— ', 

26)  lL:lL=i:Zl>.^^JZ3. 

oc^  oc^        Cj  «r^ 

^  ist  (Ar  den  Anfangspunkt  gleich  0;   der  Ausdrack  ^—tg -* 


darf  also  an  keinem  andern  Punkte  verschwinden,   wns  auch  nie  ge- 
schieht, 
Grenze 


s  ~**  c 
schiebt,  da  ^  kleiner  als  %  bleibt     Ich  habe  femer  für  die  obere 
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26)  «a  =  -co/5£  +  2r'(r„ri), 

27)  ''«''=-iä^- 

S   """  Ca     S  "^  Cq       *  ~~'  Ca 

II  =  5in ^ ?  CO« ^ , 

Cj       Cj        Cj 

-  «n -^twn-^ — * ^cos * 


28) 


Ci>       Ci         Cj       Ci        Ci 

Der  Ausdruck  15)  wird  somit  für  unseru  Fall 

29)       «11  +  00«.-*«=- co(x+2r('-i,''i) r-i ^^-: . 

Nun  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung  22) 

dr 
oder,  wenn  wir  -r-->   abweichend  von   der  früheren  Beseichnungsweise, 
d<p 

6«r 


mit  r\  -- — -   mit  r"  bezeichnen. 


2r      r«/' 
30)  2r(r,r)==^— ^. 

Nun  ist,  wenn  q  der  Krümmungsradius  der  gegebenen  Curve  ist, 


l/(r«  +  r'«)»  r 

^      r*+2r*-- rr         r  * 

Dadurch  geht  30)  über  in 

und  gemäss  29)  wird  die  Bedingung  für  das  Stattfinden  eines  Maximums 
31)  r^      sin2^^2^cos2^ 

Q        2(5inx-xco5x) 

Der  Krümmungsradius  QC^  welcher  den  vom  Faden  gebildeten  Kreis- 
bogen berührt ,  ist  hierbei  als  negativ  anzusehen ,  wenn  er  die  Fortsetzung 
des  Fadens  bildet  (Fig.  2),  und  als  positiv,  wenn  er  die  entgegengesetzte 
Richtung  hat  (Fig.  3). 

Nehmen  wir  zunächst  den  Fall  an,  dass  die  gegebene  Curve  aus 
zwei  sich  schneidenden  geraden  Linien  JT  und  TQ  besteht  (Fig.  4),  so 
ist  (r:=oo  und  es  wird  darauf  ankommen,  ob  der  in  31)  rechtsstehende 
Ausdruck  positiv  oder  negativ  ist.  Da  %  nicht  grösser  als  n  sein  kann, 
weil  sonst  der  Faden  mehr  als  einen  Umkreis  vollenden  müsste ,  so  bleibt 
der  Nenner  der  rechten  Seite  von  31)  stets  positiv;  der  Zähler  ist  gleich- 
falls positiv,  so  lange  2x<257^  27'l2"  ist,  dagegen  negativ,  sobald  2^ 
grösser  ist.     Nur  im  ersten  Falle  wird  also  ein  Maximum  stattfinden. 
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In  dem  allgemeinen  Falle,  wenn  eine  beliebige  Cnrve  gegeben  ist, 
la^Bt  die  Ungleichung  31)  gleichfalls  eine  geometrische  Deutung  zu. 
Trägt  man  nämlich  (Fig.  5  u.  6)  auf  der  in  Q  errichteten  Normale  der 
gegebenen  Curve  die  Länge  des  Fadens  in  positiver  Richtung  ab,  so 
dass  QS  gleich  dem  Bogen  0-^  ist,  und  beschreibt  einen  Kreis,  der 
durch  S  geht  und  den  Kreis  des  Fadens  in  A  senkrecht  schneidet,  und 
ist  R  der  zweite  Treffpunkt  dieses  Kreises  mit  der  Normale,  so  ist 

je  nachdem  2%  kleiner  oder  grösser  als  257^  27' 12''  ist.  Bezeichne  ich 
nämlich  im  ersteren  Falle  den  Treffpunkt  von  der  in  A  auf  AM  errich- 
teten Senkrechten  und  der  durch  R  zn  AM  gezogenen  Parallelen  mit  /> 
und  falle  von  R  auf  AQ  die  Senkrechte  RB^  so  folgt  aus  der  Aehnlich- 
keit  der  Dreiecke  ADD  und  AQS  die  Proportion 

r  :  r  €0$%  —  QR.cos2x  =  l:r--  QR.co8%^ 
ans  der  sich  die  Gleichung  32)  ergiebt. 

Das  Entsprechende  lässt  sich  für  den  Fall  2x>  257^27' 12"  nach- 
weisen. 

Die  Bedingung  31)  zeigt  daher,  dass  im  ersten  Falle  der  Krüm* 
mungsmittelpunkt  nicht  zwischen  Q  und  R  fallen  darf,  im  zweiten  Falle 
dagegen  zwischen  Q  und  R  fallen  muss,  wenn  ein  Maximum  stattfinden  soll. 

§6. 
Es  sind  zwischen  x^  und  y^  Bedingungsgleiehungen  gegeben. 

Sind,  ^e  im  §  4,  o^q  und  y^  fest,  x^  und  y^  dagegen  variabel,  aber 
von  einer  Bedingungsgleichung  abhängig,  so  ist  das  Vorzeichen  des  in  9) 
ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Ausdrucks  zu  untersuchen.  Da 
man  bei  zwei  von  einander  abhängigen  Variablen  die  erste  Variation  der 
einen  als  constant,  also  ihre  zweite  Variation  als  verschwindend  ansehen 
kann,  so  kann  ich  d^x^O  setzen  und  erhalte  somit  folgende  Bedingung 
fdr  das  Stattfinden  eines  Minimums: 

\  [«'u+«<«.^']  [«yj*  +  2  [«,0  -  «n»'i  -  «M»'i.^]  «*i  [«»i] 

/  +  [vV,)  -  «xoy»  +  «u  y\ + «M  v'\  •  ^']  »V + %  [«*»il  >  0. 

wobei  x:=^x^  zu  setzen  ist. 

Das  einfachste  Beispiel,  das  hierfür  angeführt  werden  kann ,  ist,  von 
einem  gegebenen  Punkte  an  eine  gegebene  Curve  die  kürzeste  Linie  zu 
ziehen. 

Wir  haben  hier  ^ 


Dies  fttbrt  auf  ^ 
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leb  will  in  diesem  Beispiel  die  vollständigen  Variationen  einfach  mit 
^^19  ''^1  bezeichnen,  da  die  partialen  gar  nicht  vorkommen.  Dann  habe 
ich  für  die  Grenzwerthe  die  Gleichung 

9  (y  i)  ^yi  +  [9  K » Vi  I  y  i)  -  y\  v  (y  i)]  ix^^o, 

v\  1 

woraus  sich  der  bekannte  Satz  ergiebt,  dass  die  Linie  eine  Normale  der 
Curve  sein  mnss. 

Um  zu  nntersnchen,  wann  ein  wirkliches  Minimum  stattfindet,  bilde 

ich  mir  den  Ausdruck  33).     Da  -z — =«,  5— =  1,  also  «»a?— ar«  ist,  00 
erhalte  ich  mit  Berücksichtigung  von  34) 

1 iy^ ^^1  ^Vi       I       1 ix^iy^ 

35)  ^,/J^T+^s^^^^ 

^1  —  ^0  Y^^i+^yi 

Da  y\  +y  *  =  ^ — '         ^  positiv  zu  nehmen  ist,  so  muss  Y^i^^.+  ^yx 

dasselbe  Zeichen  wie  dy^  haben.     Der  Ausdruck  35)  giebt  mir  daher  die 
Bedingung 

woraus  sich  ergiebt,  dass  ein  Minimum  jedenfalls  dann  stattfindet,  wenn 
die  Curve  convex  gegen  den  gegebenen  Punkt  ist;  ist  sie  concav,  so  ist 
ein  Minimum  nur  in  dem  Falle  vorhanden,  wenn  der  gegebene  Punkt 
zwischen  der  Curve  und  ihrem  Krümmungsmittelpnnkte  liegt,  wie  sich 
^dieses  Resultat  auch  mittelst  der  elementaren  Theorie  der  Maxima  und 
Minima  finden  Iflsst  [Herr  Prof.  Dienger  behandelt  in  seinem  „Grundriss 
der  Variationsrechnung*'  dies  Problem  und  kommt  zu  einem  Ausdruck,  der 
dasselbe  besagt,  wie  36);  doch  giebt  er  die  geometrische  Bedeutung  seines 
Besultats  nicht  an]. 

§7- 
Sowohl  die  oberen,  als  die  unteren  Grenzen  sind  variabeL 

Der  Ausdruck  8)  oder  9)  muss  für  alle  Werthe,  welche  die  2//,  ix 
annehmen  können,  positiv  sein.     Ich  denke  mir  jetzt  irgend  zwei  Werthe 
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von  SfgQ  nnd  dy^.  Die  Constanten  y^  nnd  y^  kann  ieh  beliebig  bestim- 
man.  Der  Ansdmck  9)  mnss  positiv  bleiben  für  alle  Werthe  von  g^  bei 
welchen  ^o^o^'Vo  ^^^  9i<<i='^i  ^^-  Werden  die  Bedingungen  des 
§  2  erfüllt,  so  bleibt  das  Integral  in  9)  für  alle  Werthe  von  g  positiv. 
Wenn  nun  auch  der  ausserhalb  des  Integralseichens  stehende  Ausdruck 
positiv  ist,  so  wird  S^V  sein  Zeichen  nicht  wechseln  können;  diese  Be« 
dingung  wird  eine  nothwendige  dann  sein,  wenn  g  so  bestimint  werden 
kann,  dass  das  Integral  verschwindet  Ich  werde  somit  die  Constanten 
y^  und  y^  in  jedem  Falle  so  bu  bestimmen  suchen ,  dass  das  Integral  zum 
Verschwinden  gebracht  werden  kann. 

Ich  nehme  nun  zunächst  an ,  dass  die  partiellen  Variationen  6y^  und 
iy^  verschiedenes  Vorzeichen  haben.  Dann  muss  6y  an  einem  Punkte 
zwischen  x^  und  x^  verschwinden.  Ich  bezeichne  den  entsprechenden 
Werth  von  x  mit  x'  und  bestimme  y^  und  y^  so,  dass  u  f^r  diesen  Punkt 
verschwindet.  Dann  kann  ich  statt  des  Integrals  in  9)  setzen 
af  Xi 

Xo  x' 

und  ich  kann  g  gleich  einer  in  beiden  Integralen  verschiedenen  Constan- 
ten setzen,  was  die  Continuität  von  jy=€^t<  nicht  beeinträchtigt.  Diese 
Constanten  Werthe  denke  ich  mir  für  jedes  zulässige  Werthepaar  von  dy^ 
und  dy,  verschieden  bestimmt,  und  zwar  jedesmal  derartig,  dass  e^o^) 
«=2^0  und  t^i»!«^^!  wird.  Dann  werden  die  Integrale  verschwinden 
und  wir  haben  als  nothwendige  Bedingung  für  das  Stattfinden  eines 
Minimums : 

Der  in  9)  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Aus- 
druck muss  positiv  sein  für  alle  Werthe  von  ix^unä  dx^^  und 
für  alle  diejenigen  Werthe  von  dy^  und  dy^,  die  verschiede- 
nes Zeichen  haben,  wobei  die  in  u  vorkommenden  Constan- 
ten yi  und  y^  alle  Werthe  erhalten  können,  für  welche  u  an 
einem  zwischen  Xq  und  or^  gelegenen  Punkte  verschwindet. 

Nehmen  wir  femer  an,  dass  dy^  und  ^J(,  dasselbe  Zeichen  haben, 
so  dürfen  wir  g  gleich  einer  Constanten  setzen  und  hierdurch  das  Inte- 

gral   I Of^g'^u^dx  zum  Verschwinden   bringen,  wenn  wir  y^  und  y^  so 

bestiihmen,  dass  ^ 

37)  «o-«i  =  *yo-^yi. 

da  8guQ:ss5yQ  und  fgu^^^dyi  sein  muss.  Setze  ieh  für  Uq  und  ii|  ihre 
Werthe  ein,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Bedingung  zur  Bestimmung  von 
yi  und  y,  die  Proportion 
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Dass  u  bei  diesen  Werthen  von  y^  und  y^  zwischen  Xq  und  x^  nicht  ver- 
schwinden kann,  dass  wir  somit  6y^=sgu  setzen  dürfen,  folgt  aus  fol- 
gender Betrachtung.  Da  ^^0  und  Sy^,  nach  37)  also  auch  ti^  und  n^, 
dasselbe  Zeichen  haben,  so  müsste  u,  wenn  es  überhaupt  zwischen  den 
Grenzen  verschwindet,  sein  Zeichen  an  dieser  Stelle  nicht  wechseln,  oder 
es  müsste  an  mehr  als  einer  Stelle  verschwinden.  Das  Letztere  ist  da- 
durch ausgeschlossen ,  dass  die  Bedingungen  des  §  2  erfüllt  sein  müssen. 
,  Dass  u  verschwindet,  ohne  sein  Zeichen  zu  wechseln,  ist  gleichfalls  un- 
möglich, denn  alsdann  müsste  auch  u  verschwinden  und  wir  hätten  die 
beiden  Gleichungen 

woraus  sich  ergeben  würde 

^  £y.'_^  — =0 

und  folglich  —  =  0 ,  was  nach  §  2  unmöglich  ist. 

Wir  haben  somit  als  fernere  nothwendige  Bedingung  für  ein  Minimum: 
Der  in  9)  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Aus- 
druck muss  positiv  sein  für  alle  Werthe  von  ix^  und  hx^  und 
für  diejenigen  Werthe  von  d^g  und  dy^,  welche  gleiches  Zei- 
chen haben,  wobei  y^  und  y^  so  zu  bestimmen  sind,  dasstioiti^ 

§8. 
Beispiel  Ar  den  vorigen  Paragraphen. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  behandle  ich  das  Problem,  die  kürzeste 
Linie  zwischen  zwei  Cnrven  zu  ziehen. 

Ebenso,  wie  in  dem  entsprechenden  einfacheren  Problem  des  §  6, 
folgt,  dass  die  gesuchte  Linie  die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden 
Curven  ist.  —  Um  die  zweite  Variation  zu  untersuchen,  bilde  ich  den 
in  9)  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Ausdruck.  Hierbei  kann 
ich  h^x  =  0  setzen  und  u  =  or  —  o:',  wo  x'  eine  noch  zu  bestimmende 
Constante  ist;  dann  erhalte  ich,  ähnlich  wie  in  §  6,  für  das  Stattfinden 
eines  Minimums  folgende  Bedingung: 


39) 


M^^yj^-^PM^-^^-^^^y^ 


>0. 


Die  Quadratwurzel  hat  hierbei  wieder  dasselbe  Zeichen,  wie  \j^y\  Neh- 
men wir  an,  dass  d^o  und  iy^  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so 
muss  gemäss  §  7  x'  so  bestimmt  werden ,  dass  u  zwischen  x^  und  x^  ver- 
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'  schwindet;  also  mnss  die  Bedingung  39)  ftir  alle  zwischen  Xq  und  x^  ge- 
legenen Werthe  von  x'  erftillt  werden.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn 
wir  die  folgenden  ^beiden  Ungleichnngen  haben: 

40)  J^,/;j^T+[^_^^IM=>o, 

41)  M'^^V+[W-^i^Ä,<0. 


Xf,-X 


Vsx„*+.[Syo? 


was  zunächst  nothwendige  Bedingungen  ftlr  das  Stattfinden  eines  Mini- 
mums sind.  —  Nehmen  wir  an,  dass  6^q  und  öi/i  gleiches  Vorzeichen 
haben,  so  ist  x'  aus  Gleichung  37)  zu  bestimmen,  d.  h.  wir  haben 

x,-x:x,-x=Sy,:6y„     .'=fÄ^«. 

und  wenn  ich 

setze, 

ix,-x,){8x,*  +  [8y,]>)[8y,] 


X-t  "-"•  •]?  ^^ ' 


«0— a:  = 


(3;»,«+  [ÄyJ«)[Äy„]  -  {8x,'+  [Äy,]»)  [dyj  ' 
(xt-Xo)(Jx,«+[dyo]»)[dyJ 


»     -       (d  V  +  [dyj*)  [dyj  -  («V  +  [iVoV)  [iyJ 

Wenn  ich  dies  in  39)  einsetze  und  der  einfacheren  Schreibweise  wegen 

die  Klammem,  in  denen  die  Variationen  stehen,  fortlasse,  so  erhalte  ich 

/-'[*  ,^^  , [(«V + «y.*) *yo - («V + «yo*) «y.] 

8xi  yy, 

42)  j  y«^7+^ 

•; ,,  ^^"    ,^^  , [(«V+«yx*)«y„- («V+«yo*) «yj 

(^1— '^o)  *yi  K^*  V + *yo 


**oi^ 


\ 


:>0. 


V8x^>+8yo* 

äind  die  Coordinaten  des  Erttmnrangsinittelpniiktes  «q»  /'o*  '^P-  "i* 
^,,  und  die  Krfiminangsradien  (g  und  Qi,  so  habe  ich  allgemein 

43) 

44) 

Hierdurch  geht  42)  nach  geeigneten  Transformationen  über  in 

Zeliwilirlfk  «.  M»themÄtIk  n.  Pli7«ik,  XXIH,  «.  DigitizeS^y  GoOgle 
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f  ^(yo-^o)*(*i-^o)    "  ^ 

Damit  dieser  Ausdruck  eine  definite  quadratische  Form  Ist,  muss  man 
haben 

47N  j  ^o'^i'K-«o)'K-«i)'[(«o-«i)(a^i-«o)-iK--«o)(«^i-«i)] 

Beachtet  man,  dass  ^^"^^^=  ^* "^ "S  so  geht  47)  über  in 

48)  K-«o)'^(«i-«i)*(^i-^o)(«i-«)<0. 

Damit  46)  nun  auch  eine  positive  Form  wird,  muss  (>i{^o""®i)^  ^  sein. 
Da  die  Quadratwurzel  des  Ausdrucks  42)  dasselbe  Zeichen  haben  muss, 
wie  dy,  so  folgt  aus  43)  und  44),  dass  das  Zeichen  von  p  gleich  dem 
von  o;  — a  zu  nehmen  ist.  Die  letztere  Bedingung  kann  ich  also  auck 
schreiben 

49)  (a:i-ffi)Oro-«i)>0. 

Zu  diesen  Bedingungen  kommen  noch  die  früher  gefundenen  40)  und 
41),  welche  sich  schreiben  lassen 

50)  r-^<T-^M 


51) 


1       ^        1 


*'0        "0  '*'0 


x^  —  x 


und  für  alle  zwischen  Xq  und  x^  liegenden  Werthe  von  x'  erfüllt  werden 
müssen.  Die  vier  Ungleichungen  48)  bis  51)  bilden  somit  die  nothwen- 
digen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Stattfinden  eines  Minimums. 

AB  sei  die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  Ourven,  a  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  ersten  Curve  im  Punkte  Aj  b  der  der  zweiten 
Curve  im  Punkte  B,  Sind  die  beiden  Curven  convex  gegen  eilender, 
wie  in  Fig.  7,  so  ist  Xq^o^^  x^^a^^  ^i^^o)  folglich  werden  sämmtliche 
Bedingungen  erfüllt  und  es  findet  sicher  ein  Minimum  statt.  Sind  die 
Curven  concav  gegen  einander,  wie  in  Fig.  8,  so  ist  ^o^^oi  ^i^'^n 
soll  somit  die  Bedingung  48)  erfüllt  werden,  so  muss  or|>oro  ^^^^]  ii^ 
diesem  Falle  wäre  aber  Xq  sicher  kleiner  als  a^,  folglich  ^ürde  die  Be- 
dingung 49)  nicht  erfüllt  werden ;  es  kann  somit  kein  Minimum  stattfinden. 

Ist  die  Curve,  auf  welcher  der  Anfangspunkt  liegt,  concav  gegen 
diejenige,  auf  der  der  Endpunkt  liegt,  diese  aber  gegen  jene  convex, 
wie  in  Fig.  9  und  10,  so  haben  wir  ^o<^^oi  ^i<^ii  somit  sind  die  Be- 
dingungen 49)  und  50)  erfüllt;  die  Bedingung  48)  dagegen  wird  nur 
dann  erfüllt  sein,  wenn  cto^^i«  ^^®  ^^  ^^S-  ^0,  und  da  dann  auch 
<yo>^i>  80  i'S^  c^uch  51)  erfüllt.  Nur  Fig.  10,  nicht  aber  Fig.  9  wird  uns 
ein  Minimum  liefern. 
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Ist  umgekehrt,  wie  in  Fig.  11  und  12,  die  Anfangscnrve  gegen  die 
Endcarve  convex  und  diese  gegen  jene  concav,  so  habe  ich  ^q^^o* 
^i>cri,  also  Bedingung  51)  ist  erfüllt;  Bedingung  48)  wird  wieder  nur 
dann  erfüllt  sein,  wenn  <)fo^^i9  ^^®  ^^  ^^S-  ^^9  ^^^  ^^  ^^  diesem  Falle 
otq  >orj,  so  sind  auch  die  Bedingungen  49)  und  50)  erfüllt.  Nur  Fig.  12, 
nicht  aber  Fig.  11  wird  ein  Minimum  geben. 

Die  Figuren  7,  10  und  12  stellen  uns  somit  die  Fälle  dar,  in  wel- 
chen ein  Minimum  stattfindet,  und  die  Figuren  8,  9  und  11  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  ein  Minimum  nicht  vorhanden  ist.  Das  Resultat  un- 
serer Untersuchung  ist  daher  folgendes: 

Die  Strecke  A  B  wird  das  Minimum  des  Entfernung  der  beiden  Cur- 
ven  stets  dann  darstellen ,  wenn  dieselben  in  den  Punkten  A  und  B  con- 
vex gegen  einander  sind;  es  wird  nie  ein  Minimum  stattfinden,  wenn 
beide  Curven  concav  gegen  einander  sind;  ist  die  eine  gegen  die  andere 
concav  und  diese  gegen  jene  convex,  so  wird  ein  Minimum  nur  dann 
statthaben ,  wenn  A  und  a  beide  zwischen  B  und  6,  oder  B  und  b  beide 
zwischen  A  und  a  liegen. 

Königsberg,  3.  März  1878,  * 
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OsoillatoriBohe  Bewegung  eines  verlängerten  Botations- 
ellipBoids  infolge  der  Anziehung  eines  weit  entfernten 

Punktes. 

Von 

Dr.  Arnold  Giesen. 


Hierzu  Taf.  VI,  Fig.  13  —  16. 


§  1.    BeitimmiiBg  der  an  dem  Ellipsoid  wirkenden  Kräfte. 

Auf  ein  homogenes,  verlängertes  Rotationsellipsoid  (Fig.  13),  wel- 
ches um  seinen  festen  Mittelpnnkt  drehbar  ist,  wirkt  nach  dem  Newton- 
schen  Qravitationsgesetze  ein  weit  entfernter  materieller  Pnnkt.  Der 
Radius  des  Aeqnators  des  EUipsoids  sei  a,  die  halbe  Rotationsaze  sei  c. 
Wir  legen  femer  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Orunde,  dessen 
(ry- Ebene  in  die  Aequatorebene  des  EUipsoids  fällt  und  dessen  a?z -Ebene 
den  anziehenden  Pnnkt  ^i  enthäh;  die  Coordinaten  des  letzteren  seien  a 
und  Y  (entsprechend  x  und  z).  Dabei  ist  der  Mittelpunkt  des  EUipsoids 
der  Coordinatenanfangspunkt  und  die  Coordinatenaxen  sind  Hauptträg- 
heitsaxen«  Ein  Punkt  des  EUipsoids  habe  die  Coordinaten  o:,  y,  z,  dann 
ist  die  Entfernung  desselben  von  fi,  welche  wir  r  nennen  wollen, 

r=j/(y-z)«  +  y«.f  (a-o:)». 

Die  Anziehung,  welche  der  fragliche  Punkt  von  f»  erleidet,  ist  also 

wenn  (i  und  dm  die  Massen  der  beiden  Punkte  und  f  die  constante  Ele- 
mentaranziehung bedeuten.  Die  Componenten  dieser  Anziehung  nach 
den  drei  Axen  sind 

fifdm{a'-x)  (ifdtny      iifdm(y^z) 

Für  r  wollen  wir  jetzt  einen  genäherten  Ausdruck  setzen.  Dazu 
nennen  wir  die  Entfernung  des*  Punktes  f»  vom  Mittelpunkte  des  EUip- 
soids R  und  haben  dann 
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r=./a«  +  y«-2(aa?  +  y2)  +  x«4'y«  +  z! 


s 


demnach  also 


Rj/ 


2(ax +  YZ)      x*  +  y^  +  z^ 
1  Ä«  "*■         Ä«         ' 


Nach  unserer  Annahme,  dass  f»  sehr  weit  entfernt  sei,  ist«  da  a,  / 

und  R  von  derselben  Ordnung,  dagegen  (T,  y,  z  gegen  die  ersteren  Grössen 

sehr  klein  sind,  «./        .       \ 

2{ax  +  yz) 

sehr  klein  von  der  ersten, 

x^  +  y*  +  z* 
/?« 
dagegen   von   der  zweiten   Ordnung.     Letztere  Orösse  kann  also  ausser 
Acht  bleiben.     Entwickeln  wir  nun  den  vorliegenden  Ausdruck  nach  dem 
binomischen  Satze  und  lassen  diejenigen  Glieder  der  Entwickelung  weg, 
welche  klein  von  höherer  Ordnung  sind,  so  kommt 


^-^[«+'^'] 


und   daraus  endlich  folgen  durch  Substitution  in  obige  Gleichungen  der 
drei  Anziehungscomponenten ,  welche  der  Punkt  (o*,  y,  t)  von  f»  erleidet, 


Solche  Kräfte  wirken  an  jedem  Punkte  des  EUipsoids.  Sie  setzen  sich 
zu  einer  Restiltante  im  Ursprünge  zusammen,  deren  mit  den  Axen  pa- 
rallele Componenten  folgende  sind: 

£X,  2Y,  2Z, 
und  zu  einem  Paare,  dessen  nach  den  Azen  gerichtete  Componenten  der 
Grösse   und    dem  Zeichen    nach    durch    folgende  Ausdrücke  dargestellt 
Ti^erdon  * 

oder  nach  Substitution  obiger  Ausdrücke  für  die  Kraftcomponenten 
N^Z^mfdm      ^^       1^1  +  3       ^^  | 
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Die  Summen  sind  natürlich  über  die  ganze  Masse  des  Ellipsoids  auszu- 
dehnen. Beachten  wir  nun,  dass  der  Urspmng  im  Schwerpunkte  des 
Ellipsoids  liegt  und  dass  die  Coordinatenaxen  die  Hanptträgheitsaxen  des 
Ellipsoids  sind,  so  sieht  man,  dass  folgende  Summen 

£xdm^     Zydm^     Zzdm^ 
Zxydm^  Sxzdm^  Zyzdm 

sämmtlich  gleich  Null  werden.  Demnach  werden  obige  Componenten  des 
Gegenpaares : 

II)  Z  =  0,     üf=3|i/"^-Z:(««-a:«)dm,     iV^=0. 

Diese  Werthe  zeigen,  dass  die  Axe  des  resultirenden  Oegenpaares  nach 
der  jf-Axe  gerichtet  ist,  das  Gegenpaar  demnach  in  der  Ebene  liegt, 
welche  durch  die  Axe  des  Ellipsoids  und  d^n  angrenzenden  Punkt  geht. 
Bezeichnen  wir  dasselbe  fortan  mit  G^  um  mit  M  die  Masse  des  Ellipsoids 
bezeichnen  zu  können,  so  haben  wir  weiter 

oder  weiter 

indem  Z{z^+y^dm  und  ^(a:*+y*)dm  die  Trägheitsmomente  des  Ellip- 
soids bezüglich  nach  der  X'  und  z-Axe  sind,  welche  die  Werthe  haben 

^{a^+c^  und  ?(a«+fl«). 

Nennt  man  %  den  Winkel,  welchen  die  Linie  R  mit  der  Rotations- 
axe  c  bildet,  so  ist 

so  dass  wir  endlich  für  das  Gegenpaar  folgenden  Ausdruck  erhalten: 

III)  G  =    ^'      l^g $tn  ^  cos  ö«. 

EHn  positives  Paar  strebt  bekanntlich  eine  Drehung  herrorzübringett, 
durch  welche  die  positive  2 -Axe  in  die  positive  «-Axe  gelangt.  Ist  also 
das  Ellipsoid  ein  abgeplattetes,  so  strebt  G^  die  ungleiche  Axe  des  El- 
lipsoids senkrecht  zu  stellen  zur  Verbindungslinie  R\  ist  dagegen  das 
Ellipsoid  verlängert,  so  strebt  das  Paar,  die  ungleiche  Axe  in  jene  Ver- 
bindungslinie zu  drehen.  Der  letztere  Fall  ist  es,  welcher  uns  hier  an- 
geht. In  beiden  Fällen  ist  das  Ellipsoid  im  Gleichgewichte,  sowohl  wenn 
seine  ungleiche  Axe  in  die  gedachte  Linie  R  fällt,  als  wenn  beide  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Bei  abgeplatteten  Ellipsoiden  ist  ersteres  die 
labile,  letzteres  die  stabile  Gleichgewichtslage,  umgekehrt  bei  verlänger- 
ten Ellipsoiden. 
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••  »^/%<^«^^ww^/w">^ 


§  2.    Zweite  Bestimmnngsmethode  der  an  dem  Ellipsoid  wirkenden 

Kräfte. 

Wir  wollen  jetat  sehen,  wie  sich  dieselbe  Formel  für  das  Gegenpaar 
aas  der  allgemeinen  Formel  für  das  Potential  eines  Ellipsoids  ableiten  lässt. 

Das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids  mit  den  Halbaxen  a,  6,  c 
in  einem  änssern  Punkte  (;r ,  y,  z)  wird  bekanntlich  ansgedrückt  durch  die 
Formel  oo 

y^  r  dl  (^ ?L_-i! fL'i 

6 

wenn  a  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

x^  y*  2* 

darstellt. 

Hieraus  findet  man  zunächst,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  ^ 

dVa  ^        Pdi    2ar 

-— =  — afccff  /  TT  -5-7-, 
ox  -/    ^  a*+» 

dVa  ,        i^dt    2z 

-— -s=  — a6c»/  -=7 -«-7-,. 
dz  J  D  €^+t 

6 

Multiplicirt  man  diese  drei  Ausdrücke  noch  mit  der  constanten  Dichtig- 
keit Q  des  Ellipsoids  I  der  Masse  yi  des  angezogenen  Punktes  und  der 
constanten  Elementaranziehung  /,  so  erhält  man  die  Componenten  der 
Kraft,  weiche  das  Ellipsoid  auf  den  Punkt  yi  ausübt. 

Sowie  aber  das  Ellipsoid  den  Punkt  yi  anzieht,  zieht  auch  dieser 
das  Ellipsoid  an,  beide  Kräfte  sind  entgegengesetzt  gleich.  Die  Bich- 
tung  der  Kraft,  der  das  Ellipsoid  unterworfen  ist,  geht  durch  (a),  y,  z) 
und  ihre  Componenten  sind  entgegengesetzt  gleich  den  vorherbestimmten. 
Für  unsem  Fall  ist  das  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  wir  setzen  daher 
as=:6;  der  Punkt  {x^y^z)  liegt  in  der  d;z- Ebene,  seine  jr-Coofdinate 
ist  daher  gleich  Null  und  folglich  auch  die  y-Üomponente  der  An- 
ziehung.    Für  die  beiden  anderen  Componenten   erhalten  wir  also  die 

Ausdrücke 

00 

6 
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Z=2^/'^«»C«.zy*^;^-p^-^. 


0 

Die  Integrale  sind  nicht  mehr  elliptisch,  sondern  führen  im  Falle 
des  verlängerten  Ellipsoids  auf  logarithmische,  im  Falle  des  abgeplatteten 
auf  cyclo  metrische  Ausdrücke.  Wir  könnten  dieselben  entwickeln  und 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Punkt  (2?,  0,  z)  sehr  weit  entfernt  ist, 
vereinfachen;  viel  einfacher  wird  es  jedoch  sein,  die  Integralausdrücke 
direct  zu  vereinfachen.  Zunächst  kommt  es  auf  die  Bestimmung  von  0 
an.     Diese  Grösse  bestimmt  sich  jetzt  ans  folgender  Gleichung : 


+  .T^  =  l- 


a^+0     c^  +  c 

Es  ist  klar,  dass,  je  weiter  der  Punkt  (^,  0,  z)  entfernt  ist,  das  durch 
diesen  Punkt  gehende  confocale  Ellipsoid  sich  immer  mehr  der  Kugel 
nähert;  trotzdem  ist  es  aber  nicht  gestattet,  0  geradezu  =a^+z^  zn 
nehmen,  obschon  diese  Annahme  uns  in  Bezug  auf  das  Qegenpaar  zum 
richtigen  Resultate  führen  würde.  Die  Bestimmungsgleichung  für  0  e^ 
giebt  also       a^(c^  +  c)  +  z\a^+ö)^{a^  +  0)(c^+c), 

woraus  ftir  die  positive  Wurzel  nach  dem  binomischen  Satze  folgt 
_^  ar*  + 1*  —  a*  —  c*      x^+z^  —  a^  —  r^      c^  a^  +  a^  z*  —  a^  (^ 
^  2  '•"  2  T   x^  +  z^^a^--i^   ""••• 

=^a^+z      «-(-+— 5-p-5  x+z  ^,^^,     , 

wenn  wir  uns  auf  die  Glieder  der  zweiten  bis  nullten  Dimension  be- 
schränken; Glieder  der  ersten  Dimension  enthält  der  Ausdruck  nicht. 
Mit  einer  ersten  Annäherung,  für  welche  0s=s(r'-|-z^  zu  setzen  wSie, 
dürfen  wir  uns  hier  darum  nicht  begnügen,  weil  nach  einer  solchen  das 
Ellipsoid  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  so  angezogen  wird ,  als  wenn 
seine  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre,  wobei  also  das  Gegenpaar, 
auf  welches  es  uns  gerade  ankommt,  vernachlässigt  wird.  Um  sichern 
gehen,  setzen  wir  also 

öc=a?  -f-«  x^  +  z^    ' 

Nun  entwickeln  wir  die  Werthe  von  X  und  Z  weiter.  Die  Integrations* 
variable  t  durchläuft  nur  sehr  grosse  Werthe;  also  können  wir,  um  den 
Ausdruck  für  X  zuerst  zu  behandeln,  setzen 

^ierau8  folgt  durch  Integration 
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0 


4a«+c»   1 


and,  indem  wir  für  «  den  obigen  Werth  setzen, 


d/  ,  1  4a»  +  c»         1 


:=? 


f. 


r  ■'■^  — <r»+*»  / 

wobei  im  letzten  Oliede  für  a  einfach  oc^-^z^  gesetzt  wurde,  welches 
jedenfalls  gestattet  ist.  Hieraus  folgt  nun  durch  Entwickelung  des  ersten 
Gliedes 

dt 1  a^x^  +  (^z^      4fl'+c«  1 

a 

Das  zweite  Glied  ist  seines  Zählers  wegen  von  derselben  Ordnung  wie 
das  letzte.  Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  sogleich  X^  wenn  wir  die 
Entfernung  des  anziehenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  wieder  mit  R  be* 
zeichnen: 

Nun  müssen  wir  z  bilden.     Wir  haben  ganz  wie  vorhin 

='-K'-?)(-*-r)=-(-T-»?) 

1       ,2««  + 3c» 
und  hieraus  durch  Integration 


J  (o'+OCcO  +  O'/'      *<»''•      *        <fl* 

_    1 2a«  +  3c» 

~     /  .  .    «      a*«»  +  c*2»  \V*         (**  +  «*)*''• 

r+'  — ^Mnä-; 

1       a*a^  +  (^z*      .2a»+3c» 

and  demnach 

TTX  ^      .     ,     .       *    .  «    ^     •         «««»  +  c»«»     ,    ^     »        2«»+3c» 
II)  2^  =  i<i/^^««c«-j  +  2|»/-9a»c«« ^ f^/'paScw* ^ . 

Hätten  wir  früher  a  direct  =x»4-2»  gesetzt,  so  würden  die  Formeln 
für  X  und  Z  die  zweiten  Glieder  nicht  enthalten. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


S86  OBcillatoriiscbe  Bewegung  etc. 

Die  beiden  Anfangsglieder  in  den  Ausdrücken  ftir  X  und  Z,  welche 
wir,  indem  wir  wieder  mit  M  die  Masse  des  Ellipsoids  bezeichnen,  auch 
so  schreiben  können: 

stellen  die  Componenten  der  Anziehung  dar,  welche  das  £llipsoid  erleiden 
würde,  wenn  seine  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre;  ihre  Resul- 
tante trägt  natürlich  zur  Bildung  des  Gegenpaares  nichts  bei.  Ebenso 
wenig  die  folgenden  beiden  Glieder: 

^nf^.crcnx -^ und   2fkfq<^cnz = . 

Die  Resultante,  welche  ihnen  entspricht,  geht  offenbar  auch  durch  den 
Mittelpunkt  des  Bllipsoids.  In  Bezug  auf  das  Gegenpaar  hätten  wir  also, 
wie  wir  jetzt  sehen,  keinen  Fehler  gemacht,  wenn  wir  ursprünglich 
c^x^-^-z^  gesetzt  hätten;  im  Ausdruck  für  die  Kraftcomponenten  wür- 
den aber  dadurch  die  Glieder,  welche  mit  denjenigen,  von  welchen  das 
Gegenpaar  herrührt,  von  gleichem  Range  sind,  fehlerhaft  geworden  sein. 
Da  es  uns  also  zunächst  auf  die  Berechnung  des  G^genpaares  ankommt, 
so  brauchen  wir  blos  die  letzten  Theile  der  Componenten  in  Betracht  sa 
ziehen  und  setzen  darum 

Bedenkt  man  nun,  dass  das  Gegenpaar  den  Werth  hat 

G^zX^xZ, 
so  erhält  man  ftlr  dasselbe  den  Ausdruck 

III)  G  =  |Ar^/'<l^*a:», 

wie  in  §  1. 

Wenn  es  sich  um  den  Druck  handelt,  welchen  der  feste  Mittelpunkt 
des  Ellipsoids  auszuhalten  hat,  so  ist  derselbe  gleich  der  Resultante  aus 
den  oben  bestimmten  vollständigen  Componenten  X  und  Z\  in  erster 
Annäherung  kann  man  sich  hier  auf  die  Glieder  der  höchsten  Dimension 
beschränken,  also  den  Druck  gleich  setzen  der  Resultante  von 

nämlich  gleich 

R*  • 

Derselbe  ist  dann  vom  Mittelpunkte  nach  dem  anziehenden  Punkte  ge- 
richtet Infolge  der  durch  die  Bewegung  entstehenden  Schwungkräfte 
erleidet  die  Drehaxe  keinen  Druck,  weil  sie  eine  Hauptträgheitsaxe  ist, 
auch  nicht  einmal  der  feste  Mittelpunkt,   weil  er  der  Schwerpunkt  ist. 
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§  3.    Oseillation  ohne  Anfangp^^eschwindigkeit. 

Wir  bringen  das  Ellipsoid  in  eine  solche  Lage,  dass  seine  nngleiche 
Axe  mit  der  Linie  R  den  Winkel  ^q  bildet,  nnd  tiberlassen  es  sich  selbst* 
Die  Axe  des  Eräftepaares,  welches  von  der  Anziehung  des  Punktes  fi 
herrührt,  liegt  in  der  y-Axe,  also  in  einer  Haupttrfigheitsaxe.  Nach 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Hiauptträgheitsaxen  dreht  e^  daher  den 
Körper  um  die  j(-Axe  gerade  so,  als  wenn  diese  fest  wäre;  wir  haben 
daher  zur  Erforschung  der  Bewegungsgesetze  die  Formeln  der  Bewegung 
um  eine*  feste  Axe  anzuwenden.  Nach  dem  d'Alembert'schen  Frincip 
muss  die  Arbeit,  welche  das  Gegenpaar  in  dem  Zeitelemente  bei  jeder 
mit  der  Verbindung  verträglichen  Verschiebung  verrichtet,  derjenigen 
gleich  sein,  welche  jene  Kräfte  verrichten  würden,  welche  den  frei  ge- 
dachten Punkten  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  ertheilen  würden. 
Während   des   Zeitelements  verrichtet  nun  G   die  Arbeit  Gd^]    die  ihr 

gleichzusetzende  Arbeit  ist  ^  ^"Tfi^^t  ^^  ^  ^^  Trägheitsmoment  für 

die  ümdrehuDgsaxe  ist  und  den  Werth  hat  -r(a^+^*)*.    Daher  haben 

o 

wir  die  Bewegungsgleichung 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  (bei  gleicher  Anfangselongation)  alle  Ellip- 
soide    ganz    in   derselben  Weise   schwingen,    für  welche  der  Ausdruck 

^       2  derselbe  bleibt.     Dies  ist  aber  offenbar  der  Fall  für  alle  mit  dem 

gegebenen  ähnlichen  Ellipsoide  und  auch  nur  für  diese.     Denn  wenn 

-;.  =  —    ist ,    SO    ist    auch    c'^ :  a^  =  c* :  a*    und    auch    (c  * — a'*) :  ( c'*  +  «'*) 
a       a 

5=(c*— a*):(c*+a^)  und  umgekehrt.     Unabhängig  sind  die  umstände  der 
Bewegung  von  der  Dichtigkeit  des  gegebenen  Ellipsoids. 

Ehe  wir  die  Bewegungsgleichung  weiter  behandeln ,  können  wir  schon 
sofort  eine  interessante  Frage  untersuchen.  Wie  man  nämlich  die  Be- 
wegung eines  zusammengesetzten  Pendels  auf  die  eines  mathematischen 
zurückführt,  so  muss  auch  hier  gleich  die  Vermuthung  entstehen,  dass 
sich  auch  die  Bewegung  des  Ellipsoids  durch  ein  einfacheres  System  dar- 
stellen lasse.  Dass  sie  sich  nicht  durch  einen  einzigen  mit  dem  Mittel- 
punkte fest  verbundenen  Punkt  darstellen  lasse,  wie  beim  zusammen- 
gesetzten Pendel,  ist  klar,  da  ein  solches  System  senkrecht  zur  Linie  R 
keine  Gleichgewichtslage  hat,  was  bei  dem  Ellipsoid  der  Fall  ist.  Viel- 
leicht aber  wird  sich  die  Bewegung  des  Ellipsoids  darstellen  lassen  durch 
ein  System  von   zwei  Punkten  J  und  B  von  gleicher  Masse  m,  welche 
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durch  eine  masseulose  Linie,  beiderseits  yom  Ursprünge  gleichweit  ent- 
fernt, verbanden  sind,  die  sich  um  den  Ursprung  drehen  kann.  Die 
halbe  Länge  des  Hebels  sei  /,  O  und  R  behalten  ihre  Bedeutung  (Fig.  14). 
Die  Gomponenten  der  Anziehung,  welche  A  erleidet,  sind 

diejenigen,  welche  B  erleidet,  sind 

r,      Tg  r,      r 

wenn'  r^  und  r^  die  Entfernungen  bezüglich  der  Punkte  A  und  B  vom 
anziehenden  Punkte  f»  bedeuten.  Die  letzteren,  d.  h.  die  z- Gomponen- 
ten, erzeugen  kein  Paar.     Nun  ist 

ri«=ß«+/*-2Ä/co*^,     r^^  =  R^  +  P  +  2Rlcos9, 
also 

-j  =  (Ä«  +  P  -  2  R/ CO»*)-"/.  =  ^  +  — ^j- , 

1  /n9     .      tQ     ■     An.  *»\       •/  ^  Z  l  COS  d" 

also  sind  die  (T- Gomponenten  der  an  A  und  B  wirkenden  Kräfte 

mfifa      Sfhfifal  cos9  mfifa      dmfifalcosd' 

-ä5-+ Ä* ""^  -ßi W • 

Die  beiden  Gomponenten 

^  mfifa 

an  beiden  Punkten  erzeugen  kein  Paar,  sondern  halten  sich  das  Gleich- 
gewicht.    Die  beiden  Theile,  welche  das  Paar  erzeugen,   sind  also  nur 

,  Smufalcosd'        .        imufalcosd' 
+ Ri »"»d ^ . 

Der  Hebelarm  des  Paares  ist  2/  und  also  das  Paar  selbst 

6m  (ifP  cos  9  sind' 

Das  aus  der  stattfindenden  Bewegung  abgeleitete  Paar  ist 

wenn  /  das  Trägheitsmoment  der  beiden  Punkte  in  Bezug  auf  die  Dreh- 
aze  ist;  dieses  ist  =2m/^.     Daher  wird  die  Bewegungsgleichung 
d^^__       dfifcosd'Sind' 

Die  Bewegung  hängt  hiernach  also  gar  nicht  von  der  Masse  der  beiden 
Punkte  A  und  B^  auch  nicht  yon  ihrer  Entfernung  /  ab,  sondern  nur 
von  der  Lage  des  anziehenden  Punktes,   seiner  Masse  und  der  constan- 
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%  ^^^k^^^^^^^^^^^hi^^ 


ten  Elementaranziehnng  (und  der  Anfangsamplitnde),  was  für  elektro- 
metrische  Beobachtungen  interessant  sein  kann.  Ein  solches  System  ist 
daher  nicht  geeignet,  die  Bewegung  unseres  Ellipsoids  darzustellen.  Be- 
merken wir  noch ,  dass  eine  homogene  Linie  von  beliebiger  Länge ,  welche 
im  Mittelpunkte  unterstützt  ist,  gerade  so  schwingt,  wie  die  beiden  Punkte 
Ä  und  B^  indem  alle  ihre  Punkte,  wie  vorhin  bemerkt,  gleiche  Winkel- 
geschwindigkeit haben.  — 

Versuchen  wir  jetzt,  ob  sich  die  Bewegung  des  Ellipsoids  nicht  durch 
ein  System  von  vier  Punkten  von  gleicher  Masse  m  darstellen  lässt, 
welche  durch  zwei  massenlose  Linien  verbunden  sind  und  beiderseits  vom 
Durchschnittspunkte  dieser  Linien  gleich  weit  abliegen,  üeber  die  zwei 
Verbindungslinien  machen  wir  zwei  verschiedene  Voraussetzungen.  Erst- 
lich seien  dieselben  gleich  lang,  aber  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  2^)  sei  noch  unbestimmt.  Die  Halbirungslinie  dieses  Winkels 
nehmen  wir  zur  2-,  die  seines  Nebenwinkels  zur  £r-Axe;  der  Punkt  fi 
liegt  natürlich  in  der  Ebene  des  Systems.     An  der  Linie  AB  wirkt  nun 

und  an  der  Linie  AB'  das  Paar 

6OTft/'Pcos('^-|-^)5m(^-|-cp) 

am  ganzen  System  wirkt  demnach  das  Paar 

Das  Trfigheitsmoment  des  Systems  ist  4  m/',  also  die  Bewegungsgleichung 
•rf^  = ^3 cos^sxn^. 

Die  Bewegung  dieses  Systems  ist  daher  ebenfalls  unabhängig  von  der 
Länge  der  Hebelarme ,  weshalb  zwei  gleich  lange ,  in  ihrer  Mitte  an  ein- 
ander befestigte  homogene  Linien  ebenso  wie  die  vier  Punkte  schwingen. 
Da  die  Bewegung  aber  von  dem  Winkel  9)  abhängt,  so  lässt  sich  diese 
Gleichung  mit  jener  für  das  Ellipsoid  identificiren.     Wir  brauchen  näm- 

lieh  nur  co52yg=   g       ^  zu  setzen,  woraus  sogleich  folgt 


»,=/i^ 


—  cos  2  g) 


'  00«  2  <p      c 

Verbindet  man  also  einen  Pol  unseres  Ellipsoids  mit  einem  beliebi- 
gen Punkte  des  Aequators,  so  bildet  diese  Verbindungslinie  mit  der 
Polaraxe  den  gesuchten  Winkel  9>.  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  wir 
nicht  nothwendig  homogene  Linien  zu  nehmen  brauchen;  die  Dichtigkeit 
kann  vielmehr  von  Null  aus  ganz  beliebig  variiren,  wenn  sie  nur  zu  bei- 
den Seiten  von  Null  aus  gleichmässig  variirt. 
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Wir  machen  jetzt  die  zweite  VoransBetznng ,  dass  nftmlieh  die  beiden 
Verbindnngslinien  auf  einander  senkrecht  stehen,  aber  das  VerhUtniss 
ihrer  Längen  noch  unbestimmt  ist.  Nimmt  man  die  Linien  selbst  zu  den 
Axen  der  x  und  z  und  lässt  O  und  R  ihre  frühere  Bedeutung,  so  wird 
das  Paar,  welches  an  der  Linie  AB  wirkt,  nach  dem  Obigen  dargestellt 

+  ^  » 

das  an  der  Linie  J^B'  wirkende  dagegen  durch 

also  das  am  ganzen  System  wirkende  durch 

6  m  ^ /•(/•—  /'*)  cosd^  sin d^ 

Das  Trägheitsmoment  ist  2m(jP  +  t*)^  also  die  Bewegungsgleichung 

lfi=-  B\P+r*)  cos»«n», 
wir  haben  also  nur  zu  setzen 

um  sofort  wieder  die  Bewegungsgleichung  unseres  Ellipsoids  zu  erhalten. 

Nach  dieser  Digression  kehren  wir  nun  zur  Bewegungsgleichung  zu- 
rück und  schreiten  zur  Integration  derselben. 

Schreiben  wir  dieselbe  in  der  Form 

lÄ-~  2Ä»(c»  +  a«)  *'"^^' 
80  kommt  nach  Holtiplication  mit  2d^ 

oder  durch  Integration 

Hierbei  ist  —  die  Winkelgeschwindigkeit;  die  Const^pte  besümmt 

sich  daher  durch  die  Bedingung,  dass  beim  Anfange  der  Bewegung  der 
Elongation  ^^  die  Winkelgeschwindigkeit  Null  entsprechen  soll,  was  die 
Bedingung  giebt  af((^^a^ 

Durch  Sabtraction  von  der  vorigen  Gleichang  kommt 


ah* 


«•(s+P)  <'"**-"•"•> 


und  weiter 
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)  de^ 


Setzen  wir  einstweilen  den  constanten  Factor  der  rechten  Seite  gleich  J^ 
80  wird  die  Torige  Gleichung  durch  eise  einfache  Transformation 
^    ^         J  d^  A  d& 


j/2  j/sin&Q^^sin^*     sin%y2  -,/        sin^* 

Führen  wir  für  9'  die  neue  Variable  tp  ein  mittelst  der  Gleichung 

sind' 

$tn  iTQ 

woraus  folgt 

sind  SS  sin&Q  Wn^,     cosd  dd^s^sind^  cosfpdq> 

nnd  weiter  also 

dd  sin^Qdq)^         stn^Qdq) 

^        sind^'^     cosd     '^j/l-^sindQ^sintp^' 

"sindo^ 

dadurch  erhalten  wir  also 

,    ,         A  dq> 

y2  yl  —  sindQ^sing>^ 
Wählt  man    nun  das  Zeichen  so,   dass  i  positiv  wird,  und  rechnet 
die  Zeit  vom  Anfange  der  Bewegung  aus,  so  dass  <=sO,  -^  =  -^0  ^^^  *'*^ 
auch  q>=s^7t  einander  entsprechende  Werthe  sind,  so  kommt  durch  In- 
tegration vorstehender  Gleichung 

n 
qp  2 
£    r            dq>                    A     r  dq> 

""      V^J  j/l-sin^Q^sinq,^'^  1/2  J  j/l  —  sind^^ simp* 
n  .  /sind\ 

oder,  wenn  wir  für  A  seinen  Werth  setzen,  das  Integral  mit  F,  das  voll- 
ständige aber  nach  Jacobi  mit  IC  bezeichnen, 

Fttr  die  Zeit  vom  Anfange  der  Bewegung  bis  dahin,  wo  das  Ellip- 
soid  durch  die  Gleichgewichtslage  geht,  also  für  den  vierten  Theil  der 
ganzen  Oscillationsdauer,   die  wir  mit  T  bezeichnen  wollen,  haben  wir 

2 

iT=-4=  r      '      ^^  ^4.  K  {sind, 

V2j  yi--sind,^sing>^     ]/2      ^ 


also  ist 
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Bechnen  wir  dagegen  die  Zeit  von  dem  Punkte  aus,  wo  das  Ellipsoid 
durch  die  stabile  Gleichgewichtslage  geht,  und  bezeichnen  dann  dieselbe 
mit  i^  so  kommt 

oder  

Nun  handelt  es  sich  aber  weniger  darum,  die  Zeit  aus  dem  Elongations- 
Winkel  zu  finden,  als  vielmehr  umgekehrt,  den  Elongationswinkel  aus 
der  gegebenen  Zeit  zu  finden.  Kehren  wir  daher  die  vorige  Gleichung 
um,  wozu  uns   die  elliptischen  Functionen  die  Mittel  bieten,  so  kommt 

IV)  .      ^n^^^n^.^nam[\T/^-^}^ 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich  weiter 


Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  leicht  die  Winkelgeschwindigkeit,     Da 
nämlich 

dsinamu 

; s=co8amu  damu. 

du 

so  folgt  aus  IV) 


cos 


^-  =  stn^,cosam[jy   ^;;,  +  ,>/.g^^>^(^ //    ^[e^  +  a«)    '0 


ylT/SflEZ) 
^Rt       R{c^+a^)   ' 
folglich 


'    di  R      r         R{c*  +  a*)  \Rr         R(c^  +  a^)         Jmaä=:sin&. 

Setzen  wir  ('=0  oder  =^T  oder  überhaupt  =-s-r,  wo  n  eine  po- 
sitive ganze  Zahl  ist,  so  erhalten  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  im  tief- 
sten Punkte.     Für  ^=0  wird  zunächst 


\df)'^    R    V     Ä(o«+a»)  ' 


Ä(o«+a») 
da  cosai7tO  =  l  ist.     Setzen  wir  /'s^T,  go  kommt  zuerst 
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je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Daher  kommt  für  die  Winkel- 
geschvindigkeit  im  tiefsten  Punkte  jedesmal  derselbe  Werth,  nur 
einmal  positiv,  das  andere  Mal  negativ,  wie  zu  erwarten  war, 


vin  {il\     -  I  ^'^^07/3^^^^-«') 

Gleichung  IV)  lässt  sieb  mit  Benutzung  von  II)  auch  so  schreiben: 

(AK    \ 
"t"  '^r 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  nacheinander 

r=o,  ir,  \T,  fr,  r,  \t,  ..., 

80  kommt  offenbar 

T 

Für  zwei  Zeitpunkte,  welche  um  ^  auseinander  liegen,  für  welche  also 

T 

'8  =  ^i  +  'a  9   kommt,  wenn  die  entsprechenden  Amplituden  mit  9^  und 

'^2  bezeichnet  werden, 

(AK    \ 

s%n9^=^ sin^^sinamy^ K  +  —  iA  =Ätn6'Q*in    't  +  awf  —  {A  L 
woraus  folgt 

Ebenso  können  wir  auch  die  Formel  für  die  Winkelgeschwindigkeit  mit 
Hilfe  von  ü)  umformen: 


IK)  ^  =  sm^o  —  Cü5am  ^—  r  j. 


Für  zwei  um  \T  auseinander  liegende  Zeitpunkte  liefert  diese  Formel 
offenbar,  wie  die  vorhergehende,  Werthe  von  entgegengesetztem  Zeichen, 
da  die  Function  cos  am  u  ebenso  wie  sinamu  das  Zeichen  wechselt,  wenn 
das  Argument  um  2K  wächst. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ist  nun  die.  Periodicität  der  Be- 
wegung klar.  Aus  II)  folgt  noch,  wenn  ^q^^^tv^  r=Qo,  was  sich 
daraus  erklärt,  dass  dann  das  EUipsoid  im  Gleichgewichte  ist. 

Die  bisherigen  Formeln  sind  für  jede  Elongationsweite  des  Ellipsoids 
giltig,  wenn  es  nur  nicht  ganz  herumschwingt.  Nehmen  wir  im  Folgen- 
den an,  dass.  die  Elongationsweite  beständig  sehr  klein  bleibe; 
es  wird  dies  der  Fall  sein ,  wenn  die  anfängliche  Excursionsweite  &q  sehr 
klein  ist.  Zu  dem  Ende  kehren  wir  zunächst  zur  Gleichung  für  +  dt 
zurück  und  ersetzen  sin^Q  und  sind"  durch  resp.  &q  und  '&,  wodurch  wir 
erhalten 

ZeitMlixiit  1  MAthemattk  n.  Physik,  XXUI,  6.  28  (^  r^r^r^],^ 
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d» 


±-*/Sw^^ 


1«  —  ^ 


also  dnrch  Integration 


<1 

arcsin  t-  +  C. 

^0 


Bechnen  wir  die  Zeit  von  der  Anfangslage  des  Ellipsoids  aus»  so  ent- 
spricht f-=3  0  «^s^Q  und  es  wird  daher  vorige  Formel 

oder  wenn  wir  die  Zeit  vom  Diurchgangspnnkte  des  Ellipsoids  durch  die 
stabile  Gleichgewichtslage  an  rechnen,  wobei  sich  /==0  und  ^  =  0  ent- 
sprechen^  

Für  die  ganze  Oscillationsdaner  kommt 


arcstn  —, 


XII)  T=2.r/^^±^ 


Ans  dieser  Formel  ersieht  man  besonders,  dass  bei  kleinen  Ausschlägen, 
fttr  welche  sie  nur  gilt,  die  Oscillationsdaner  wie  beim  ebenen  Pendel 
unabhängig  ist  von  der  Oscillationsweite ;  dieselbe  ist  femer  proportional 
mit  der  Potenz  f  der  Entfernung  des  anziehenden  Punktes  von  Mittel- 
punkte des  Ellipsoids,  und  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  der  Masse  des  anziehenden  Punktes  und  ebenso  aus  der  constanten 
Mementaranziehung.  Weniger  einfach  ist,  wie  die  Formel  zeigt,  der 
Zusammenhang  zwischen  der  Oscillationsdaner  und  den  Azen  des  El- 
lipsoids. 

Kehren  wir  die  Formel  XI)  um,  so  kommt 

und  durch  Differentiation 


Diese  beiden  Ausdrücke  können  wir  endlich  durch  Einführung  der  Oscil- 
lationsdaner auch  wieder  so  schreiben: 


XIII)  ^  =  ^,m(y/'), 

^Ttrx  ^^      2»^         /2«A 


Für  die  Winkelgeschwindigkeit  im  tiefsten  Punkte  komnt,   indem  wir 
^=0  setzen, 
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Dieser  Ausdruck  geht,  wie  man  siebt,  ans  dem  frtlheren,  ftir  jede  Oscil- 
lationsweite  geltenden  hervor,  indem  man  in  letzterem  sin^^  durch  ^^ 
ersetzt. 

§  4.    Osdllation  mit  Anfangsgeschwindigkeit. 

Alle  Umstände  sollen  ganz  dieselben  bleiben,  wie  im  vorhergehen- 
den Paragraphen,  nur  soll  die  Anfangsgeschwindigkeit  nicht  Null  sein. 
Die  Gleichung  der  Bewegung  bleibt 

welche  durch  Integration  ergab  « 

Der  anfänglichen  Amplitude  des  Ellipsoids  entspreche  als  Anfangs- 
drehung um  die  y-Aze  die  Geschwindigkeit  v^\  dann  giebt  die  vorstehende 
Gleichung  für  den  Anfang  der  Bewegung 

Durch  Subtraction  entsteht 
Wenn  nun 

gesetzt  werden  kann,  wo  Oq  einen  gewissen  Winkel  bezeichnet,  d.  b. 
wenn  sich  aus  dieser  Gleichung  für  cos2%q  ein  Werth  <C  +  i  ergiebt, 
so  ist  klar,  dass  vorige  Bewegungsgleichung  in  folgende  übergeht: 


».•  =  }S&=^'^'»2».  +  C. 


(^/»»S^J'-^--^». 


). 


Dass  9^  jetzt  die  grösste  Amplitude  des  Ellipsoids  bedeutet,  zeigt 
auch  der  Umstand,  dass  für  ^^z%^  —  verschwindet,  •&  also  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  ist.  Obige  Gleichung  zeigt  nun ,  dass  die  Bewegung 
gerade  so  geschieht,  als  wenn  das  Ellipsoid  von  der  Anfangsamplitude 
60  aus  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  ausgegangen  wäre.  Dieser 
Winkel  0q  bestimmt  sich  nach  dem  Obigen  aus  ^^  und  o^.  Auf  diesen 
Fall  brauchen  wir  also  nicht  weiter  einzugehen. 

Wenn  sich  nun  aber  für  cos^Q^  ein  Werth  >+ 1  ergiebt,  welchen 
wir  jetzt,  da  er  als  Cosinus  keine  Bedeutung  hat,^  einfach  mit  —  C  be- 
zeichnen werden,  so  zeigt  dieses,  dass  das  Ellipsoid  ganz  herumschwingt. 
Die  Gleichung 
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(^)=*^|^!<-^*+<^. 


WO  £^^1  ist,  zeigt  dieses,  indem  ihr  zufolge  jetzt  -j-  für  keinen  Werth 

von  ^  yersebwinden  kann.  Die  Amplitude  hat  daher  keinen  Mazimal- 
und  Minimalwerth  und  die  Bewegung  geht  immer  in  demselben  Sinne  fort. 
Es  ist  dann 

woraus  erhellt,  dass  C  stets  positiv  ist,  wenn  es  überhaupt  grösser  als 
Eins  sein  soll.  Wegen  der  Grösse  von  R  im  Vergleich  mit  c  und  a  ist 
aus  dieser  Formel  klar,  dass  schon  eine  geringe  anfUngliche  Geschwin- 
digkeit das  Ellipsoid  in  ganz  herumgehende  Schwingungen  versetzen  kann, 
und  diese  erforderliche  Winkelgeschwindigkeit  ist  offenbar  desto  kleiner, 
je  näher  cos^^q.  an  —1,  je  näher  also  2do  an  180®  und  ^o  »»  90® 
(welche  Amplitude  der  Lage  des  labilen  Gleichgewichts  entspricht)  liegt« 
Für  die  Geschwindigkeit  e  in  der  stabilen  Gleichgewichtslage  kommt 
hiernach  ^/  «       «v 

also 

2t>'«a«(c«+««) 

soll  also  das  Ellipsoid  ganz  heramschwingen,  so  rnnss  sein 

Die  positive  Grösse  C  kann  nun  als  bekannt  vorausgesetzt  werden; 
dann  ist  weiter 

1  +  C 
Bezeichnen  wir  nun  die  neue  Constante  — ^ — , 

der  positiv  und  >1  ist,  mit  c^^  so  kommt  endlich 


1  +  C 
Bezeichnen  wir  nun  die  neue  Constante  — ^ — ,  welche  offenbar  wie- 


^^^^ä/ä(?+V)  d% 


J/S  ^/"(c«— a«)  j/c^^  -  sin -a« 
Nehmen  wir  jetzt  die  Zeit  vom  Durchgange  des  Ellipsoids  durch  die 
stabile  Gleichgewichtslage  an,  so  kommt  durch  Integration 


0 

Das  elliptische  Integral,   welches  uns  hier  begegnet,  kann  nicht  in 
derselben  Weise  auf  die  Normalform  gebracht  werden,  wie4m  früheren 
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Falle,  da  Cj*>l  ist.     Diese  Zurückführung  ergiebt  sich  indess  noch  leich- 
ter als  damals;  es  ist  nämlich 


Hierdurch  ist  die  Normalform  schon  erreicht,  da  — ,<!  ist  und  es 
kommt  also  das  Resultat 


-)      -i/m^'Q-A 


Für  die  Zeit  T  eines  ganzen  Umschwunges  haben  wir  &  =  2n  zu  setzen 
und  es  kommt 


wo  iC  nach  Jacob i  wieder  das  Tollständige  Integral  bedeutet.  Kehren 
wir  nun  die  Gleichung  1)  um,  so  erhalten  wir  die  Amplitude  durch  die 
Zeit  ausgedrückt 

Hier  kann  also  die  Amplitude  direct  ausgedrückt  werden ,  was  im  yorigen 
Falle  nicht  möglich  war.     IC  wird  offenbar  desto  kleiner,  je  kleiner  der 

Modulus  — ,  je  grösser  also  c^  ist.     Dadurch  nimmt  auch  der  constante 

Factor  im  Ausdrucke  ftlr  T  ab;  T  wird  also  desto  kleiner,  je  grösser  c^, 
also  je  grösser  Vq  wird ,  wie  auch  von  selbst  klar  ist.  Nach  dem  Vorher- 
gehenden kann  ^  für  jede  Zeit  berechnet  werden.  Es  ergiebt  sich  noch 
für  die  Geschwindigkeit 


Die  vorhergehenden  Formeln   können   wir  auch   wieder  durch  Ein- 
führung der  ümlaufszeit  so  darstellen: 

III)  ^=««(^<), 

IV)  -=-,jam{^-t), 

aus  welchen  Formeln  die  Periodicität  der  Bewegung  sich  ganz  ein- 
fach erschliessen  lässt. 

V 
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§  5.    Der  aiiiiehende  Funkt  betitit  selbst  eine  kleine  Oseillation. 

Wir  wollen  jetzt  endlich  noch  die  Voranssetznng  machen,  der  an- 
ziehende Pnnkt  fi  oscillire  seihst  auf  einem  nm  den  Mittelpunkt  des  El- 
lipsoids  mit  dem  Halbmesser  B  beschriebenen  Kreise  nm  eine  Mittellage 
0,  aber  so,  dass  seine  Amplitude  ^  immer  sehr  klein  bleibt.  (Fig.  15.) 
Der  Winkel,  welchen  die  Botationsaxe  des  Ellipsoids  mit  dem  nach  0 
gezogenen  Radius  vector  bildet,  heisse  r,  ferner  möge  t  die  Zeit,  G  das 
auf  das  Ellipsoid  wirkende  Gegenpaar,  /  sein  Trägheitsmoment,  c  seine 
Botations-  und  a  seine  Aequatorealhalhaxe,  endlich  /*  die  Attractionscon- 
stante  bezeichnen. 

Die  Schwingungen  des  Punktes  fi  um  seine  Mittellage  0  seien  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichung 

I)  ^«^o^y^ 

unter  ö  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  und  unter  ^q  die  grösste 
Winkeldistanz  von  der  Mittellage  0  verstanden.  Dann  heisst  die  Be- 
wegungsgleichung ^  _ 

Nun  ist  nach  III),  §  1, 
Ferner  ist 


G  =  iiif3i^^-'^^m{&^v)co8{»-x). 


/=y(c»+a»). 
Dadurch  kommt 

.  dfi  "  ä3(c«+^»)  ''<^-^)  cos(a--x)  =  0. 

Da  nun  nach  Annahme  ^  und  t  stets  klein  bleiben  sollen ,  so  setzen  wir 
für  eine  angenäherte  Behandlung 

cos(^  — t)  =  1,     m(0  — t)  =  d— t 
und  ebenso  der  Kürze  wegen 

3f/'(c»-a»)_ 
Ä'(c»  +  a»)~       • 
Dann  wird  die  Bewegnngsgleichnng  des  Ellipsoids 

oder 

Wenn  wir  nun  noch  —  mit  a  bezeichnen  und  für  at  die  neue  Va- 

0 

riable  x  einführen,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung 
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fix 


oder 

««     d*r       1 

Endlich  setzen  wir  noch  fiir      ^     x  die  nene  Variable  y  nnd  erhalten  bo 

Die  allgemeine  Differentialgleichung 
hat  bekanntlich  als  Integral 

JWj  — lllj 

unter  m^  und  m,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

«1*  +  a«  +  6  =  0 
verstanden.     Setzen  wir  f{x)=i$inx^  so  erhalten  wir 

C  e"»*'  —  C  g*"»*     ^"'**  /  ^^"'**  *'^^  ^*  ~"  ^*^*  /  ^" *"•'  sinxdx 
Nun  ist  aber 

demnach  kommt  also 


/m$inx  +  co$^ 
ß-w*  smx  dx  = rr-r- —  «"""*; 


i«!  hhgg+coja?     i»,  sinx  +  cos« 


iiij  —  Uta  wij  ^  nto 

;;j^3^  +        «+i)(m,2+i) 

Nun  ist  in  uoserm  Falle 

^x  ^»  '^^  "~F '  ''H  "^  ^'^ä  ^^  ®  >     ^1  *"  ''^s  =2  —  I. 
Daher  kommt 

Ä  er        ,    \  ft            / 


2^. 
a 

=  C  f,n--(ap+c)  +  ^g , 


(^■-0" 
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unter  C  und  c'  die  beiden  Integrationsconstanten  verstanden.    Wir  setzen 
nun  nach  dem  Früheren 


und   a;  =  a  ^  =  -r-  ^ 


und  erhalten ,  unter  C  und  c  zwei  neue  Integrationsconstanten  verstanden, 

II)  t^^^f^;:^^^oSin  —  i  +  CsmH{i  +  c). 

Wenn  der  anziehende  Punkt  f*  in  seiner  bisherigen  Mittellage  0  fest- 
liegend gedacht  wird,  so  ist  '&o=  0  zu  setzen  und  die  Bewegung  wird 
dargestellt  durch 

woraus  hervorgeht,   dass  man  für  die  Oscillationsdauer  d  des  EUipsoids 
in  diesem  Falle  hat  ^ 

oder  nach  dem  Obigen  [übereinstimmend  mit  XII)  in  §  3] 


-)  — «/37P3>- 


Hiernach  gestaltet  sich  Gleichung  II)  folgendermassen : 


IV)  «  =  S-^»o  m  "^  /  +  C  «n  -  (<+«): 


Für  den  Mond  ist  -^  =  ^9   also  -r-  oder  die  Winkelgeschwindigkeit 
=  X^  ^.     Hiemach  findet  sich  ftlr  seine  Umlaufszeit 


und  daraus  weiter 


•=-/! 


^=r 


^  kann  man  als  die  Libration  des  Mondes  in  der  Länge  betrach- 
ten,* wobei  dann  für  d  natürlich  T  zu  setzen  ist.     Hierdurch  kommt 

^  =  --^2+^ä %sm—t+Cstn—{t+c). 

üeber  die  Axenverhältnisse  des  Mondes  vergleiche  man  des  Verfas- 
sers Abhandlung:  „Ueber  eine  einfache  Behandlungsweise  der- 
jenigen   Probleme    der   Hydromechanik,    in    welchen    Ellip- 


*  Man  bedenke,  dass  fOr  die  entwickelten  Formeln  nur  die  relative  Be- 
wegung von  Erde  und  Mond  in  Betracht  kommt.  Mit  Bücksicht  auf  Gleichung 
I)  vergl.  man  Laplace,  Mic,  cel,  T.  III,  1 7,  n.  21  und  T.  II,  l.  5,  n.  15. 
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soide  mit  kleinen  Ezcentricitäten  yorkommen",  I.  Theil  §  2, 
Jahrgang  XXI,  1  dieser  Zeitschrift.*  Offenbar  erhielte  man  für  t  eine 
Formel  ron  derselben  Gestalt  bei  der  Annahme ,  dass  die  auf  der  Ebene 
des  Winkels  t  senkrecht  stehende  Aze  des  EUipsoids  die  kürzeste  sei. 
Die  Botation  des  Mondes  um  seine  Aze  ist  gleichförmig  tind  ihre  Daner 
sehr  nahe  gleich  der  Umlaufszeit  um  die  Erde.  Da'die  letztere  nicht  gleich- 
förmig ist,  so  wird  durch  diesen  Unterschied  die  Libration  in  der  Länge  be- 
dingt. Es  ist  unwahrscheinlich,  dass  die  anfängliche  Botationsgeschwindig- 
keit  genau  gleich  der  mittleren  Umlaufsgeschwindigkeit  war.  Waren  aber 
beide  verschieden  und  hätte  keine  weitere  Wirkung  stattgefunden,  so 
hätte  im  Laufe  der  Zeit  eine  merkliche  Ablenkung  der  liondaxe  eintreten 
müssen.  Aus  dem  Vorhergehenden  leuchtet  nun  ein,  wie  dadurch,  dass 
die  grösste  Mondaze  der  Erde  zugekehrt  ist,  diese  Aze  um  die  Lage, 
welche  sie  einnähme,  wenn  die  Botations-  und  Umlaufsgeschwindigkeit 
genau  gleich  und  keine  weiteren  Wirkungen  vorhanden  wären,  um  We- 
niges herumschwankt,  wofern  nur  der  anfängliche  Unterschied  zwischen 
der  Botations-  und  mittleren  Umlaufsgeschwindigkeit  nicht  allzu  bedeu- 
tend war. 


*  Daselbst  S.  62  Z.  2  v.  o.  lese  man:  „h  steht'*  statt  „besteht**. 
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ZVni.   Vebor  die  Yerallgemeineniiig  einer  Ersengangtart  der  Cnrven 

zweiten  Grades. 

(Hierzu  Taf.  VI,  Fig.  16  —  18.) 

Die  Ersengangsweisen  der  Cnrven  lassen  sich  eintheilen  in  me- 
trische und  projectivische.  Je  nachdem  die  Cnrve  in  ihrer  Er- 
zeugung oder  als  fertiges  Gebilde  betrachtet  wird»  finden  jene  ihre 
analytische  Darstellung  vermittelst  der  inneren  oder  der  complexen, 
diese  vermittelst  der  äusseren  oder  der  algebraischen  Multipli- 
catioD.  —  Nur  die  Cnrven  zweiten  Grades  scheinen  bis  jetzt  nach  allen 
diesen  Bichtungen  hin  untersucht  zu  sein,  und  zwar  waren  es  bei  diesen 
die  einfachen  metrischen  Erzeugungsweisen  (des  Kreises  mittelst  Zirkeli 
der  Ellipse  mittelst  der  bekannten  Fadenconstructiou) ,  welche  sich  der 
Untersuchung  zuerst  darboten.  Erst  die  neuere  Zeit  brachte  fUr  diese 
und  bald  auch  für  die  höheren  Cnrven  die  projectivischen  Erzeugnngs- 
weisen,  während  die  metrische  Erzeugung  der  letzteren  noch  im  Bück- 
stand geblieben  ist. 

Im  Folgenden  soll  eine  Verallgemeinerung  der  metrischen  Erzeugung 
der  Curven  zweiten  Grades  versucht  werden,  wobei  es  vorzugsweise  dar- 
auf ankommen  wird ,  im  Allgemeinen  festzustellen ,  weiche  Resultate  sich 
von  Untersuchungen  dieser  Art  erwarten  lasseb. 

Wenn  die  elementare  Aufgabe  gestellt  wird,  den  Ort  eines  Punktes 
zu  bestimmen ,  für  welchen  die  Summe  der  Entfernungen  von  zwei  festen 
Punkten  constant  ist,  so  dass 

so  ergiebt  sich  bekanntlich  als  Lösung  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel, 
je  nachdem  r^  und  r^  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 
Und  wenn  e  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  ist,  so  ist  stets  nur  die 
Ellipse  oder  die  Hyperbel  reell,  je  nachdem  c  >  oder  <e.  Versteht  man 
daher  in  obiger  Aufgabe  unter  „Summe*^  die  algebraische  Summe 
(beide  Fälle:  r^  +  r^  und  r^  —  r^  umfassend),  so  ist  der  Ort  des  Punktes 
ein  Paar  von  Kegelschnitten,  von  denen  der  eine  reell,  der  andere  ima- 
ginär ist.  Oder:  Für  einen  bestimmten  Werth  von  c  liefert  stets  nur 
einer  der  beiden  Fälle  (r^^+r^)  nnd  {r^—^i)  eine  reelle  Curve, 
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Verwandelt  man  die  Gldchnng  r^+r^»  c  in  eine  Gleichung  zwischen 
rechtwinkligen  oder  Dreipunkt -Coordinaten,  so  erhält  man  die  Form 

worin  a  und  b  Functionen  zweiten  Grades  der  Coordinaten  sind.  Durch 
Entfernung  der  Wurzeln  würde  man  eine  Gleichung  vierten  Grades  erhal- 
ten ,  wenn  nicht  Glieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  sich  aufhöben. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen,  deren  Vergleichung  später  von  Nutzen 
sein  wird,  wenden  wir  uns  zu  der  Aufgabe:  Den  geometrischen  Ort 
eines  Punktes  x  zu  bestimmen,  für  welchen  die  algebraische 
Summe  der  Entfernungen  von  drei  gegebenen  Punkten  cön- 
stant  ist. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  drei  festen  Punkte  ß^,  e^^  e^  nicht  in 
gerader  Linie  liegen,  können  wir  den  variablen  Punkt  x  aus  e^,  ^g,  e^ 
mittelst  der  Gleichung  ableiten* 

1)  «  =  a?i«i  +  a?8«a  +  aJ8^s» 

worin  a;^,  x^^  x^  Zahlen  sind  und  (^i^2^8)^^  ^'^^*  ^^^  können  femer 
annehmen,  dass  x  ein  einfacher  Punkt  (Punkt  mit  dem  Coefficiänten  1) 
sei,  so  dass 

2)  a?i  +  a?j+a?3  =  l. 

Aus  1)  ergeben  sich  dann  sogleich  die  Entfernungen  des  Punktes  x  von 
«1,  «2»  ^81  ^1«  ^olg*- 

{x—e^)  =  arjCej-  ^g)  +  x^{e^-e^), 

(a:  -  C3)  «  o?!  (c^  -  ^g)  +  OTg  (c,  -  Cg) 
oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen,  (^i-^2)  =  «8>     (^2~«3)  =  «if     (^3-^i)=.«2 

(o;  — Ci)  =  a:8€2  — a?2«j,,  {!X'-h)  —  ^ih'-^zh^'  («?  — «s)  =  ^2«i  —  ^i«8- 
In  diesen  Ausdrücken  sind  aber  nicht  nur  die  numerischen  Werthe  der 
drei  Strecken,  sondern  auch  ihre  Richtungen  enthalten.  Da  nun  der 
numerische  Werth  einer  Ausdehnungsgrösse  gleich  der  positiven  Quadrat- 
wurzel aus  ihrem  innem  Quadrat  ist,  so  erhält  man,  wenn  die  Summe 
dieser  numerischen  Werthe  mit  s  bezeichnet  wird,  als  Gleichung  des 
gesuchten  Ortes  zunächst 

3)  /(^8  ^2  -  ^2  h)^  +  /(^i  «8  -  ^8  «1)^  +  V{^%  h  -  *i  h^-  =  *• 
Es  ist  femer,  wenn  wir  die  Buchstaben  e  wieder  einführen, 

{^Zh  ~  a?2«8)  =  ^8(^8— ^1)  -  a^2(«l  —  «2)  =  «^2«2  +  *8<^8  "  (^2  +  ^s)<^l 

und  nach  den  Gesetzen  der  Raumlehre 


*  Hier,  wie  in  den  unmittelbar  folgenden  Rechnungen  setze  ich  die  in  den 
GrasB  mann 'sehen  Werken,  sowie  in  meiner  „Baumlehre*'  aufgestellten  BegrifTe 
und  Gesetze  voraus. 
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Wenn  wir  diesen  nnd  die  analog  gebildeten  Ausdrücke  in  der  Gleichung 
3)  einsetzen,  so  geht  sie  über  in 

oder,  wenn  wir  die  Klammern  lösen ,  durch  ^2  dividiren  nnd  s :  ^2  =  l 
setzen , 

wobei  man,  um  die  Homogenität  herzustellen,  zu  iL  noch  den  Factor 
(x^+x^+Xq)  fügen  kann. 

Die  Gleichung  4)  ist  nun  die  Gleichung  einer  Curve,  welche  den 
geometrischen  Ort  des  Punktes  x  repräsentirt.  Um  diese  Gleichung  zu 
transformiren ,  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

schafifen  j/c  nach  rechts  und  erhalten  durch  eine  kurze  Rechnung, 
wobei  noch 

gesetzt  wird, 

Löst  man  dann  die  Klammern,  ordnet  nach  Potenzen  von  X^  und  stellt 
die  Coefficienten  derselben  durch  die  Ausdrücke  {d—2c)  und  {cP—Aab) 
dar,  so  findet  sich  leicht,  dass  die  Gleichung  sich  auf  folgende  Form 
bringen  lässt: 

5)  [X*  +  2X^(d-'2c)  +  {(P^4ab)Y  =  ßiX^abc. 
Setzt  man  noch 

6)  x^x^  +  x^x^  +  arjOTj  =  », 
so  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  2) 

«2=1  —  »  —  a?j,     6  =  1  —  »  —  a?j, 
c  =  l  — »  — a?g,     d  =  »  — 2a;3, 
(rf— 2c)  =  3p  — 2,     (d«-4«6)  =  -3t;^     abc^v^'-v^  -  x^x^x^. 
Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  5)  erhält  man 

7)  [A*  +  2A«(3c-  2)  -  3t)«P=i 64A»(t»»  -1^3  -  x^x^x^^. 

Auch  diese  Gleichung  kann  man  durch  Hinzufägung  passender  Potenzen 
von  (^i+^s  +  ^s)  homogen  machen.  Ihre  Variablen  sind  dann  die  drei 
Functionen 

(a?i  +  a?2  +  a?3),     {x^x^-^^x^x^  +  x^x^^     (^i^j^s)" 
Die  Curve  besitzt  im  Allgemeinen  den  achten  Grad.     Daraus  geht 
henror,  dass  in  der  Gleichung  4)  die  Wurzeln  mit  allen  möglichen  Zeichen- 
combinationen  genommen  werden  können  und  dass  die  Gleichungen 

+j/a+/b+j/^==x,  +j/^+j/bj-y7=x, 

^ya-^Yb+yi^x,  -^ya+yb+yc^x 
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nicht  vier  verschiedene  Cnrven  (wie  es  die  Analogie  mit  den  Kegelschnit- 
ten fordern  würde) ,  sondern  vier  Zweige  derselben  Cnrve  repräsentiren. 
Es  ist  femer  leicht  zn  sehen,  dass  die  Carve  (für  endliche  Werthe  von 
k)  keine  unendlich  fernen  Punkte  besitzen  kann,  denn  keine  der  vier 
Zeichencombinationen  ist  mit  einem  gleichzeitigen  Wachsen  der  Grössen 
a,  fr,  c  ins  Unendliche  vereinbar. 

Um  zu  erfahren,  in  welchem  Falle  die  Curve  durch  die  Ecken  des 
gegebenen  Dreiecks  geht,  setzen  wir  mit  Rücksicht  auf  1)  x^  =  x^s=iQ, 
Dann  ist  auch  v  =  0  und  die  Gleichung  7)  liefert  die  Bedingung 

daher  A  =>  0 ,  +2^  —  2.  Da  dieselbe  Bedingung  auch  für  die  Annahmen 
x^  =  x^  =  Q  und  x^  =  Xq  =  0  sich  ergiebt,  so  folgt,  dass  in  den  Fällen 
A  =  0  und  A  =  2  die  Curve  durch  die  drei  Eckpunkte  des  gegebenen 
Dreiecks  geht.* 

Für  A  =  2  erhält  Gleichung  7)  die  besondere  Form 
(24 1;  -  3  »«)«  =  256  (v«  -  »»  -  x^  x^x^). 
Setzt  man  hier  07^  =  0,  so  wird  v  =  x^Xy  Und  da  alsdann  die  Gleich- 
ung durch  v^  theilbar  ist,  so  sind  zwei  Werthe  von  x^x^  gleich  Null, 
d.  h.  die  Punkte  e^  und  e^  sind  Doppelpunkte  der  tlurve.  Dasselbe  gilt, 
wie  leicht  zu  sehen,  von  e^,  —  Zur  Veranschaulichung  giebt  Fig.  16  ein 
Bild  der  Curve  für  den  Fall  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  entsprechend 
dem  Werthe  A  =  2. 

Aus  dieser  Specialform  der  Curve  kann  man  durch  Anwendung  eines 
einfachen  Princips  **  allgemeinere  Formen  erhalten.  Indem  man  zunächst 
das  gleichseitige  Dreieck  beibehält,  aber  X  sich  ändern  lässt,  werden 
auch  die  neun  Doppelpunkte  der  Curve  zum  Theil  sich  auflösen.  Im 
Allgemeinen  gestattet  jeder  Doppelpunkt  (Knotenpunkt)  eine  zweifache 
Durchschneidung  des  Knotens.  Da  jedoch  die  Curve  in  Bezug  auf  die 
Transversalen  des  gleichseitigen  Dreiecks  symmetrisch  bleibt,  so  wird  für 
je  drei,  ein  gleichseitiges  Dreieck  bildende  Knotenpunkte  nur  ein  und 
dieselbe  Auflösung  des  Knotens  stattfinden.  Ueberhaupt  ist  es  fraglich, 
wieviele  Combinationen  dieser  an  den  drei  Tripeln  zu  vollziehenden  Auf- 
lösungen und  durch  welche  Variationen  von  X  dieselben  entstehen. 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  der  Curvenform  entsteht,  wenn  die 
drei  Fundamental  punkte  nicht  ein  gleichseitiges,  sondern  ein  beliebiges 
Dreieck  bilden. 

Für  A  =  0  erhält  Gleichung  7)  die  besondere  Form 

»  =  0, 

*  Auch  Gleichung  4)  giebt  in  diesem  Falle  ±Xi±a:t=:l,  daher,  weil  die 
Zeichen  links  unabhängig  von  einander  sind,  A  =  0,  +2,  —2. 

•*  Vergl.  den  Artikel  von  Klein  in  den  „Sitzungsberichten  der  phyaikalisch- 
mediciniBchen  Bocietät  zu  Erlangen"  vom  5.  Mai  1878. 
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d.  h.:  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  die 
algebraische  Summe  der  Entfernungen  von  drei  festen  Punk- 
ten gleich  Null  ist,  ist  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  (mit  Rück- 
sicht auf  die  oben  gemachte  Bemerkung  hinsichtlich  der  unendlich  fernen 
Punkte)  eine  Ellipse. 

Ist  das  Dreieck  gleichseitig,  so  geht  die  Ellipse  durch  die  Ecken 
des  Dreiecks  und  Terwandelt  sich  in  einen  Kreis.  Man  erhält  dann  den 
bekannten  elementaren  Satz: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Kreislinie  mit 
den  Ecken  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks, 
so  ist  die  mittlere  Verbindungslinie  gleich  der  Summe  der 
beiden  anderen. 

Hinsichtlich  der  oben  gefundenen  Curve  achten  Grades  tritt  uns  nun 
sogleich  eine  wichtige  Frage  entgegen,  die  ich  hier  nur  anregen  will: 
Griebt  es  ausser  dem  Falle  ilc=0  noch  Werthe  der  gegebenen 
Summenstrecke,  welche,  in  Verbindung  mit  einer  besondern 
Form  des  Dreiecks,  eineReduction  der  Curve  auf  einen  nie- 
deren Orad  oder  ein  Zerfallen  derselben  in  Curven  niederen 
Grades  bewirken?  —  Welche  Modification  erleidet  die  Curve  in  dem 
Falle,  wo  die  drei  gegebenen  Punkte  auf  derselben  Geraden  liegen? 
.  (Ohne  besondere  Untersuchung  ist  nur  zu  erkennen ,  dass  in  diesem  letz- 
teren Falle  die  Curve  in  Bezug  auf  die  Gerade  symmetrisch  liegt.)  Es 
wird  besonders  interessant  sein,  zu  erfahren,  ob  und  für  welche  Curven 
niederen  Grades  eine  mit  den  Kegelschnitten  analoge  metrische  Erzeu- 
gung ezistirt. 

Da  von  der  oben  besprochenen  Erzeugung  offenbar  alle  Curven  mit 
unendlich  fernen  Punkten  ausgeschlossen  sind,  so  kann  man  femer  die 
Curven  untersuchen,  für  deren  Punkte  die  Summe  der  Entfernungen  von 
vier  Punkten  constant  ist.  Diese  Curven  werden  offenbar  unendlich 
ferne  Punkte  besitzen,  da  die  Summe  von  zwei  positiv  unendlichen  Ent- 
fernungen sich  gegen  diejenige  zweier  negativ  unendlichen  bis  auf  eine 
beliebige  endliche  Grösse  aufhebt. 

Es  können  endlich  alle  diese  Aufgaben  im  Gebiete  des  Raumes  be- 
trachtet werden.  Man  erhält  dann,  sobald  die  gegebenen  festen  Punkte 
auf  derselben  Geraden  liegen ,  eine  Rotationsfläche  und ,  falls  sie  in  der- 
selben Ebene  liegen,  eine  Fläche,  welche  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
symmetrisch  ist. 

Zum  Schluss  möge  noch  eine  Construction  Erwähnung  finden,  welche, 
als  Erweiterung  der  Fadenconstruction  der  EllipsQ,  für  n  beliebige  feste 
Punkte  denjenigen  Zweig  der  Curve  liefert,  für  welchen  alle  Entfer- 
nungen positiv  sind. 

Es  seien  die  festen  Punkte  durch  aufrechte,  auf  einer  Tafel  befestigte 
Stifte,    der  die  Curve  erzeugende  Punkt  durch  einen  kleinen  Ring  dar- 
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gestellt  Legt  man  den  Ring  auf  eine  beliebige  Stelle  der  Tafel,  schlingt 
einen  Faden  abwechselnd  um  einen  der  Stifte  und  durch  den  Ring,  bis 
sämmtliche  Stifte  benutzt  sind,  nnd  verbindet  endlich  die  beiden  Enden 
des  Fadens,  so  kann  man  bei  straff  gezogenem  Faden  in  dem  Ringe 
einen  Bleistift  bewegen ,  welcher  die  verlangte  Cnrve  erzeugt.  Denn  die 
Gesammtlänge  des  Fadens  ist  unveränderlich  und  gleich  der  doppelten 
Summe  der  Entfernungen  des  variablen  Punktes  x  von  den  festen  Punk- 
ten Pir  Psi  •••  (b.  Fig.  17).  Theoretisch  gilt  diese  Construction  auch  fUr 
die  oben  erwähnten  Flächen.  —  Auf  die  Ellipse  angewendet,  hat  diese 
Construction  vor  der  gewöhnlichen  den  Vorzug,  dass  die  Reibung  des 
Bleistiftes  an  dem  Faden  vermieden  wird  und  dass  ersterer  nahezu  immer 
an  demselben  Punkte  des  Ringes  festliegt.  Eine  zweite,  ähnliche  Con- 
structionsweise  zeigt  Fig.  18. 

Waren,  im  April  1875.  Y.  Sohlegbl. 


XIX.   Veber  die  Verallgemeinerung  der  partiellen  Integration. 

Bezeichnet  u  eine  von  x  abhängige  Variabele,  so  ist  bekaniitlich 

dq){u,x) dq>{uyX)   du      dg>  {u^x) 

dx      ""       du       '^dx  dx 

oder 

3g>(t/,  x)      dq>{UyX)      d(p(Uyx)   du 
dx  dx  du      *dx^ 

daher  auch,  wenn  mit  dx  multiplicirt  und  integdrt  wird, 

Setzt  man  weiter 

80    folgt 

3)  q>{u,x)^Jf{u,x)dx, 

wobei  sich  die  Integration  [ebenso  wie  die  Differentiation  in  2)]  partiell 
auf  X  bezieht,  so  dass  fttr  diese  Integration  u  als  Constante  zu  betrach- 
ten ist.     Nach  Substitution  von  2)  und  3)  wird  nun  aus  Nr.  1 

die  9ich  in  folgendem  Satze  aussprechen  lässt: 

Bei  der  Integration  einer  Function  kann  man  einen  beliebigen 
variabelen  Bestandtheil  derselben  vorläufig  als  constant  ansehen  und 
nachher  detn  Fehler  dadurch  ausgleichen ,  dass  man  von  dem  vorläufigen 
Integrationsresultate  das  Integral  derjenigen  Function  subtrahirt,  welche 
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seine  Derivirte  sein   würde,   wenn  in   ihm   nnr  der  als  Constante  be- 
handelte Bestandtheil  variabel  wäre. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  /"(«»x)  von  der  Form  uF{x)  ist,   wird 

//•(w,  x)  dxzzzju  F(x)  dx  z=uJf(x)  dx, 

nnd  damit  geht  die  Formel  4)  über  in 

Ju  F(x)  dx c=  uJf{x)  dx -^C\  JF{x)  dx\ ^^dx, 

d.  h.  in  die  Formel  für  die  partielle  Integration. 

Als  Beispiel  für  die  allgemeine  Formel  4)  diene  das  Integral 

'  a?(a  +  ft(r  +  cx^f^  dx. 


/• 


Setzt  man  bxs=zu  nnd  betrachtet  u  vorläufig  als  Constante,  so  ist 


/■ 


xia  +  u+cx^dx-    ^^^-^y^ 


d 

d 

mithin  nach  Nr.  4) 


l  fx{a  +  u^.cx^'^dx  =  ^^±^tp^, 

fr.  4) 

J     ^  *  2(m  +  l)c  J  2c  dx 

nnd  nach  Restitution  des  Werthes  u^=ibx 

xisi'it^^^'  CO?«)"»  dx  =  i^ 2(m  +  l)c TcJ  (^  +  *^  +  ^^^y  ^^' 

üeberhaupt  erweist  sich  die  Formel  dann  als  nützlich,  wenn  ein  Factor 
der  zu  integrirenden  Function  die  Derivirte  des  andern  Factors  sein 
würde,  falls  gewisse  Bestandtheile  des  letzteren  (wie  vorhin  bx)  constant 
wären. 

Hiemach  unterliegt  es  auch  keiner  theoretischen  Schwierigkeit,  vor- 
läufig mehrere  Bestandtheile  der  Function  f  als  Constanten  zu  betrach- 
ten; die  allgemeine  Formel  dafür  ist 

jA«!»«»,  ...Un,x)dx 
(Aus  einem  Briefe  des  Herrn  Dr.  Wobpitzkt  in  Charlottenbarg.) 
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XX.   Veber  elliptisohe  Integrale. 

BekanDtHch  genügen  die  AbeT  sehen  Integrale  linearen  DifiPerential- 
gleichtingen  mit  algebraischen  Coefficienten  in  Bezug  auf  ihre  Classen' 
moduln.  Diese  Gleichungen  enthalten  im  Allgemeinen  ein  von  der  Un- 
bekannten freies  Glied,  sind  also  in  gebränchlicber  Ausdrucks  weise 
complete  Differentialgleichungen.  Die  Differentialgleichung ,  welche  man 
durch  Fortlassung  dieses  Gliedes  erhält,  die  redncirte,  wird  durch  be- 
stimmte Ab  er  sehe  Integrale,  nämlich  durch  Periodicitätsmoduln  befrie- 
digt. Kennt  man  aber  die  Lösung  einer  linearen  reducirten  Differential- 
gleichung, so  findet  man  daraus  die  der  completen  durch  blose  Quadra- 
tur, und  man  gewinnt  somit  eine  Darstellung  von  Ab  einsehen  Integralen 
durch  andere ,  bei  denen  die  Veränderliche  der  ersteren  nur  noch  als 
Parameter  auftritt,  also  durch  bestimmte  Integrale.  Es  ist  mir  nicht 
bekannt,  dass  eine  solche  Darstellung  schon  gegeben  sei,  obgleich  die 
Differentialgleichungen  wohlbekannt  sind.  Für  das  überall  endliche  ellip- 
tische Integral  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  eine  Darstellung  durch  zwei 
bestimmte  Integrale  dritter  Gattung.  Obgleich  diese  Relation  mit  Hilfe 
der  Thetafunctionen  ausserordentlich  leicht  aufgestellt  werden  kann,  so 
scheint  mir  doch  die  Verfolgung  des  eben  verzeichneten  Weges  nicht 
ohne  Interesse,  weshalb  ich  hier  eine  Herleitung  jener  Darstellung  auf 
diesem  Wege  mittheile,  die  nachher  noch  durch  Thetafunctionen  verifi- 
cirt  wird. 

Das  überall  endliche  Integral  sei 

£ 


■"-*/, 


f/|(i-g)U-«l) 


Zar  Abkürznng  diene  die  Bezeichnang 

X  +  «'=l,      <,(|)c=<,  =  ^^l-|)(l-K|),     U(1)  =  Ä',      «(00)  =  tr. 

Es  ist  die  DeterminaDte 


du 

a«u 

ä7' 

ÜX« 

di^ 

d*K 

^x' 

ax« 

dK' 

6*A" 

an' 

»X» 

r, 

eine  zweiwerthige  Function,  von  £,  die  nur  in  algebraischer  Weise  un- 
endlich wird,  und  folglich  eine  algebraische  Function  von  £,  welche  durch 
die  Art,  wie  sie  unendlich  wird,  leicht  construirt  werden  kann.  Die 
hieraus  entspringende  Differentialgleichung  ist  bekannt  (vergl.  meine 
Theorie   der  complezen  und  der  Thetafunctionen,   ^- '^f^f ^^^  |^'(^l(§O^C 

Z«itsoh>ift  f.  Mathematik  u.  Fhjvik,  ZZni,  ß.  29  O 
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selbst    für  den  Factor   \   auf  der  rechten  Seite  ^   zn  setzen  ist),   und 
schreibt  sich 

TT  t  IN^*"     I      /O  ^\^"     I       1  ^ 

ü=.(«-l)-,+  (2K-l)-  +  l«  =  ^f^j-^,. 

Die  redncirte  Differentialgleichung  17=0  wird  durch  die  Periodici- 
tätsmodnln  K  nnd  K*  oder  durch  u(l)  und  t/(Qo)  befriedigt,  und  man 
kann  daher  die  Lösung  der  completen  Differentialgleichung  durch  eine 
Quadratur  nach  x  (vergl.  Baltzer,  Determinanten,  §  10,4)  finden.  Be- 
rücksichtigen wir  die  bekannte  Gleichung 

80  finden  wir  für  u  die  Lösung 

,,.  i'iS.K.d%        ^^pa.K'd* 

in  welcher  die  unteren  Grenzen  der  Integrale  noch  zu  bestimmen,   aber 
von  %  unabhängig  sind.     Hieraus  folgt 

«  1 


,,u^ym-s)rß.f-^' 


+.y«.-»^y;.yi==i 


D'ffW 


dl 

17  «(i)' 


und  durch  Yertauschung  der  Integrationsreihen  folgen 

1 

dx 


J  Vk{l-k)J  (1-x|)>/(1-x|)(1-kA) 
0 


kS)j/(1-xS)(1-kA) 
0 


+  consL 


Die  Integrationen  nach  x  lassen  sich  ausführen,  da  ja 

/* dx 1-^Kk  2 

(l-KÖ/(l-xS)a-x^)""  1-^    /(l-xS)(l-xA) 

ist,   und   so   folgt  denn  weiter,  wenn  a;r,  a'^rt  von  x  unabhängige  Con- 
stauten  sind, 
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nnd  die  gesuchte  Darstellung  von  u  durch  bestimmte  Integrale  dritter 
Gattung  ist  gefunden,  sobald  a,  a   bestimmt  sind. 

Setzen  wir  x^sO,  so  muss  Das,  was  mit  K'  multiplicirt  ist,  ver- 
schwinden, weil  £'  unendlich  wird,  während  alles  Andere  endlich  bleibt, 
wobei  AT  gleich  ^tc  wird.     Daraus  folgt 

1 

dk 

0 
Es  ist  demnach  a   eine  ungerade  Zahl. 

Für  x=>l  ist  E  unendlich,  K'  endlich.*     Also  muss 


'^»'-"/(i-.-"-  ■■'"'"■ 


^/fe-,/? 


und  demnach  auch  a  eine  ungerade  Zahl  sein. 

Nun  soll  noch  das  erhaltene  Resultat  a  posteriori  durch  Anwendung 
der  Thetafunctionen  als  richtig  erwiesen  werden,  was,  wie  schon  oben 
erwähnt,  leicht  möglich  ist. 

Setzt  man 

yitsssinamu^     j/T=iSinamVy 

•_  -SKAT' /2fn-t-JkV.  (2fn+A)/«ttf'        .    \ 

—  00 

so  ist  nach  Jacobi 
l 

^^  1— xj    §  — i    a(A)  du      ^  "-  ^      ^  ^ü^^{u^vy 

0 

und  da  für  i=l  v=IC  und  für  X=Qo  v^iK'  ist,  so  folgt  hieraus 


2KE'f^lgB,^iu)  +  ing{-l), 


*  Die  Alt,  wie  JT  für  w=l  unendlich  wird,  findet  mau,  wie  folgt: 


Demnach  ist 
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0 

Setzt  man   nun  /ör(— 1)  im  ersten  Falle  gleich  a'inr,   im  zweiten  -^ain^ 
unter  a,  a   ungerade  Zahlen  verstanden,  so  folgt  durch  Addition  wieder 

1  00 

0  0 

Die  ungeraden  Zahlen  a,  a  sind  ihrer  Natur  nach  unbestimmt,  weil 
u  unendlich  vieldeutig  ist* 

Freiburg  i.  B,  J.  Thomae. 


XXL  Ein&ohste  Formel  ftr  das  Volumen  des  Prismatoids. 

Im  XVI.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift,  S.  534,  habe  ich  eine  Formel 
mitgetheilt  zur  Bestimmung  des  Flächeninhalts  eines  Polygons ,  wenn  die 
Seiten  a^,  a,,  ...,  a^  und  deren  Winkel  o^,  or^,  ...,  orm  mit  einer  belie- 
bigen Richtung  gegeben  sind.     Dieselbe  heisst 

1)    f^\^ßfsin2ai+^    {aiSinai^akCosak\  —  \a\$in2an, 

Diese  Formel  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand  zur  directen  Volumenbemch- 
nung  der  Körper,  die  zuerst  Steiner  und  später  unabhängig  von  ihm 
und  auf  anderem  Wege  Wittstein  berechnen  lehrten,  und  die  von 
Letzterem  den  Namen  Prismatoid  erhalten  haben,  unter  welchem 
Namen  sie  jetzt  in  allen  neueren  Lehrbüchern  der  Stereometrie  betrachtet 
werden.  Ich  k^nn  also  die  Kenptniss  der  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  Polyeder  voraussetzen.  Legt  man  parallel  zu  den  beiden  Grund- 
flächen des  Prismatoids  eine  Durchschnittsebene,  so  schneidet  dieselbe 
die  Oberfläche  des  Prismatoids  in  einem  Polygon,  dessen  Seiten  der 
Beihe  nach  den  Seiten  der  beiden  Grundflächen  (beziehungsweise  den 
Grundkanten)  parallel  sind  und  ihrer  Länge  nach  sich  als  lineare  Func- 
tionen einerseits  dieser  Seiten,  andererseits  des  Abstandes  der  Durch- 
schnittsebene von  einer  der  Grundflächen  erweisen.  Seien  nun  G  und  g 
die  beiden  Grundflächen,  x  der  Abstand  des  Durchschnittes  d  von  &,  so 
ergiebt  sich  d  bei  Anwendung  der  Formel  1)  als  eine  ganze  Function 
zweiten  Grades  von  x. 
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Setzei»  wir  J^  ax^  +  bx  +  c^  so  lassen  sich  0,  ft,  c  und  mithin 
auch  J  für  alle  Werthe  votf  x  bestimmen,  wenn  der  Werth  von  J  für 
drei  Werthe  von  x  bekannt  ist. 

Wählt  man  mit  Steiner  nnd  Wittstein  als  Grundlage  zu  diesen 
Berechnnngen  die  beiden  Grundflächen  G  nnd  g  nnd  den  sogenannten 
mittleren  Durchschnitt  i>,    so   hat  man,  wenn  die  Höhe  ^='h  ge- 
setzt wird,  aur  Bestimmung  von  a,  6,  c  die  drei  Gleichungen 
c  =  C,     ah*  +  bh  +  c^g,     lah^  +  ^bh  +  c^J). 

Man  erhält  also 

_2(G  +  g)-4D             4J>-3G-g 
« ^ ,     ft  = ^ ,     c=^G. 

Mit  Hilfe  der  Integralrechnung  oder  auch  auf  elementarem  Wege*  findet 
man  fOr  das  Volumen   V  des  Prismatoids  die  Formel 

2)  F=|aÄ»  +  i6Ä»  +  cÄ 

nnd,  wenn  man  hierin  fär  a^  b^  c  die  obigen  Werthe  setzt,  die  bekannte 
Steiner-Wittstein'sche  Formel 


4K^«> 


Es  liegt  nun  die  Frage  nicht  sehr  fem,  ob  nicht  durch  passende 
Wahl  ieB  ausser  den  beiden  Grundflächen  zu  messenden  Querschnittes 
das  Messen  beider  Grundflächen  auf  das  von  einer  derselben  reducirt 
werden  könne,  ohne  dass  dadurch  eine  complicirtere  Formel  fttr  V  er- 
halten werde.     Setzen  wir,  um  diese  Frage  zu  beantworten ,  voraus,  man 

kenne  den  Durchschnitt  ^  in    —   der  Höhe   tlber  G,   so  haben  wir  zur 

Bestimmung  von  a  und  6  «die  beiden  Gleichungen 

ah^  +  bk+G'=g,     a^  +  6~-f  C  =  zl. 
n'         n 

Man  erhält 

^ng  +  n{n'^l)G-'n*J  n^J-{rfi'-l)G-^g 

^^  (ii-l)A«  '        ""  (n-l)Ä 

und 

^)  y^-^^)[{^n^Z)g^{n^l){n^2;)G^n^J\. 

Für  n=5  3  folgt  hieraus 
5)  r=|(ör  +  3^) 

und  für  «=1^,  also  für  x  =  |Ä,  erhält  man 


*  Siehe  §  38  in  dem  anter  der  Presse  befindlichen  zweiten  Theile  meines 
Lehrbuches  der  Arithmetik,  wovon  der  erste  Theil  kürzlich  bei  Weidmann  in  Berlin 
erschienen  ist 
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6)  •  V'--^j{G  +  3JX, 

zwei  sehr  einfache  Formeln,  welche  beide  den  Satz  ausdrücken: 

Der  Inhalt  eines  Prismatoids  ist  gleich  einem  Prisma  von 
gleicher  Höhe,  dessen  Grundfläche  gleich  ist  einem  Viertel 
der  Summe  aus  der  einen  Grundfläche  und  dem  dreifachen 
ihr  parallelen  Durchschnitte,  welcher  ihren  Abstand  von  der 
andern  Grundfläche  im  Verhältnisse  von  2:1  theilt. 

Beducirt  sich  insbesondere  die  eine  Grundfläche  g  auf  eine  Kante, 
so  genügt  zur  Berechnung  des  Volumens  die  Ausmessung  des  Durch- 
schnittes ^  in  4^  der  Höhe  und  man  hat 

Wertheim  a.  M.,  im  Mai  1877.  Johann  Karl  Becker, 

GTiimMiAlprofouor. 


XXn.   Oeometrische  Untersuchungen. 

I. 

Aus  der  bekannten  Formel  für  den  Halbmesser  des  um  ein  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  r  =  abc:4J  folgt  durch  Projection  die  andere 

1)  i?=^/ji!iL!ji, 

r 
nach  welcher  Formel  der  Flächeninhalt  ß  einer  Ellipse  aus  dem  Umkreis- 
radius eines  ihr  eingeschriebenen  Dreiecks  und  den  zu  dessen  Seiten 
parallelen- Halbmessern  der  Ellipse  gefunden  werden  kann.  Fallen  die 
drei  Punkte  zusammen,  so  wird  ''12  =  ^28 '^^ ''si ™ '*'»  ''  ''^^'^  ^®^  Krüm- 
mungsradius an  dieser  Stelle  und  es  kommt  r  =  r'^:a6,  ein  bekannter 
Ausdruck. 

Die  Formel  1)  kann  noch  anderweitig  benützt  werden.  Sind  vier 
Punkte  ^^,  ^9,  i^3,  j4^  der  Ellipse  deren  Schnittpunkte  mit  einem  Kreise 
vom  Radius  r,  so  gelten  weiter  die  Gleichungen 

2)  E='nr^r^r^:r, 

3)  ^==«r84r^ir,8:r, 

4)  E^Tir^^r^^r^^ir. 

Die  Maltiplication  von  1)  mit  2)  und  3)  mit  4)  und  die  nachherige  Di- 
vision der  zwei  Producte  liefern  '•*23==^4i-  ^'^'^  können  zwei  (verschie- 
den gerichtete)  Ellipsenhalbmesser  nur  dann  gleich  sein ,  wenn  ihre  Rich- 
tungen zu  den  Axenrichtungen  der  Ellipse  symmetrisch  sind.  Also  folgt: 
Bilden  vier  Punkte  einer  Ellipse  ein  Kreisviereck ,  so  sind  je  zwei  gegen- 
überliegende Seiten  desselben  gegen  die  Axen  der  Ellipse  gleich  geneigt. 
[Dieser  Satz  (ohne  Beweis)  rührt  bekanntlich  von  Jacob  Steiner  her.] 
Lassen  wir  nun  drei  dieser  Punkte,  ^|,  ^g,  ^3,  in  A  zusammen- 
fallen,  so  wird   der  vierte  Punkt  A^  der  Schnittpunkt  B  des   in  A  die 
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Ellipse  oscnlirenden  Kreises  mit  der  Ellipse  und  der  ausgesprochene  Satz 
lautet  jetzt:  Die  Bichtung  der  Osculatioitstangebte  und  die  Richtung  der 
Verhindungslinie  des  Osculationspunktes  A  mit  dem  Schnittpunkte  B  sind 
symmetrisch  zu  den  Axenrichtungen.  Mittelst  dieses  Resultates  lässt  sich 
ein  Stein  er' scher  Satz  über  die  Krümmungskreise  der  Ellipse  in  sehr 
eleganter  Art  beweisen. 

Ist  nämlich  B  gegeben,  so  kann  man  um  jene  Punkte  A  fragen, 
deren  Krtimmungskreise  durch  B  gehen.  Verbindet  man  B  mit  einem 
Ellipsenpunkte  Py  zieht  durch  P  eine  zn  PB  bezüglich  der  Axenrich- 
tungen symmetrische  Gerade  t  und  lässt  P  auf  der  Ellipse  sich  bewegen, 
so  hüllen  alle  t  eine  C^^  ein,  welche  die  Ellipse  dreimal  und  p«  zweimal 
(in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Ellipse)  berührt.  Denn  sie  ist  das 
Erzeugniss  der  Punktreihe  P  auf  der  Ellipse  und  einer  ihr  projectivi- 
schen  auf  ^od*  l^s  geschieht  also  dreimal,  dass  t  eine  Ellipsentangente 
wird,  und  in  jedem  solchen  Falle  ist  sie  eine  der  gesuchten  Odculations- 
tangenten.  Es  giebt  demnach  drei  Krümmungskreise,  welche  durch  B 
gehen. 

Wenn  B'  der  dem  B  entsprechende  Punkt  auf  dem  Hauptkreise 
(über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser)  ist  und  für  B^  die  analoge  Con- 
struction  von  t  an  dem  Hauptkreise  ausgeführt  worden  wäre,  so  hätte 
man  als  Einhüllende  der  r^  eine  Steine  rasche  Hypocycloide  mit  drei 
Rückkehrpunkten  erhalten,  welche  den  Hauptkreis  in  den  Eckpunkten 
eines  gleichseitigen  Dreiecks  berührt  hätte.  Vermöge  der  Affinität  der 
Punktreihen  B  und  B"  und  des  Umstandes,  dass  sich  in  dieser  Affinität 
T  und  x'  entsprechen,  folgt,  dass  die  drei  Punkte  A  auf  der  Ellipse  ein 
Dreieck  grössten  Inhalts  /fA"Ä'*  bilden.  In  einem  solchen  ist  nun  die 
Tangente  eines  Eckpunktes  parallel  der  Gegenseite.  Also  ist  die  Tan- 
gente Tj  von  Ä  parallel  zu  Af'Ä"  und  da  BÄ"  symmetrisch  zu  Tj  ist 
gemäss  dem  Obigen,  so  ist  BÄ  auch  symmetrisch  zu  A"A'"\  die  vier 
Punkte  BÄÄ'Jf"  liegen  demnach  so,  dass  je  zwei  Gegenseiten  gegen 
die  Axenrichtungen  symmetrische  Richtungen  besitzen,  d.  h.  sie  bilden 
dem  oben  bewiesenen  Satze  zufolge  ein  Kreisviereck.  Alles  zusammen- 
gefasst,  giebt  den  Satz: 

„Durch  jeden  Punkt  der  Ellipse  gehen  stets  drei  und 
nur  drei  anderweitig  osculirende  Kreise.  Deren  Oscula- 
tionspunkte  bilden  ein  der  Ellipse  eingeschriebenes  Dreieck 
maximalen  Inhalts  und  liegen  mit  dem  gegebenen  Punkte 
selbst  auf  demselben  Kreise.*** 

Die  Formel  1)  giebt  auch  den  Nachweis  dafür,  dass  das  „Product 
aus  den  Krümmungsradien  der  Eckpunkte  eines  eingeschrie- 


*  In  ganz  anderer  Art  haben  diesen  Satz  bewiesen:  Joaohimsthal,  Cr.  J. 
Bd.  86,  und  Herr  August,  Cr.-Borch.  J.  Bd.  68.  A  j 
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benen   Dreiecks    ron  maximalem   Inhalte  gleich  der   dritt< 
Potenz  von  dem  Ümkreisradins  dieses  Dreiecks  ist".* 


Wird   für   die  Formel  1)  J^=.A^^  so  kommt 


''•^^  und  dies  giebt 


in  der  Anwendung  auf  ein  Dreieck  von  maximalem  Inhalt  den  Satz: 

„Das  Product  aus  den  Radien  jener  zwei  Kreise,  welche  in  einem 
Eckpunkte  eines  solchen  Dreiecks  berühren  und  durch  je  einen  andern 
Eckpunkt  gehen,  ist  für  alle  drei  Ecken  dasselbe,  nämlich  gleich  dem 
Quadrat  des  Umkreisradius." 

Ausserdem  gilt  die  merkwürdige  Beziehung: 

„Alle  Kreise,  welche  den  einer  Ellipse  eingeschriebenen 
Dreiecken  maximalen  Inhalts  conjugirt  sind,  haben  gleichen 
Radius." 

Durch  den  im  Vorigen  abgeleiteten  Satz  über  die  Osculationskreise 
ist  offenbar  jedem  Punkte  B  der  Ellipse  ein  bestimmtes  Dreieck  A A' A" 
maximalen  Inhalts  zugewiesen.  Man  kann  sagen ,  dass  hierdurch  auf  der 
Ellipse  eine  Punktreihe  und  eine  ihr  projectivische  Punktinvolution  drit- 
ten Grades,  nämlich  die  von  sämmtlichen  Dreiecken  A A'Ä"  gebildete, 
erscheinen.  Fällt  man  nun  von  B  auf  die  Seiten  des  zugehörigen  Drei- 
ecks A  Senkrechte,  so  liegen  die  drei  Fusspunkte  in  einer  Geraden  tf, 
weil  BAA'A**  auf  einem  Kreise  liegen,  und  es  kann  nun  um  die  Ein- 
hüllende aller  Geraden  ^  gefragt  werden.  Ist  a'  die  Gerade,  welche  zu 
V  und  dem  entsprechenden  gleichseitigen  Dreieck  gehört,  so  findet  man, 
dass  die  o'  durch  den  Halbirungspunkt  von  B^O  und  durch  den  Fuss- 
punkt  der  Senkrechten  aus  ff  auf  die  grosse  Axe  läuft  und  symmetrisch 
ist  zu  tfO  bezüglich  der  Axenrichtungen.  Wegen  der  letzteren  Beziehung 
ist  die  Einhüllende  aller  a'  eine  sogenannte  orthogonale  Asteroide,  deren 
Spitzen tangenten  mit  den  Hauptaxen  zusammenfallen  und  deren  Spitzen 
auf  dem  Hauptkreise  liegen.  Wenn  man  nun  bemerkt,  dass  die  tf  selbst] 
durch  den  Halbirungspunkt  von  B  0  und  durch  den  nämlichen  Fusspunkti 
auf  der  grossen  Axe  wie  a'  geht,  so  erkennt  man,  dass  die  c  in  der 
schon  erwähnten  perspectiv- affinen  Verwandtschaft  der  Systeme  B  und 
ff  der  Geraden  a  entspricht.  Die  von  a  eingehüllte  Curve  wird  ako 
die  zu  jener  Asteroide  affine  Curve  sein: 

„Die   6  hüllen   eine   Curve  vierter  Classe  sechster  Ord*l 
nung    ein,    welche  g^  zur  Doppelspitzentangente    in   deren 
Schnittpunkten  mit  der  Ellipse  hat  und  in  den  Scheiteln  der 
Ellipse  vier  Spitzen   besitzt,   deren   Tangenten   mit  den   El- 
lipsenaxen  zusammenfallen." 


*  Einen  hiermit  gar  nicht  verwandten,  aber  auffallend  ähnlichen  Satz  gab 
Herr  Mannheim  in  den  Nouvdlea  Annales  T,  21  bezüglich  Curven  dritter  Ord- 
nung (Qliestion  605). 

Wien,  22.  Juli  1878.  Digitizedby£ Kantor. 
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Der  Briefwechsel  zwischen  Lagrange  und  Eoler. 

Von 

Moritz  Cantor. 


Als  Paul  Heinrich  vonFuHS  im  Jahre  1843  im  Auftrage  der  Peters- 
burger Akademie  die  beiden  stattlichen  Bände  herausgab,  welche  unter  dem 
Titel  Correspondance  malhematique  el  physique  de  quelques  celehres  geomHres 
du  XVIII  siede  historisch  unschätzbare  Briefe  von  Enler,  von  6oId- 
bach,  von  verschiedenen  Mitgliedern  der  Gelehrtenfamilie  Bernoulli 
u.  s.  w.  enthalten ,  da  stellte  er  auf  Seite  XXXV  der  Vorrede  die  mög- 
liche Erscheinung  auch  noch  eines  dritten  Bandes  in  Aussicht.  Zu  diesem 
Zwecke  hoffe  er  durch  Vermittelung  von  C.  G.  J.  Jacobi,  der  für  diese 
Veröffentlichung  —  er  hätte  sagen  können:  für  Alles,  was  auf  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  sich  bezog  —  das  lebhafteste  Interesse  an  den 
Tflg  legte,  in  Besitz  einer  ganzen  Sammlung  von  Briefen  Euler^s  an 
Lagrange  zu  gelangen,  damals  das  Eigenthum  des  unermüdlichen,  in 
seinen  Mitteln  nicht  sehr  wählerischen  Sammlers  Libri.  Jener  3.  Band 
ist  bekanntlich  nicht  erschienen.  Dafür  kamen  1862  die  Opera  posiuma 
Euler's  heraus  nach  1844  in  unerwarteter  Weise  entdeckten  Manuscrip- 
ten.  Wieder  war  es  Paul  Heinrich  von  Fuss,  dem  die  Petersburger 
Akademie  den  Auftrag  ertheilt  hatte,  den  Druck  zu  überwachen,  und 
nach  dessen  1855  erfolgtem  Tode  trat  Nico  laus  von  Fuss  in  die  Stelle 
des  Bruders.  Im  1.  Bande  der  Opera  posiuma  S.  555  —  588  befinden  sich 
18  Briefe  Euler^s  an  Lagrange  aus  den  Jahren  1755 — 1775,  welche 
der  Herausgeber,  wie  es  in  der  Vorrede  S.  V  heisst,  zu  anderem  Zwecke 
gesammelt  hatte.  Jenes  vorerwähnte  Libri^sche  Exemplar  war  dazu 
allerdings  nicht  benutzt  worden.  Dasselbe  ging  nämlich  am  17.  Januar 
1876  in  den  Besitz  des  Fürsten  Boncompagni  in  Rom  über,  dessen 
freundlichen  Mittheilungen  wir  die  Thatsache  entnehmen,  dass  die  Libri- 
schen  Briefe  keineswegs  die  Originalien,  sondern  nur  Abschriften  seien, 
während  dem  Abdruck  in  den  Opera  postutna  die  Originalien  selbst  zu 
Grunde   gelegen  haben   müssen.     Das  beweisen  zwei  durch  die  Heraus- 
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geber  der  Opera  posiuma  beigeitigte  Anmerkungen ,  von  denen  gleich  noch 
die  Rede  sein  wird.  Wie  and  wann  zwischen  1843  and  1862  die  Ori- 
ginalbriefe nach  Petersburg  kamen ,  wohin  sie  dann  gelangten ,  ist  zweifel- 
haft. Am  Wahrscheinlichsten  dttrften  sie  sich  unter  dem  Nachlasse  La- 
grange's  befinden,  welcher  Eigenthum  der  Bibliothek  der  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Paris  ist  und  nunmehr  zur  Besorgung  der  Ge- 
sammtausgabe  von  Lagrange^s  Werken  unter  der  Leitung  von  Herrn 
J.  A.  Serret  dient. 

Waren  indessen  die  Briefe  Euler's  an  Lagrange  für  das  mathe- 
matische Publikum  seit  1862  im  Abdrucke  vorhanden,  so  verhielt  es  sich 
ganz  anders  mit  den  Briefen  Lagrange^s  an  Euler.  Sie  schienen 
verloren,  bis  Professor  Somof  (der  Wissenschaft  am  8.  Mai  1876  ent- 
rissen) Ende  1872  wenigstens  einen  Theil  derselben  in  dem  Archive  des 
Conferenzensaales  der  Petersburger  Akademie  entdeckte.  Vier  Briefe 
gehörten  einem  Convolute  an,  welches  die  Aufschrift  trägt:  L.  Euler^s 
Briefwechsel  1749  bb  1755,  sieben  Briefe  einem  zweiten  Convolute  mit 
der  Aufschrift:  L.  Euler's  Briefwechsel  1756  bis  1766.  Sie  gehören  also 
sämmtlich  der  Zeit  an,  zu  welcher  Euler  sich  in  Berlin,  Lagrange  in 
Turin  aufhielt,  und  entsprechen  den  zehn  aus  Berlin  datirten  Briefen 
Guler^s  in  den  Opera  posiuma  1  S.  555 — 568,  welche  in  einer  Note  zu 
S.  556  als  von  Euler  eigenhändig  geschrieben  bezeichnet  werden.  Die 
acht  aus  Petersburg  datirten  Briefe  (Opera  postumn  I  S.  568  —  588)  sind 
dagegen,  einer,  zweiten  auf  S.  568  befindlichen  Anmerkung  zufolge,  von 
der  Hand  derjenigen  Schüler  Euler's,  die  seit  seiner  Augenkrankheit  ihm 
Secretärsdienste  zu  leisten  pflegten,  Job.  Albert  Euler,  J.  A.  LexelU 
W.  L.  Krafft  und  Nicolaus  Fuss.*  Die  Briefe  Lagrange's  an  Euler 
aus  diesem  zweiten  Zeiträume  sind  noch  nicht  wieder  aufgefunden  worden. 
Ob  Spuren  von  ihnen  in  Paris  nachweisbar  sind,  ist  bei  der  fast  über* 
grossen  Oeheimthuerei  des  dortigen  Herausgebers  fttr*6  Erste  nicht  zu 
ermitteln.  Nachdem  Fürst  Boncompagni  von  dem  Dasein  der  genann- 
ten elf  Briefe  durch  eine  Mittbeilung  von  Prof.  Somof  von  Ende  No- 
vember 1872  Kunde  erhalten  hatte,  beschloss  er,  die  Veröffentlichung 
derselben  sich  angelegen  sein  zu  lassen,  und  so  haben  wir  jetzt  deren 
photolithographische  Wiedergabe  vor  uns  unter  dem  Titel :  Lelires  inedites 
de  Joseph  Louis  Lagrange  ä  Leonard  Euler  tirees  des  archives  de  la  solle  des 
Conferences  de  facademie  imperiale  des  scietices  de  St.  Pelersbourg  ei  publiees 
par  B,  Boncompagni,  Saint- Pelersbourg  MDCCCLXXVIL  Ein  ziemlich  aus- 
führlicher Bericht  über  diese  nach  Form  und  Inhalt  gleich  hervorragende 


*  Diese  beiden  Anmerkungen,  auf  die  vorher  zum  Beweise,  dass  der  Abdruck 
in  den  Opera  posiuma  auf  den  Originalbriefen  beruhe,  abgehoben  wurde,  finden 
sich  nämlich  nicht  auch  in  der  Libri' sehen  Abschrift,  aus  der  die  Briefe  folglich 
nicht  entnommen  sein  können,  wie  Fürst  Boncompagni  uns  auf  Anfrage  freund- 
lichst bestätigte. 
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und  den  Förderer  der  Wissenscliaft,  der  sie  veranstaltete,  anf's  Nene 
ehrende  Verö£Fentlichung  ist  bereits  am  15.  März  1877  dnrch  Herrn 
Angel o  Genocchi  der  Turiner  Akademie  vorgelegt  worden  und  in 
deren  jiiti  Vol.  XII  zum  Druck  gekommen,  in  ähnlicher  Weise,  wie  der- 
selbe Verfasser  1869  im  4.  Bande  der  JtH  della  /?.  Aecademia  delle  seienze 
di  Torino  über  eine  dem  Bulleiino  ßoncompagni  von  1868  entnommene 
Abhandlung  von  Prof.  Placido  Tardy  berichtete,  deren  Gegenstand 
die  Erstlingsabhandlnng  von  Lagrange  (sein  Brief  an  den  Grafen 
Fagnano)  bildete,  und  1874  im  9.  Bande  der  Atti  über  einige  andere 
Briefe  des  Lagrange.  So  sehr  wir  die  Gelehrsamkeit  und  den  Scharf- 
sinn anerkennen,  welche  Herr  Genocchi  so  1869,  wie  1874,  wie  neuer-  , 
dings  an  den  Tag  legte,  so  gern  wir  von  dem,  was  er  gefunden,  in  dem 
Folgenden  Gebrauch  machen  werden,  so  glauben  wir  doch  unseren  Lesern 
nichts  Unwillkommenes  zu  bieten,  wenn  wir  die  ganze  Correspondenz 
zwischen  Lag  ränge  und  Euler,  soweit  sie  in  sich  ergänzenden  Briefen 
vorhanden  ilBt,  also  die  elf  neu  herausgegebenen  Briefe  von  Lagrange 
und  die  zehn  ersten  Briefe  Eule r's  aus  dtn  Opera  posluma  (welche  letz- 
tere Herr  Genocchi  gar  nicht  berücksichtigt  hat)  in  einen  Bericht  zu- 
sammenfassen. 

Schicken  wir  wenige  biographische  Notizen  voraus,  die  uns  klar 
machen,  welches  die  gesellschaftliche  Stellung  von  Lagrange  und  von 
Eni  er  war  zur  Zeit,  als  ihr  Briefwechsel  begann. 

Louis  de  la  Grange  Tournier  wurde  am  25.  Januar  1736  zu 
Turin  geboren.  Er  gehörte  einer  französischen,  aus  der  Touraine  über» 
gesiedelten  Familie  an.  Nach  des  Vaters  Wunsche  begann  er  mit  juristi- 
tischen  Studien,  neben  welchen  er  sich  dem  von  der  Natur  ihm  vor- 
gezeichneten Berufe  als  Mathematiker  widmete.  Die  Werke  Buklid's, 
mit  denen  er  sich  zuerst  bekannt  machte ,  gaben  ihm  zunächst  eine  Vor- 
lieb« für  die  synthetischen  Methoden,  welche  er  den  algebraisch  -  analyti- 
schen vorzog,  bis  ihm  eine  Abhandlung  von  Halley  die  Kraft  dieser 
letzteren  Methoden  enthüllte.  Nun  eignete  er  sich,  ein  17jähriger  Jfin^ 
ling,  ohne  fremde  Beihilfe  den  Inhalt  der  Schriften  der  Newton,  Ber- 
nouUi,  Euler,  D'Alembert  an  und  bildete  sich  so  zu  dem  grossen 
Analytiker  aus,  als  welchen  die  Mathematik  und  die  mathematische  Physik 
ihn  verehren.  Ende  Juni  1754  war  er  noch  nicht  ganz  I8V2  «^^hr  alt, 
hatte  er  noch  Nichts  veröffentlicht. 

Leonhard  Enler,  geboren  am  15.  April  1707  in  Basel,  war  im 
Juni  1754  etwas  über  47  Jahre  alt.  Sein  Sohn  Albert  Euler,  ein 
Jahr  älter  als  Lagrange,  trat  eben  in  dem  Jahre  1754  durch  eine  von 
der  Göttinger  Societät  mit  dem  Preise  gekrönte  Abhandlung  über  die  Art 
und  Weise ,  bei  Wassermühlen  den  grössten  Nutzeffect  zu  erzielen ,  in  die 
wissenschaftliche  Laufbahn  ein ,  den  sieggewohnten  Fusstapfen  des  Vaters 
folgend.     Leonhard  Euler  selbst  hatte  den  ersten  Petersburger  Aufent- 
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halt  hinter  sich,  war  seit  1744  Director  der  mathematischen  Classe  der 
Akademie  der  Wissenschaften  za  Berlin,  in  welcher  Stellang  er  his  1766 
verblieb,  woranf  Lag  ränge  sein  Nachfolger  wurde.  Ausser  zahlreichen 
Abhandlungen  hatte  er  schon  seine  Mechanik  (1736 — 1742),  seine  Ein- 
leitung in  die  Analysis  des  Unendlichen  (1748),  seine  Meihodus  inveniendi 
lineas  curvas  maximi  minimive  proprietale  gaudentes  (1741),  sftmmtlich  in 
lateinischer  Sprache,  durch  den  Druck  bekannt  gemacht. 

Auf  der  einen  Seite  sehen  wir  also  einen  hochbertthmten  Gelehrten 
in  der  vollen  Kraft  seiner  von  Europa  bewunderten  Leistungen,  auf  der 
andern  Seite  einen  unbekannten  Anfänger,  dessen  Lebensjahre  ihn  fast 
noch  zum  Knaben  stempeln  würden,  wenn  die  Reife  seiner  Oedanken 
ihn  nicht  als  Mann  bezeichnete. 

1.  Am  28.  Juni  1754  richtete  Lagrange  seinen  ersten  Brief  an 
Eni  er.  Die  Jahreszahl  ist  zwar  nicht  beigefügt,  aber  unzweifelhaft  hat 
Herr  Genocchi  mit  Recht  angenommen,  sie  könne  nur  1754  gewesen 
sein.  An  1753  etwa  zu  denken,  verbietet  neben  einem  noch  zu  er- 
wähnenden Umstände  das  damals  allzujugendliche  Alter  des  Briefstellers, 
und  1755  ist  aus  anderen  Gründen  unmöglich.  Der  bekannte  Brief  an 
Fagnano  nämlich,  welcher,  durch  den  Druck  vervielfältigt,  die  erste 
Veröffentlichung  von  Lagrange  und  zugleich  seine  einzige  Veröffent- 
lichung in  italienischer  Sprache  bildet,  rührt  vom  23.  Juli  1754  her,  und 
der  Brief  an  Eni  er,  der  Hauptsache  nach  mit  jenem  Übereinstimmend, 
wäre  gewiss  nicht  geschrieben  worden,  wenn  Lagrange  statt  seinerein 
gedrucktes  Exemplar  hätte  überreichen  können,  ganz  abgesehen  davon, 
dass  Lagrange  noch  1754  erfuhr,  seine  vermeintliche  Entdeckung  sei 
nicht  neu ,  dass  er  darüber  die  weitere  Beschäftigung  mit  mathematischen 
Gegenständen  fast  verscliwor  und  somit  sicherlich  nicht  ein  halbes  Jahr 
später  noch  darüber  schreiben  mochte,  wie  er  es  in  dem  Briefe  an  Euler 
gethan  hat  Es  handelt  sich  um  die  Vergleichung  der  beiden  Formeln, 
welche  den  n^'"  Differentialquotienten  des  Productes  u .  t>  und  die  n^^  Po- 
tenz der  Summe  u  +  v  darstellen,  um  den  Nachweis  der  Identität  der 
dabei  auftretenden  Coefficienten ,  um  die  Bemerkung,  dass  die  Vertau- 
schung von  n  mit  — n  die  Differentiation  in  eine  Integration  übergehen 
lasse.     Gelegentlich  des  speciellen  Falles,  der  in  der  Reihe 


ß 


.  x^  dy        x^     d^y         x*'       d^y   , 


sich  kundgiebt,  fragt  Lagrange,  ob  das  nicht  die  Reihe  sei,  welche 
schon  längst  Leibnitz  angegeben  habe?  Auch  in  dem  gedruckten  Briefe 
an  Fagnano  stellt  Lagrange  eine  auf  diese  Reihe  bezügliche  Frage, 
nur  heisst  sie  dort,  und  mit  Recht,  ob  die  Reihe  nicht  die  des  Johann 
BernouUi  sei,  welcher  sie  im  Novemberhefte  1694  der  Ada  Eruditorum 
veröffentlicht  habe?  Die  besondere  Reibe  ist  in  der  That  Eigenthum 
von  Johann  Bernoulli  und  an  dem  genannten  Orte  zuerst  mitgetheilt. 
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Leihnitz  war  etwas  später,  im  Mai  1695|  auf  die  Uebereinstimmung 
zwischen  Differentiation  und  Potenzirung  aufmerksam  geworden  und  hatte 
die  obwaltende  Analogie  unter  der  Voraussetzung  ganzer  positiver  Werthe 
von  n  im  I.  Bande  der  Miscellanea  Berolinensia  1710  zur  allgemeinen 
Kenntniss  gebracht,  während  die  von  jener  Voraussetzung  uneingeschränkte 
Formel  seit  1745  in  dem  Commercium  episiolicum,  d.  h.  dem  Briefwechsel 
zwischen  Leihnitz  und  Johann  BernouUi,  gedruckt  die  vermeint- 
liche Entdeckung  Lagrange's  vorwegnahm.  Lagrange  erfuhr  diese 
für  den  strebsamen  Anfänger  so  peinliche  Thatsache,  wie  bereits  bemerkt, 
noch  in  dem  Jahre  1754,  aber  nicht  durch  Euler.  Dieser  hat  nämlich, 
wie  aus  der  Beantwortung  des  zweiten  Briefes  hervorgeht,  auf  den  ersten 
gar  Nichts  erwidert,  weil  Lag  ränge  versäumt  hatte,  eine  Adresse  anzu- 
geben, au  die  man  ihm  schreiben  könne.  So  bemerkt  ihm  Euler  erst 
unter  dem  6.  September  1755,  dass  in  dem  L ei bnitz-Bernoulli 'sehen 
Briefwechsel,  wie  er  meine,  der  Gegenstand  schon  erörtert  sei,  und  auf 
eine  zweite  Frage,  ob  es  denn  wahr  sei,  dass  Wolf  gestorben,  giebt  er 
natürlich  in  so  spätem  Briefe  gar  keine  Antwort.  Wir  berühren  diese 
Frage  auch  nur  deshalb,  weil  deren  frühester  möglicher  Zeitpunkt  im 
Einklänge  steht  mit  der  durch  Herrn  Oenocchi  vorgeschlagenen  Datirung 
des  Briefes  und  letztere  dadurch  bestätigt.  Christian  von  Wolf,  da- 
mals ein  berühmter  Mann,  starb  nämlich  im  April  1754  in  Halle.  Die 
Erkundigung  nach  seinem  Tode  hat  also  nur  im  Juni  1754  einen  be- 
stimmten Anhalt. 

2.  Nach  mehr  als  Jahresfrist,  am  12.  August  1755,  wandte  La- 
grange sich  in  einem  neuen  Briefe  an  Euler  und  gab  diesmal  den 
Namen  eines  Turiner  Bankiers,  A.  Durand,  an,  tftiter  dessen  Adresse 
er  dringend  eine  Antwort  erbittet.  Mit  diesem  Schreiben  beginnt  die 
Geschichte  von  Lagrange's  bahnbrechenden  Arbeiten  auf  dem  Gebiete 
der  Variationsrechnung.  Lagrange's  erste  gedruckte  Abhandlung  über 
dieses  Capitel  der  Mathematik  findet  sich  in  dem  1762  erschienenen 
II.  Bande  der  Miscellanea  Taurinensia  und  führt  den  Titel:  Essai  (fune 
nouvelle  melhode  pour  determiner  les  Maximn  ei  les  Minima  des  formales  in- 
idgrales  indifinies.  In  dem  IV.  Bande  derselben  Sammlung  von  1769  ver- 
theidigt  Lagrange  seine  Methode  gegen  Angriffe  von  Fontaine  und 
Anderen  in  dem  Aufsatze:  Sur  la  methode  des  variations,  in  welchem  er 
nach  einigen  Einleitungsworten  erklärt:  diese  Methode,  deren  Name 
„Variationsrechnung**  von  Euler  passend  gewählt  sei,  habe  er  eben 
jenem  grossen  Geometer  bereits  1755  mitgetheilt  und  dessen  Zustimmung 
sich  erfreut.  Ja,  der  Aufsatz  von  1762  sei  gewissermassen  aufEuler*s 
Bath  geschrieben,  da  dieser  in  einem  Briefe  vom  2.  October  1759  ihm 
mittheilte,  er  habe  nun  auch  weitere  Untersuchungen  «uf  dem  gemein- 
samen Gebiete  angestellt,  welche  er  aber,  umLagrange's  Ruhm  nicht 
im  Wege  zu  stehen,  zurückhalte,  bis  dieser  erst  seine  Methode  bekannt 

Digitized  by  VjOOQ IC 


6  Hifltorkcb-literariflcbe  Abibeilasg. 

gemacht  haben  werde.  Diese  Stelle  war  schon  F.  Giesel  in  fieinem 
Torganer  Programm  von  1857:  „Geschichte  der  Variationsrechnung,  I.ThL^^ 
nicht  entgangen.  Unter  Anmerkung  98  ist  sie  abgedruckt.  Heute  be- 
sitzen wir  nun  die  Briefe  selbst,  in  welchen  Lagrange  dem  Verfasser 
der  Meihodus  invemendi  etc.  die  später  so  wichtig  gewordene  Erfindung  des 
Zeichens  d  zur  Unterscheidung  der  Variationen  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentiationen und  die  Anwendung  desselben  mittheilt.  Der  Brief  vom 
12.  August  1755  insbesondere  liest  sich  wie  ein  Excei-pt  aus  der  Abhand- 
lung von  1762,  wenn  wir  nicht  wtlssten,  dass  er  derselben  um  7  Jahre 

vorhergeht     Die  drei  allgemeinen  Fälle    1 Z  (so  schreibt  Lagrango  auch 

noch  in  den  Lecons  sttr  le  calcul  des  fonctions  von  1806  S.  437  und 
häufiger,  ohne  dass  ein  Differential  angegeben  wäre,  nach  welchem  inte- 
grirt  werden  soll)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  je  nach- 
dem Z  nur  die  Veränderlichen  x^  y  und  die  Ableitungen  von  u^  ^^^^ 
ausserdem  noch  eine  Integralfunction  II  von  einem  andern,  in  Bezug  auf 
seine  letzten  Bestandtheile  dem  Z  ähnlich  zusammengesetzten  (Z)  ent- 
halten soll,  worauf  d(Z)  entweder  von  &n.  frei  sein  oder  dasselbe  ent- 
halten kann,  werden  wie  in  dem  Essai  d'wie  novvelle  me'ihode  unterschie- 
den und  unter  Anwendung  fast  der  gleichen  Buchstaben  in  allgemeiner 
Weise  behandelt.  Im  Aufsatze  steht  nur  Z\  wo  im  Briefe  (Z)  geschrie- 
ben ist.  Besondere  Beispiele,  sagt  Lagrange,  könne  er  lösen,  aber  er 
geht  ftir^s  Erste  nicht  darauf  ein.  Euler  antwortete  unter  dem  6.  Sep- 
tember 1755  und  äusserte  die  entschiedenste  Anerkennung  der  neuen 
Methode,  in  welcher  er  einen  bedeutenden  Fortschritt  gegenüber  von 
seinen   eigenen   Forschungen   erkenne.     Bemerkenswerth   ist  etwa,   dass 

E  u  1  e  r  das   f  Z  statt  j  Zdx  ausdrücklich  hervorhebt ,  um  es  dadurch  zu 

erläutern,  dass  er  beifügt,  Lagrauge  betrachte  eben  dx  als  Einheit. 

3.  Euler's  Antwort  traf  zu  einer  für  Lagrange  ereignissvollen 
Zeit  ein.  Der  erst  197^  «Iftkre  alte  Gelehrte  war  zum  Professor  an  der 
Artillerieschule  zu  Turin  ernannt  worden.  Die  unentbehrlichsten  Vor- 
bereitungen für  den»  ihm  übertrageneu  Unterricht  verzögerten  seine  Er- 
widerung etwa  5  Wochen  lang,  bi«  er  da»n  am,  20.  November  1755  die 
Müsse  fand.  Euler  neue  Fortschritte  der  VariatLensrechnung  mitzuthe»- 
len»  insbesondere  ihm  auseinanderzusetzen,  wie  weit  die  Aufgabe  der 
Bracbistochrone  in  seinen  Händen  sich  entwickelt  hatte.  Euler  hatte 
bei  seinen  Arbeiten  über  dieses  Problem,  welches  bereits  geschichtliche 
Wichtigkeit  besass,  gleich  seinen  Vorgängern  nur  den  Fall  betrachtet, 
dass  ein  materielle?  Punkt  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  in  küraest- 
möglicher  Zeit  von  einem  Punkte  A  nach  einem  andern  Punkte  B  ge- 
langen sollte.  Lagrange  Hess  dagegen  den  materiellen  Punkt  von  A 
aus  nach  irgend  einem  Punkte  einer  gegebenen  Curve  ^  fallen  und  iand 
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auch  anter  dieser  VoranMetzang  ak  Brachistoehrone  eine  Cykloide,  welche 
die  Curve  <P  senkrecht  durchschneide.  Ferner  berüeksichtigte  Lagrange 
die  Voraussetzung,  dass  der  fallende  Punkt  in  kürzester  Zeit  von  A  über 
C  nach  B  gelangen  sollte.  Hierbei  gerieth  er  in  einen  Irrthum.  Er  kam 
nämlich  zu  dem  Ergebnisse,  die  gesuchte  Curve  besitze  die  Differential- 
gleichnng  ^^ 

oder  nach  einmaliger  Integration  die  Differentialgleichnng 


G^l/i^) 


welche  nur  bei  a  =  oo  die  Cykloide  bedeutet.  Der  Irrthum  La grange 's 
wird  offenbar,  wenn  man  in  der  Integration  weiter  fortführt,  wodurch 
die  Gleichung  

entsteht,  die  Curve  der  Brachistochrone  mithin  durch  ein  elliptisches  In- 
tegral ausgedrückt  wäre,  während  man  weiss,  dass  der  fallende  Punkt 
▼on  A  nach  C  durch  eine  Cykloide  gelangt,  welche  diese  beiden  Punkte 
folglich  enthält  und  als  dritte  Bedingung  in  A  die  Richtung  der  Schwere 
als  Berührende  besitzt.  Macht  man  alsdann  die  Voraussetzung,  dass  in 
C  eine  Veränderung  der  einmal  erlangten  Geschwindigkeit  nicht  stattfinde, 
so  wird  der  weitere  Fall  von  C  nach  B  durch  eine  zweite  Cykloide  erfol- 
gen, welche  diese  beiden  Punkte  enthält  und  welche,  rückwärts  bis  zur 
gleichen  horizontalen  Höhe  mit  A  fortgesetzt,  dort  ebenfalls  die  Richtung 
der  Schwere  zur  Berührungslinie  hat.  Diese  Auflösung,  deren  Grund- 
zttge  etwa  bei  Lindeloef,  Lefons  de  calcul  des  varialions,  Paris  1861, 
pag,  226  (über  die  Brachistochrone  mit  Anfangsgeschwindigkeit)  und  bei 
Todhunier,  Researches  in  ihe  caiculus  of  variaiions^  principally  on  thetheory 
of  disconlinous  Solutions  ^  London  and  Cambridge  1871,  pag.  127,  §  143  (über 
die  Brachistochronen  durch  drei  Punkte)  verglichen  werden  mögen,  ent- 
ging übrigens  dem  Scharfblicke  Euler' s  nicht.  In  seinem  sogleich  zu 
erwähnenden  Antwortssehreiben  vom  24.  April  1756  sagt  er  ausdrücklich : 
„Was  die  Brachistochronen  durch  drei  oder  mehrere  Punkte  betrifft,  so 
möchte  ich  glauben,  sie  seien  keine  stetig  fortgesetzten  Curven,  sondern 
von  jedem  Punkie  zum  nächsten  müsse  ein  Cykloidenbogen  durchlaufen 
werden,  damit  die  Zeit  des  Falles  von  dem  einen  Punkte  zum  andern 
ein  Minimum  werde;  durchläuft  nämlich  der  Körper  diese  einzelnen  Ab- 
schnitte so  schnell  als  möglich ,  so  wird  er  unzweifelhaft  auch  die  ganze 
Curve  in  der  kürzesten  Zeit  vollenden.*^  Lagrange  selbst  muss  der 
Unrichtigkeit  seiner  Vermuthung  sich  auch  bewnsst  geworden  sein,  denn 
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in  einem  Briefe  vom  19.  Mai  1756  bemerkte  er  mit  Eul er' s  Erläuterung 
der  verschiedenen  Umformungen  der  betreffenden  Differentialgleichungen 
sich  durchaus  einverstanden  und  in  zur  Veröffentlichung  bestimmten  Ar- 
beiten über  Variationsrechnung  kam  er  auf  den  Gegenstand  niemals  zu- 
rück. Sein  Irrthum  beruhte  nämlich  darauf,  dass  er  aus  der  Gleichung  Zrs=0, 
welche  die  Differentialgleichung  der  die  Eigenschaften  eines  Grössten 
oder  Kleinsten  besitzenden  Curve  darstellt,  durch  weitere  Differentia- 
tionen ,  welche  bei  Gelegenheit  factoreuweiser  Integrationen  eintreten ,  die 
an  sieh  berechtigten  und  zur  Einführung  von  Bedingungen  auch  heute 
dienenden  Folgerungen  ^Z<=0,  d^L  =  0  u.  s.  w.  zog,  dann  aber  ohne 
Weiteres  die  Integration  von  ^Z  =  0,  beziehungsweise  von  d^L  =  0 
vornahm,  wodurch  Glieder  neu  hinzukommen,  welche  der  eigentlichen 
Aufgabe  nicht  angehören,  und  das  hatte  ihm  Euler  in  seiner  Antwort 
bemerklich  gemacht. 

4.  Ein  weiterer  Brief  Lagrang e's  muss  etwa  im  Monat  März  1756 
geschrieben  worden  sein,  der  jedoch  in  der  Sammlung  fehlt.  Euler 
beginnt  wenigstens  das  Antwortsschreiben  vom  24.  April  mit  der  Empfangs- 
anzeige zweier  Briefe,  deren  erster,  „am  Ende  des  verflossenen  Jahres*^ 
eingetroffen,  mit  dem  Briefe  vom  20.  November  1755  sicherlich  identisch 
ist,  während  der  zweite,  „neuerdings**  geschriebene  offenbar  als  uns  heute 
fehlend  bezeichnet  werden  muss.  Ueber  den  Inhalt  desselben  ist  aus 
Eni  er' s  Antwort  ebenso  wenig,  wie  aus  Lagrange's  späteren  Briefen 
irgend  eine  Andeutung  zu  entnehmen.  Euler  zeigte  die  erhaltenen 
Briefe  dem  Präsidenten  der  Berliner  Akademie,  Manpertuis,  der  be- 
kanntlich von  Friedrich  dem  Grossen  eigens  zu  diesem  Amte  nach  Berlin 
berufen,  demselben  bis  zu  seinem  1759  erfolgenden  Tode  vorstand,  auch 
nachdem  er  Berlin  wieder  verlassen  hatte.  Nach  dem  Tode  von  Mauper- 
tuis  blieb  die  Stelle  nach  erfolglosen  Unterhandlungen  mit  D^Alembert 
unbesetzt,  d.  h.  der  König  behielt  sich  das  Ernennungsrecht  der  Mit- 
glieder und  die  Oberleitung  der  Akademie  von  nun  an  selbstständig  vor. 
Im  Frühjahr  1756  dagegen  war  die  Machtvollkommenheit  des  Präsidenten 
der  Akademie  eine  ziemlich'  unumschränkte,  auch  über  den  unmittelbaren 
Kreis  seiner  Befugnisse  hinaus.  Das  Urtheil  über  Maupertuis  hat  im 
Laufe  der  Jahre  sehr  gewechselt.  Während  er  selbst  seinen  Kuhm  über 
die  Maassen  ausposaunte  und  gläubige  Zuhörer  fand,  ging  Lalande  in 
dem  von  ihm  bearbeiteten  IV.  Bande  des  Montucla'schen  Geschichts- 
werkes so  weit,  die  Erzählung  von  der  lappländischen,  unter  der  Leitung 
von  Maupertuis  ausgeführten  Gradmessung  mit  den  Worten  einzuleiten: 
„Maupertuis  wusste  den  Angenehmen  zu  machen,  Liedchen  zu  ver- 
fertigen ,  Guitarre  zu  spielen ,  und  das  verhalf  ihm  zu  dem  von  ihm  ge- 
wünschten Auftrage.**  Die  Wahrheit  dürfte  in  der  Mitte  liegen.  Ein 
Mann,  für  welchen  Euler  und  Lagrange  bei  jeder  Gelegenheit  die 
höchste  Achtung  an   den   Tag  legten,   während   der  Erstere  wenigstens 
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ihn  in  vieljährigem  engem  Verkehr  in  Berlin  genau  kennen  lernen  musste, 
kann  unmöglich  eine  zur  Tagesberühmtheit  aufgeblähte  Unbedeutendheit 
und  nichts  Weiteres  gewesen  sein.  Jedenfalls  wusste  er  ans  den  wenigen 
Briefen,  welche  Euler  ihm  von  Lagrange  vorlegte,  ein  richtiges  Urtheil 
über  den  jungen  Gelehrten  sich  zu  bilden.  Euler  mag  ja  an  empfehlen- 
den Worten  es  nicht  haben  fehlen  lassen ,  aber  auch  die  ganze  Bichtung 
von  Maupertuis  führte  den  begeisterten  Vertreter  des  Princips  der 
kleinsten  Action  in  der  Mechanik  dazu,  an  Arbeiten  besonderen  Ge- 
schmack zu  finden f  welche  bestimmt  waren,  die  Lehre  vom  Grössten  und 
Kleinsten  weiter  zu  führen  und  deren  Anwendung  auf  mechanische  Fra- 
gen zu  vermitteln.  In  Maupertuis  erwachte  sofort  die  Begierde,  La- 
grange nach  dem  zu  wissenschaftlichem  Leben  sich  mächtig  aufraffenden 
Berlin  zu  ziehen ^  und  in  seinem  Auftrage  stellte  Eule r  die  unmittelbare 
Anfrage,  ob  Lagrange  nicht  geneigt  sein  würde,  seine  Turiner  Stellung 
mit  einer  andern  in  Deutschland,  zu  welcher  Maupertuis  ihn  dem  König 
vorschlagen  wolle ,  zu  vertauschen ,  während  er  ihm  zugleich  die  baldigst- 
mögliche Aufnahme  in  die  Berliner  Akademie  in  Aussicht  stellen  durfte. 
5.  Eine  solche  Berufung  konnte  auf  schleunige  Antwort,  wenn  nicht 
auf  alsbaldige  Annahme  rechnen.  An  ersterer  Hess  Lagrange  es  nicht 
fehlen.  Das  Datum  seines  nächsten  Briefes  vom  19.  Mai  1756,  nur  25 
Tage  später  als  das  Datum  des  Eni  er' sehen  Briefes,  stellt  nämlich  un- 
gefähr die  Dauer  des  damaligen  Postverkehrs  zwischen  Berlin  und  Turin 
dar,  in  Uebereinstimmung  mit  den  25  Tagen  vom  12.  August  bis  zum 
6.  September  1755,  in  weiterer  Uebereinstimmung  mit  den  28  Tagen, 
welche  zwischen  einem  Eule  raschen  Briefe  vom  27.  October  und  einer 
Lagrange' sehen  Antwort  vom  24.  November  1759  liegen.  Lagrange 
erklärte  sich  bedingungsweise  bereit,  dem  Rufe  Folge  zu  leisten,  voraus- 
gesetzt nämlich,  dass  die  ihm  anzubietende  Stellung  sich  als  hinreichend 
ehrenvoll  und  angenehm  erweisen  würde,  um  ihretwegen  eine  mit  Aus- 
sicht auf  Aufbesserung  verbundene  Professur  an  der  Artillerieschule  auf- 
zugeben und  das  Vaterland  zu  verlassen;  er  wisse  in  solchen  Dingen 
nicht  Bescheid,  aber  Euler  sei  ja  selbst  in  ähnlicher  Lage,  und  so  bitte 
er  diesen  um  wohlmeinenden  Rath,  wenn  ein  bestimmtes  Anerbieten  ihm 
gestellt  werde.  Jedenfalls  danke  er  Maupertuis  heute  schon  für  die 
bevorstehende  Ernennung  zum  Akademiker,  durch  welche  er  ihn  unver- 
dientermassen  ehren  wolle,  und  für  die  gütige  Absicht,  ihn  dem  König 
für  Weiteres  zu  empfehlen.  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  dass  das  Wort 
„Unverdientermassen**  erst  nachträglich  durch  Lagrange  in  den  Brief 
hineincorrigirt  über  der  Zeile  steht.  In  diesem  Briefe  findet  sich  auch 
die  erste  Erwähnung  einer  Mechanik,  welche  Lagrange  zum  Zwecke 
seiner  Vorlesungen  schreibe;  von  demselben  Buche  ist  als  von  einen? 
bereits  vollendeten  in  einem  Briefe  vom  24.  November  1759  die  Rede. 
Wir  sind  wohl  berechtigt,  in  dieser  Mechanik  einen  ersten  Entwurf  zur 
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Mecanique  analylique  zu  erkennen,  welche  in  erster  Ausgabe  1788  erschien. 
Ob  Spuren  jenes  ersten  Entwurfes  selbst  sich  irgendwo  nachweisen  lassen, 
ist  bis  jetzt  nicht  bekannt.  Eines  wissenschaftlichen  Inhaltes  entbehrt 
der  Brief  vom  19.  Mai  auch  nicht  g&nzlich.  Euler  hatte  nttmlich  am 
24.  April  ein  interessantes  Problem  angeregt.  Wenn  ein  schwerer  Punkt, 
der  auf  derselben  Horizontaliinie  mit  dem  Anfangspunkte  einer  Verti- 
kalen liegt,  sich  durch  eine  Viertelellipse  nach  jener  Vertikalen  hinzu- 
bewegen genöthigt  ist,,  deren  halbe  grosse  Axe  die  Entfernung  der  ge- 
nannten beiden  Punkte  darstellt,  während  die  halbe  kleine  Axe  auf  der 
Vertikalen  selbst  abgeschnitten  ist,  wie  gross  ist  ebendiese  halbe  kleine 
Axe  zu  wählen,  damit  die  Bewegungszeit  des  fallenden  Punktes  ein 
Minimum  werde.  Euler  selbst  gab  als  durch  Annäherung  gefundenen 
Werth  6=/i^%,  fragte  aber  zugleich  nach  der  Möglichkeit  einer  directen 
Auflösung.  Lagrange  stellt  nun  die  Möglichkeit  einer  anderen  als 
näherungsweise  verfahrenden  Auflösung  in  Abrede,  weil  die  gegenseitige 
Abhängigkeit  der  beiden  Grössen  a  und  6  durch  ein  Integral  vermittelt 
sei ,  dessen  Auswerthung  nur  in  Reihenform  möglich  sei.  Er  bezieht  sich 
dabei  auf  Eni  er 's  Abhandlung  im  7.  Bande  der  Petersburger  Akademie, 
womit  offenbar  die  Abhandlung  gemeint  ist:  De  infiniüs  curvis  ejusdem 
generis  sive  meihodus  inveniendi  aequaliones  pro  infiniHs  curvis  ejusdem  generis 
(Comment,  Jcad,  Pelrbp.  VII^  1740).  Lagrange  behielt  sich  vor,  auf  den 
Gegenstand  zurückzukommen ,  was  aber  nicht  geschehen  zu  sein  scheint 
Inzwischen  war  Maupertuis  von  Berlin  abgereist  und  hielt  sich  in 
8t.  Male  in  der  Bretagne  auf.  Mit  ihm  musste  Eni  er  sich  wegen  dee 
geschäftlichen  Theiles  des  Briefes  in  schriftliche  Verbindung  setzen  und 
so  dauerte  es  bis  zum  2.  September  1756,  bevor  er  Lagrange  in  einem 
Billet  anzeigen  konnte,  dass  er  an  demselben  Tage  zum  auswärtigen 
Mitgliede  der  Berliner  Akademie  unter  allgemeiner  Zustimmung  ernannt 
worden  sei  und  gleichzeitig  mit  dieser  Mittheilung  auch  das  betreffende 
Diplom  erhalten  werde;  die  Adresse  von  Maupertuis  wird  zugleich 
beigefügt  mit  der  Aufforderung,  diesem  ihm  so  wohlwollenden  Manne 
einen  Dankbrief  zu  schreiben. 

6.  Die  Ernennung  Lagrange 's  zum  auswärtigen  Akademiker  war 
bereits  in  die  beginnenden  Wirren  des  siebenjährigen  Krieges  gefallen, 
da  schon  im  August  der  Einmarsch  der  Truppen  König  Friedrich's  in 
Sachsen,  am  10.  September  die  Einnahme  von  Dresden  erfolgte.  Es  ist 
kaum  zweifelhaft,  dass  in  diesem  Kriegsausbruche  der  Grund  zu  suchen 
ist,  weshalb  die  zweite  Hälfte  des  Planes,  den  Maupertuis  zu  Gunsten 
Lagrange's  gefasst  hatte,  die  persönliche  Anstellung  in  Preussen,  da* 
mals  unerfüllt  blieb  und  erst  1766  sich  verwirklichte,  als  Eni  er  zum 
Zweiten  Male  nach  Petersburg  übersiedelte  und  Lagrange  statt  seiner 
zum  Director  der  mathematischen  Classe  der  Berliner  Akademie  mit  dem 
für  jene  Zeit  sehr  hohen  Jahresgehalte  von  Thlr.  1500  ernannt  wurde. 
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Sogleich  mit  Beginn  des  Krieges  fand  sich  der  Post  verkehr  nnterbrochen, 
welcher  (wir  haben  oben  gesehen,  mit  welchem  Zeitaufwand  in  regel- 
mässigen Verhältnissen)  zwischen  Italien  und  dem  deutschen  Norden  statt- 
fand. Der  Kaufmann,  welcher  den  Briefwechsel  zwischen  Euler  und 
Lagrange  zu  yermitteln  pflegte,  machte  Letzteren,  wie  wir  in  einem 
Briefe  rom  28.  Juli  1759  lesen,  auf  die  an  Unmöglichkeit  grenzende 
Schwierigkeit,  einen  Brief  zu  besorgen,  aufmerksam,  und  so  unterblieb 
sogar  eine  Danksagung  Lagrange's  an  Euler  für  dessen  freundliche 
Bemühungen,  wenn  sie  nicht  verloren  gegangen  ist;  unter  den  vorhan- 
denen Briefen  finden  wir  sie  nicht.  Auch  Ende  Juli  1759  war  die  Ver- 
bindung mit  Berlin  noch  keineswegs  eine  leichte,  aber  Lagränge  war 
es  doch  gelungen,  einen  Weg  auszuspüren  —  welchen?  sagt  er  uns  hier 
nicht  — ,  um  einen  Brief  und  ein  Buch  an  Euler  zu  schicken.  Das 
Buch  war  kein  anderes,  als  der  erste  Band  der  vermischten  Schriften 
der  Turiner  Qesellschaft,  jenes  gelehrten  Freundeskreises,  der  später 
(1762)  sich  den  Namen  der  königl.  Gesellschaft  von  Turin  beilegen  durfte, 
und  unter  welchem  Lagrange  von  Beginn  an  eine  durch  Quantität,  wie 
durch  Qualität  seiner  Beiträge  gleich  hervorragende  Rolle  spielte.  Wer 
für  die  geschichtliche  Entwickelung  der  Mathematik  und  der  mathemati« 
sehen  Physik  nur  irgend  Interesse  besitzt,  muss  die  MiscellaHea  Taurinen 
sia  im  Original  studiren.  Wir  können  und  müssen  uns  darauf  beschrän- 
ken, die  Titel  der  einzelnen  Abhandlungen  zu  nennen,  denen  wir  wenige 
Worte  beifügen.  Zunächst  erscheinen  zwei  Aufsätze  von  Lagrange, 
von  denen  er  mit,  wie  Herr  Genocchi  schon  bemerkt  hat,  sehr  übel 
angebrachter  Bescheidenheit  sagt,  sie  seien  der  Aufmerksamkeit  Euler's 
nicht  würdig.  Eni  er  hatte  noch  in  seiner  Differentialrechnung  von  1755 
die  Lehre  aufgestellt,  das  Maximum  oder  Minimum  einer  Function  von 
zwei  Veränderlichen    x    und   y  beruhe  auf  der  Auflösung   der   beiden 

Gleichungen  — ^  =  0  und  — ^  *'  =  0  nebst  dem  Negativ-  oder  Po- 
sitivsein der  zweiten  Differentialquotienten.  Dass  zwischen  den  zweiten 
Differentialquotienten,  welche  partiell  nach  jeder  der  beiden  Veränder- 
lichen oder  nach  beiden  nacheinander  genommen  werden ,  eine  Ungleich- 
ung stattfinden  muss,  hat  erst  Lagrange  in  dem  ersten  Aufsatze  von 
1759:  Reckercke$  sur  la  methode  de  maximis  et  minimis  gezeigt  und  damit 
die  Lehre  um  einen  so  bedeutsamen  Schritt  vorwärts  gebracht,  dass  auch 
die  neuesten  Lehrbücher  der  Differentialrechnung  kaum  Weiteres  enthal- 
ten. Eine  nur  um  Weniges  geringere  Bedeutsamkeit  ist  dem  zweiten 
Aufsatze :  Sur  Cintegraiion  d'une  equatio»  differeniieüe  ä  differences  finies  gui 
contient  la  iheorie  des  suites  recurrentes  beizulegen.  Lagrange  behandelt 
hier  Differenzengleichungen  nach  Analogie  linearer  Differentialgleichungen 
durch  Einsetzung  einer  Exponentialform  für  die  abhängig  Veränderliche 
und  hat  damit  zuerst  einen  geistigen  Zusamnenhang  awkchen  Differen* 
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zengleichangen  und  Differential gleichnngen  nachgewiesen.  Der  dritte  Auf- 
satz, auf  welchen  allein  Lagrange  Euler  mit  einer  gewissen  Selbst- 
befriedigung hinweist,  enthält  die  berühmten  Recherches  sur  la  nature  et 
la  propagation  du  soti,  die  in  dem  zweiten  und  dritten  Bande  der  Turiner 
Abhandlungen  fortgesetzt  wichtige  Beiträge  zur  damals  noch  ganz  neuen 
Lehre  von  den  periodischen  Reihen  bildeten.*  Ausser  auf  diese  Unter- 
suchungen ,  deren  Bedeutung  für  £  u  1  e  r  schon  darin  liegen  mnsste ,  dass 
hier  Yon  einem  ganz  andern  Gesichtspunkte  ans,  als  er  selbst  zum  Aus- 
gange gewählt  hatte,  fast  die  gleichen  Ergebnisse  gewonnen  und  dem 
gemeinsamen  wissenschaftlichen  Gegner  D'Alembert  frische  Einwürfe 
entgegengehalten  wurden,  machte  Lagrange  seinen  Correspon deuten 
auch  auf  die  Arbeit  eines  zu  den  schönsten  Hoffnungen  berechtigenden 
Schülers  der  Artillerieschule  aufmerksam,  auf  die  Refiexiom  sur  hs  quan- 
tiies  imaginaires  von  Da  vi  et  deFoncenex.  Wohl  durfte  er  das,  denn 
auch  hier  war  mit  unbestreitbarem  Talent  Neues  entwickelt,  auch  hier 
begegnete  Euler  auf  jeder  Seite  sein  eigener  Name,  begegneten  ihm 
Angriffe  gegen  D'Alembert,  freilich  in  höflichster  Form,  aber  immer- 
hin Angriffe,  offenbar  der  Mehrzahl  nach  von  Lagrange  beeinflusst,  in 
einem  Falle,  wo  es  sich  um  ein  bei  der  Anziehung  einer  sphärischen 
Oberfläche  auf  einen  Punkt  auftretendes  Paradoxon  handelte,  sogar  von 
Lagrange  unterschrieben,  welcher  diese  Polemik  als  Anmerkung  zu  dem 
Aufsatze  seines  Schülers  führte.  So  lässt  sich  dem  ersten  Bande  der 
Turiner  Abhandlungen  als  Gesamm turtheil  das  Lob  erthoilen ,  Neues  und 
Wichtiges  in  überraschender  Menge  veröffentlicht  zu  haben,  wenn  man 
zugleich  den  leisen  Tadel  hinzufügt,  es  sei  mit  einer  gewissen  Vorliebe 
auf  Streitpunkte  eingegangen,  auch  wo  eine  Nothwendigkeit  dazu  nicht 
vorlag,  und  eine  Verehrung  Euler^s  trete  neben  einer  Abneigung  gegen 
D^Alembert  nur  um  so  schärfer  hervor.  Endlich  fragt  Lagrange  in 
dem  Briefe  vom  28.  Juli  1759  nach  dem  gegenwärtigen  Aufenthalt  von 
Maupertuis.  Er  konnte  noch  nicht  ahnen,  dass  dieser  gerade  einen 
Tag  vorher,  am  27.  Juli,  in  Basel  gestorben  war,  und  beabsichtigte,  ihm 
und  Euler,  beziehungsweise  der  Berliner  Akademie,  eine  grössere  Ar- 
beit handschriftlich  voi-zulegen ,  welche  die  Variationsrechnung  und  deren 
Anwendung  auf  Mechanik,  letztere  Wissenschaft  vollständig  aus  dem 
Princip  der  kleinsten  Action  entwickelt,  zum  Gegenstande  haben  sollte«  ' 
Vielleicht  könne,  so  meint  er,  die  Schrift  in  Berlin  erscheinen ,  was  vielen 
Druckschwierigkeiten  vorbeugen  würde;  doch  behält  er  sich  vor,  über 
diesen  Gegenstand  nochmals  zu  schreiben,  möglicherweise  bevor  noch 
dieser  Brief  angekommen  sein  werde. 

*  Vergl.  über  die  Stellung  dieser  Aufsätze  von  Lagrange  zu  denen  von 
Taylor,  D*Alembert,  Euler,  Dan.  Bernoulli  die  Habilitationsschrift  Rie- 
mann's:  Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Fuuction  durch  eine  trigonometrische 
Reihe.    Biemann^s  gesammelte  Werke  S.  218— 218. 
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7.  Lagrange  führte  dieses  Vorhaben  am  4.  Angnst  bereits  ans. 
Durch  einen  Schreibfehler  ist  zwar  das  Datum  in  den  4.  August  1758 
▼erwandelt  und  der  Brief  deshalb  in  der  photolithographirten  Sammlung 
dem  vom  28.  Juli  1759  vorgedruckt,  allein  Herr  Genocchi  hat  mit 
grossem  Scharfsinn  diesen  Irrthum  erkannt  und  in  ihm  die  höchst  ein- 
fache Lösung  mancher  sonst  unerklärlichen  Dinge  geliefert.  Nicht  blos 
dass  der  zugesagte  demnächstige  Brief  fehlen  würde;  nicht  blos  dass  die 
einleitenden  Worte  des  Briefes  vom  28.  Juli  nicht  verstanden  werden 
könnten,  es  seien  wohl  3  Jahre  vergangen,  ohne  dass  ein  Briefwechsel 
möglich  gewesen  sei;  es  wäre  auch  noch  die  Frage  zu  beantworten,  wieso 
in  einem  Briefe  vom  4.  August  1758  von  dem  ersten  Bande  der  Miscel- 
lanea  Taurinetisia  als  einem  vor  wenigen  Tagen  an  Euler  abgeschickten 
die  Rede  sein  konnte,  während  dieser  Band  auf  dem  Titelblatte  das 
Datum  MDCCLIX  trägt.  Wir  selbst  hatten  ursprünglich  der  vorerwähn- 
ten dreijährigen  Pause  zu  Liebe  zwar  auch  einen  Schreibfehler  oder  viel- 
mehr eine  Undeutlichkeit  in  La grange^s  Handschrift  angenommen.  Da 
seine  Schriftzüge  von  einer  beneidenswerthen  Lesbarkeit  ziemlich  entfernt 
sind,  so  vermutheten  wir,  was  ohne  zu  grossen  Zwang  möglich  ist,  in  der 
Jahreszahl  1758  ein  schlecht  geschriebenes  1756.  Dann  fielen  zwischen 
dem  4.  August  1756  und  dem  28.  Juli  1759  volle  drei  Jahre  heraus. 
Aber  dann  musste  die  sonst  anhaltslose  Vermuthung  hinzutreten,  der 
Aufsatz  über  die  Schall  Verbreitung,  allerdings  mit  besonderer  Pagination 
nach  S.  146  des  Bandes  neu  beginnend,  sei  schon  1756  im  Drucke  voll- 
endet gewesen  und  erst  nach  weiteren  3  Jahren  mit  anderen  Aufsätzen, 
die  ihm  aus  unbekannten  Gründen  vorgeschickt  wurden,  zu  einem  Bande 
vereinigt  worden.  Wir  geben  diese  Vermuthung,  wie  sie  bei  uns  ent- 
standen ist,  weil  wir  Grund  haben  anzunehmen,  dass  wir  uns  in  der- 
selben mit  einem  von  uns  hochgeschätzten  italienischen  Gelehrten  begeg» 
ueten,  aber  wir  nehmen  keinen  Anstand,  uns  heute  zu  der  viel  ein- 
facheren Annahme  von  Herrn  Genocchi  zu  bekennen,  welche  mit  einer 
einzigen  Hypothese  auskommt,  wo  wir  deren  zwei  bedurften.  Einem 
Briefe,  der  eine  Woche  nach  einem  andern  geschrieben  ist,  eröffnen  so 
mit  Recht  die  Worte:  „Vor  wenigen  Tagen  übersandte  ich  ein  Exemplar 
eines  Werkes,  welches  eine  Privatgesellschaft  in  Turin  unter  dem  Titel: 
Philosophisch  -  mathematische  Mannigfaltigkeiten  an  das  Licht  schickte.*^ 
Lagrange  knüpft  daran  einige  Andeutungen  über  seine  Schall -Abhand- 
lung und  kommt  dann  mittelst  der  Bitte,  einen  beigeschlossenen  Brief 
an  Maupertuis  gelangen  zu  lassen,  auf  die  grosse  analytisch- mecha- 
nische Arbeit  zu  reden,  welche  er,  wie  er  wiederholt  betont,  am  Liebsten 
in  Berlin  dem  Drucke  Übergäbe.  Er  habe  die  analytische  Methode  jetzt 
auch  auf  Functionen  von  mehr  als  zwei  Veränderlichen  ausgedehnt  und 
sie  auch  auf  die  Aufgabe  angewandt,  das  grösstflächige  Vieleck  unter 
solchen    mit    gleichem   Umfange    aufzufinden.      Endlich  erbittet  er  sich 
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Eni  er*  8  Antwort  auf  dem  Umwege  über  Genf,  wo  der  Postdirector  Dn- 
rade  die  weitere  Vermittelung  an  den  Turin  er  Postdirector,  dieser  an 
Lag  ränge  übernehmen  werde.  Offenbar  war  dieses  der  von  Schwierig- 
keiten nicht  freie  Weg,  von  welchem  im  Briefe  vom  28.  Juli  die  Bede 
war.  Die  Briefe  kamen  an,  nnd  die  Antwort  Eule r's  trägt  das  Datum 
des  2.  October,  den  Empfang  des  Buches  dagegen  war  er  erst  am  27.  Oc- 
tober  in  der  Lage,  anaeigen  zu  können.  Wir  ttbersetaen  einige  Stellen 
aus  dem  Briefe  vom  2.  October,  welche  geeignet  sind,  auf  das  früher  an- 
gedeutete persönliche  Verhältniss  Euler'szuMaupertuis  und  D'Alem-. 
bert  einiges  Licht  zu  werfen.  „Ihr  Brief  kam  nach  dem  Tode  unsers 
würdigen  Präsidenten  in  meine  Hände.  Ich  bin  durch  diesen  Unfall  um 
so  schwerer  betroffen ,  als  ich  den  besten  Gönner,  den  süssesten  Freund 
verliere  ...  Das  Gerücht  geht,  die  Stelle  des  Präsidenten  mit  sehr  hohem 
Gehalte  sei  für  D' AI em bert  bestimmt;  ob  es  in  diesem  Falle  für  Sie 
gerathen  ist,  Ihr  Werk  hierher  zu  schicken,  mögen  Sie  selbst  beurthei- 
len  ...  Ich  freue  mich,  dass  Sie  meiner  Lösung  der  schwingenden  Saite 
beipBichten,  welche  D'Alembert  durch  verschiedene  Nörgeleien  zu  ent- 
kräften versucht  hat,  und  zwar  aus  dem  einzigen  Grunde,  weil  sie  nicht 
von  ihm  herrührt."  Alsdann  wendet  Eni  er  sich  zu  Lagrange's  An- 
deutungen bezüglich  des  isoperimetrischen  Problems.  Er  freue  sich,  durch 
Lagrange^s  Bemühungen  den  Gegenstand  jetzt  zum  Gipfel  der  Voll> 
kommenheit  gebracht  zu  sehen.  Er  habe  selbst,  von  Lagrange's  Be- 
merkungen Hilfe  empfangend,  jetzt  eine  analytische  Lösung  nieder- 
geschrieben, welche  er  aber  zurückzuhalten  beschlossen  habe,  bis  La- 
grange's  Untersuchungen  der  Oeffentlichkeit  übergehen  seien,  um  ihm 
Nichts  von  dem  ihm  gebührenden  Kuhme  zu  entziehen.  Das  sind  die 
ermunternden  Worte  Euler's  vom  2.  October  1759,  auf  welche  La- 
grange (wie  wir  unter  2  gesehen  haben)  im  Jahre  1769  zurückkam  und 
von  welchen  auch  unter  October  1762  die  Rede  sein  wird.  Der  Brief 
scUiesst  mit  der  Mittheilung,  Eni  er  habe  inmitten  schwerer  Kriegszeiten 
mit  dem  Beginn  der  Ausarbeitung  seiner  der  Petersburger  Akademie 
längst  zugesagten  Integralrechnung  sich  beschäftigt.  Es  handle  sich  in 
ihr  um  die  Auffindung  yon  Functionen  einer  oder  mehrerer  Veränder- 
lichen aus  ihren  Differentialquotienten.  Für  Functionen  von  mehr  als 
einer  Veränderlichen  sei  fast  Alles  neu  zu  schaffen,  und  er  glaube  das 
Fundament  dazu  schon  gelegt  zu  haben,  ein  Ausspruch,  welcher  ge- 
schichtlich bedeutsam  sein  dürfte  als  erste  Aensserung  des  Bewusstseins 
von  der  grossen  Schwierigkeit,  aber  auch  von  der  grossen  methodischen 
Tragweite  der  allgemeinen  Aufgabe,  partielle  Differentialgleichungen  zu 
integriren,  während  bisher  zwischen  Euler  und  D'Alembert  vornehm- 
lich nur  ganz  besondere  derartige  Gleichungen  in  Frage  gekommen  waren. 
In  den  nächsten  Wochen  nach  dem  2.  October  erhielt,  wie  schon  be- 
merkt, Euler  den  Band  der  Turiner  Abhandlungen,  den  er  rasch  genug 
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Im,  um  am  23.  oder  27.  desselben  Monats  bereits  an  Lagrange  dar- 
über schreiben  zu  können.  Jenes  Datum  nennt  Lagrange  im  zweiten 
Bande  der  Turiner  Abbandlungen,  und  wir  werden  ihm  Glauben  schen- 
ken gegenüber  der  zweiten  Datumsangabe  in  dem  Petersbuiger  Drucke 
von  1862,  der  auch  sonst  keineswegs  fehlerfrei  scheint.  Dieser  Brief  und 
alle  folgenden,  welche  wir  von  beiden  Correspondenten  besitzen,  ist  fran- 
zösisch geschrieben.  Vorher  war  der  Briefwechsel  lateinisch  geführt  wor- 
den, Eni  er  scheint  jedoch  die  lebende  Sprache  gewählt  zu  haben,  weil 
und  nachdem  er  aus  den  gedruckten  Abbandlungen  Lagrange's  ersah, 
dass  dieser  Französisch  wie  eine  Muttersprache  zu  schreiben  wuaste,  eine 
Eigenschaft,  die  Euler  mit  ihm  theilte.  Es  ist  begreiflich,  dass  die 
nftchsten  Briefe  sich  vielfach  mit  der  Theorie  des  Schalles  besch&fügen, 
dass  Eni  er  und  Lagrange  sich  gegenseitig  über  die  Uebereinstimmnng 
ihrer  Ansichten  freuen  und  weitere  Ausführungen  andeuten,  die  der 
Hauptsache  nach  neben  Widerlegungen  von  Einwürfen,  welche  D'Alem- 
bert  1761  in  dem  ersten  Bande  seiner  Opusctdes  maihematique^  ver- 
öffentlichte, in  Abhandlungen  beider  Gelehrten  im  ebengenannten  zwei- 
ten Bande  der  Miscellanea  Taurinensia  wiederkehren,  auf  die  wir  dea* 
halb  genauer  einzugehen  unterlassen.  Nur  im  Vorübergehen  bemerken 
wir,  dass  im  Briefe  vom  23.  October  1759  Euler  sich  mit  Lagrange 
darin  einverstanden  erklärt,  dass  die  durch  Bameau  beobachteten  Ober- 
tone nicht  von  der  schwingenden  Saite  selbst,  sondern  von  mitschwingen* 
den  sonstigen  Theilen  des  Apparates  herrühren;  dass  er  des  scheinbaren 
Widerspruches  gedenkt,  wonach  in  einer  engen  Röhre  die  einmal  begon- 
nene Fortpflanzung  der  Erschütterungen  sich  nur  einseitig  fortsetzt, 
während  von  Anfang  an  jede  Erschütterung  allseitig  wirkt,  also  zwischen 
primitiven  und  abgeleiteten  Erschütterungen  ein  Unterscbied  sich  wahr- 
nehmbar macht,  zu  dessen  Erklärung  gewisse  Anfangsbedingungen  aus- 
reichen; dass  er  endlich  bedauert,  die  Schwingungstheorien  nicht  auch 
auf  eine  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnte  Luftmasse  anwenden  zu  kön* 
nen ,  welche  doch  einzig  der  Erfahrung  entsprechen  würde.  Man  weiss, 
dass  Euler  diese  Aufgabe  kurz  darauf  gelöst  hat  und  dass  wesentlich 
sie  in  seiner  Abhandlung  im  11^  Bande  der  Turiner  Gesellschaft  behan- 
delt worden  ist.  Am  Schlüsse  des  Briefes  erzählt  Eni  er,  dass  er  den 
III.  Band  seiner  Mechanik  vollendet  habe,  aus  welchem  er  als  neue  folge- 
wichtige Entdeckung  die  der  drei  Trägheitsaxen  eines  sich  drehenden 
Körpers  hervorhebt.  Auch  dieser  Brief  nahm  den  Weg  über  Genf,  von 
wo  aus  Bertrand  ihn  weiter  beförderte,  „ein  Freund  Eu  1er* s,  der  sich 
mit  sehr  grossem  Erfolge  der  Mathematik  zugewandt  hat*^  Offenbar  ist 
der  damals  28jährige  Louis  Bertrand  gemeint,  der  unter  Anderen  in 
der  Geschichte  der  Parallelentheorie  einen  wohlerworbenen  Platz  einnimmt. 
8.  Lagrange  antwortete  am  24.  November  1759.  Er  dankt  für  die 
Beurtheilung,  welche  der  L  Band  der  Turiner  Abhandlungen  durch  Euler 
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erfahren  habe,  nnd  stellt  für  die  Mitte  des  folgenden  Jahres  einen  weite- 
ren Band  in  Aussicht,  der  allerdings  erst  erheblich  später,  nämlich  1762, 
die  Presse  verliess.  Euler  hatte  am  2.  Octoher  den  Wunsch  ausgesprochen, 
dass  die  freie  Vereinigung  Turiner  Gelehrter  sich  bald  staatlicher  Unter- 
stützung erfreuen  möge;  dieser  Wunsch  werde,  meint  Lagrange,  am 
Ersten  in  Erfüllung  gehen,  wenn  auswärtige  Gelehrte  ersten  Ranges  sich 
der  noch  jungen .  Gesellschaft  gewogen  zeigen.  So  habe  Hall  er  ihnen 
Beiträge  zugesagt,  und  mit  dem  gleichen  Anliegen  wendet  sich  La- 
grange nunmehr  an  Euler.  Bezüglich  der  Nothwendigkeit,  die  Schall- 
theorie im  Räume  zu  erörtern,  ist  Lagrange  mit  Euler  einyerstanden. 
Von  diesem  allgemeineren  Standpunkte  aus  werde  sich  auch  wohl  die 
Abnahme  des  Schalles  erklären  lassen,  die  bei  blos  linearer  Ausdehnung 
nicht  an  und  für  sich  eintrete;  ob  übrigens  die  Abnahme  des  Schalles 
in  der  That,  wie  man  allgemein  annehme,  im  quadratischen  Verhältnisse 
der  Entfernung  stattfinde,  erscheint  Lagrange  zweifelhaft.  Auf  den 
Druck  seiner  Arbeiten  über  Variationsrechnung  und  Mechanik  kommt 
Lagrange  jetzt  nach  Maupertuis^  Tode  mit  keinem  Worte  zuröck, 
nur  über  deren  Inhalt  sagt  er  für  einen  nächsten  Brief  weitere  Auf- 
schlüsse zu  und  bemerkt  am  Ende,  er  habe  für  seine  Schüler  Elemente 
einer  Mechanik  und  einer  Differential-  und  Integralrechnung  verfssst. 
Von  der  ersteren  Schrift  war  unter  5  die  Rede,  die  letztere  ist  wenig- 
stens einem  Theile  nach  erhalten,  wie  Fürst  Boncompagni  im  VL  Bande 
seines  Bulletino  S.  150  (Jahrg.  1873)  nachgewiesen  hat.  Die  Bibliothek 
des  Herzogs  von  Genua  in  Turin  enthält  nämlich  eine  Handschrift  mit 
dem  Titel :  Principj  di  Analisi  Sublime  detiali  da  La  Grange  alle  Reggie  Scuok 
di  Ariiglieria,     Parte  prima.     Della  teoria  Jlgebraica  delle  Curve, 

9.  Schon  am  26.  December  1759  Hess  Lagrange  einen  weiteren 
Brief  nachfolgen,  der  durchaus  der  Schalltheorie  gewidmet  war.  Die 
Untersuchung  einer  Fortpflanzung  der  Schallwelle  in  einem  Elementarkegel 
dessen  Spitze  in  dem  Erschütterungspunkte  liegt,  war  einer  der  neuen 
Ton  Lagrange  eingeschlagenen  Wege,  und  diesen  Fall  hatte  er  soweit 
erörtert,  dass  bei  ihm  die  im  Briefe  vom  24.  November  noch  angeswei- 
feite  Abschwächung  im  quadratischen  Verhältnisse  der  Entfernungen  sieh 
nachweisen  Hess,  ein  Gegenstand,  der  Lagrange  übrigens  dnrchaui 
nicht  ganz  klar  war,  wie  wir  gleich  noch  zu  bemerken  Gelegenheit  haben 
werden.  Mut  Hilfe  dieser  Elementarkegel  setzte  er  sich  Kugeln  znsun- 
men,  um  die  Fortpflanzung  des  Schalles  unter  der  Annahme  zu  stadiren, 
dass   die  Wellen  als  Kugelschalen  weiter  gehen,   wobei  die  Differential- 

^8^         g2^  \~z) 

gleichung  -r^  =  c  ^2  +  2  c  — jr~   auftrat.     Dann  verallgemeinerte  er  noch 

diese    Differentialgleichung    zu    der    folgenden:    j-^  =  c  ^-| -j- mc -    - , 
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deren  Integral  gleichfalls,  und  zwar  mit  Hilfe  unendlicher  Reihen  mit 
willkürlichen  Functionen  hergestellt  wurde.  Je  nach  verschiedenen  An- 
nahmen für  m  brechen  die  Reihen  ab,  doch  sind  die  Andeutungen, 
welche  Lagrange  hierüber  machte,  einigermassen  verstümmelt,  da,  wie 
wir  uns  durch  Erkundigung  beim  Herausgeber  vergewissert  haben,  ein 
Stückchen  des  Briefes  gerade  hier  fehlt,  auf  welchem  einige  zum  Ver- 
stftndniss  nothwendige  Zahlen  geschrieben  waren.  Der  Hauptsache  nach 
stellt  der  ganze  Brief  sich  als  auszugsweise  Ankündigung  von  Lagrange's 
Nouvelles  recherches  stir  la  nature  et  la  propagaiion  du  son  {MiscelL  Taurin. 
Ih  11 — 172)  dar.  Neujahrsglückwünsche  beschliessen  ihn.  Am  Neujahrs- 
tage selbst  gab  Euler  seine  Antwort  auf  den  Brief  vom  24.  November, 
der  kaum  zehn  Tage  in  seinen  Händen  gewesen  sein  mochte,  zur  Post. 
Dieselbe  bestand  in  der  Abhandlung ,  welche  als  Becherches  siir  la  pro- 
pagaiion des  ehraulemens  dans  une  (sie!)  milieu  elaslique  im  11.  Bande  der 
Turiner  Sammlung  zu  lesen  ist,  mit  wenigen  ebeudort  gleichfalls  ab- 
gedruckten Begleitzeilen.  Wir  haben  oben  schon  erwähn t,  dass  Eulor 
hier  die  Aufgabe  erledigte,  vor  der  er  noch  am  23.  October  rathlos  still- 
gestanden war,  nämlich  die  Schwingungstheorie  im  Räume  von  drei  Di- 
mensionen zu  bewältigen. 

10.  Euler*s  Beitrag  wurde  von  den  Turiner  Gelehrten  mit  Jubel 
begrüsst,  und  Lagrange  erhielt  den  Auftrag,  dem  berühmten  Manne 
den  schuldigen  Dank  zu  erstatten.  Mancherlei  Beschäftigungen,  unter 
welchen  sicherlich  auch  das  eingehende  Studium  der  Eu  1er* sehen  Ab- 
handlung inbegriffen  war,  verzögerten  die  Erfüllung  des  Auftrages  bis 
zum  1.  März  1760.  Lagrange  beginnt  damit,  auf  eine  Verwandtschaft 
der  Gleichungen,  zu  welchen  Euler  gelangt  war,  mit  solchen,  welche 
der  Lehre  von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen  angehören*,  hinzu- 
deuten. So  sei  die  Gleichung  der  Oberfläche,  welche  den  grössten  Raum 
umfasse , 

d  ^  d  g 

•yi  +  p'  +  q\    Vl+p'  +  g^,    1_^ 
dx  "*■  dy  "^a"" 

unter  der  Voraussetzung,  dass  z  eine  Function  von  x  und  y  sei,  und 

dz  dz 

p  =  ^ ,  ^  =  ^  (in  der  modernen  Bedeutung  aller  dieser  Zeichen)  ge- 
setzt werden.  Dass  die  Kugel  «^  =  4a*  — a;*  — y^  dieser  Differential- 
gleichung als  particuläres  Integral  genüge,  sieht  Lag  ränge  ein;  an  der 
Auffindung  des  allgemeinen  Integrals  jedoch  verzweifle  er.  Dann  kommt 
er  wieder  auf  die  Abschwächung  der  Schallerschütternngen  zurück.  Eni  er 
war  am  Schlüsse  der  nach  Turin  geschickten  Abhandlung  zu  dem  Ergeb- 
nisse gekommen,  dass  bei  grossen  Entfernungen  sowohl  die  Elongation, 
als  die  Geschwindigkeit  eines  erschütterten  Lufttheilchens  im  umgekehr- 
ten Verhältnisse   der  Entfernungen   stehen.     Lagrange  giebt^ch  den 
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Folgernngen  gefangen,  mit  welchen  auch  ein  jüngst  empfangener  Brief 
von  Daniel  Bernonlli  in  Einklang  stehe,  und  erklXrt  seine  frühere 
anderweitige  Behauptung  durch  einen  bei  der  Integration  eingeschlichenen 
Rechenfehler.  Bemerken  wir  gleich  hier,  dass  Euler  unter  dem  24.  Juni 
1760  diesen  Zweifeln  durch  die  Eriftuterung  ein  Ziel  setzte,  die  Stärke, 
mit  welcher  ein  Schall  das  Gdiörorgan  treffe,  hinge  von  zwei  Factoren 
ab,  von  der  Grösse  der  Schwingungen  und  von  der  Geschwindigkeit  der 
schwingenden  Theilchen;  haben  also  beide  ein  der  Entfernung  umgekehrt 
proportionales  Maass»  so  muss  das  Product,  d.  i.  die  thatsächliche  Stärke  der 
Schallempfindung I  im  Quadrat  der  Entfernung  abnehmen.  Eben  dasselbe 
muss  auch  für  das  Licht  gelten ,  wenn  es  aus  Schwingungen  eines  elasti- 
schen Mittels  besteht,  und  so  erledige  sich  ein  von  Daniel  Bernoulli 
Lagrange  gegenüber  ausgesprochenes  Bedenken.  Denn  Lambert  habe 
in  seiner  Photometrie  die  Abschwächung  des  Lichtes  im  quadratischen 
Entfernungsverhältnisse  festgestellt,  ohne  von  der  Geschwindigkeit,  noch 
von  der  Grösse  der  Schwingungen  ein  Wort  zu  sagen.  Lag  ränge  ver- 
allgemeinert hierauf  die  am  26.  December  1759  schon  besprochene  Dif- 

ferentialgleichung    noch    weiter    zu    **'ö;j8 '=^- ä~«  +  ''*^' ~ö — •      ^^^^ 

sie  gehört  dem  Problem  der  Luftschwingungen  in  einem  Kegel  an,  aber 
unter  der  Voraussetzung  verschiedener  Dichtigkeiten  der  in  dem  kegel- 
förmigen Baume  enthaltenen  Luftmasse,  und  für  m=rO  giebt  sie  die 
Schwingungen  von  Saiten  von  ungleicher  Dicke.  Die  Discussion  dieses 
letzteren  Falles  lässt  erkennen,  dass  im  Allgemeinen  derartige  Saiten, 
in  Schwingung  versetzt,  ihre  erste  Gestalt  nie  zum  zweiten  Male  wieder 
erlangen ,  somit  einen  gleichmässigen  Ton  hervorzubringen  nicht  im  Stande 
sind,  was  mit  der  Erfahrung,  dass  solche  Saiten  den  Musikern  falsch 
tönen,  in  Uebereinstimmung  steht  Den  letzten  Gegenstand  dieses  in- 
teressanten Briefes  bildet  die  Frage,  ob  die  Grösse  der  Schwingungen 
eine  Beschleunigung  ihrer  Fortpflanzung  zur  Folge  haoen  könne,  eine 
Frage  von  Wichtigkeit,  indem  die  experimentellen  Geschwindigkeitsmes- 
sungen, wie  sie  z.B.  Lacaille  1738  anstellte,  stets  eine  raschere  Ver- 
breitung ergaben,  als  seit  Newton  theoretisch  herausgerechnet  worden 
war.  Lagrange  ist  geneigt,  aus  seinen  Formeln  die  Unmöglichkeit  der 
Beschleunigung  der  Fortpflanzung  durch  die  Grösse  der  Schwingungen 
anzunehmen,  „aber  ich  sträube  mich  dagegen,  über  dieaen  Punkt  mich 
zu  entscheiden,  bevor  ich  Ihr  Urtheil  darüber  'habe,  welches  ich  mich 
recht  sehr  beeile,  mir  zu  erbitten".  In  der  Antwort  vom  24.  Juni  1760 
pflichtet  Euler  den  Schlüssen  Lagrange^s  bei.  Allein  er  geht  einen 
Schritt  weiter,  er  sucht  eine  anderweitige  Erklärung  für  jenen  Gegensatz 
zwischen  vorausberechneter  kleinerer  und  wirklich  gemessener  grösserer 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit    des   Schalles.      Flüssige   Mafsentbeilchen, 
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aagt  er  etwa,  theilen  sich  ihre  Bewegungen  nur  allmälig  mit^  bei  festen 
Massen  wird  ein  Stoss  am  einen  Ende  wie  in  einem  Augenblick  am  an- 
dern Ende  wahrnehmbar.  Denken  wir  uns  nun  die  Luft  theilweise  mit 
festen  Massentheilchen  erfüllt,  so  wird  die  Schallverbreitnng  nur.  in  den 
elastisch -flüssigen  Lufttheilchen  allmälig,  in  den  festen  augenblicklich 
erfolgen  und  somit  rascher  sein,  als  die  nur  Lufttheilchen  voraussetzende 
Bechnung  ergiebt.  Euler  knüpft  daran  den  Wunsch,  zahlreichere  Ex- 
perimente über  die  Geschwindigkeit  der  Schallverbreitung  durch  feste 
Wände  hindurch  angestellt  zu  sehen.  Heute  wissen  wir  freilieh,  dass 
der  Grund  jener  Verschiedenheit  ein  anderer  ist,  als  Eni  er  vermnthete. 
Laplace  hat  gezeigt,  dass  die  Theorie  die  infolge  der  Verdichtung  und 
Verdünnung  eintretende  Erwärmung  und  Abkühlung  der  Luft  yernach- 
lässigt  hatte,  welche,  so  gering  sie  ist,  ausreicht,  den  Geschwindigkeits- 
messungen andere  Bedeutung  zu  geben,  aber  soriel  hatte  doch  Euler 
mit  richtiger  Ahnung  erkannt,  dass  der  Schall  durch  feste  Körper  rascher 
als  durch  flüssige  sich  fortpflanzt.  Wie  Eni  er  in  demselben  Briefe  die 
Abschwächung  fortgepflanzter  Schwingungen  bespricht,  haben  wir  schon 
gesehen.  Einen  weiteren  Gegenstand  wünschenswerther  Untersuchung 
findet  er  in  der  Verbreitung  von  Schwingungen  aus  einem  Mittel  in  ein 
zweites  von  anderer  Dichtigkeit  als  das  erstere,  mit  anderen  Worten :  er 
verlangt  eine  Schwingungstheorie  der  Brechungserscheinungen. 

IL  Fast  zwei  Jahre  lang  dauerte  eine  nunmehr  eintretende  Unter- 
brechung des  Briefwechsels,  für  welche  eine  Erklärung  nicht  gegeben  ist, 
wenn  man  sie  nicht  wiederholt  in  den  durch  die  Fortdauer  des  Krieges 
verursachten  Verkehrsstörungen  suchen  will.  Erst  am  14.  Juni  1762  brach 
Lagrange  das  Stillschweigen  bei  Uebersendung  des  IL  Bandes  der  Ab- 
handlungen der  nunmehr  königlichen  Gesellschaft  von  Turin  durch  Bei- 
fügung weniger  begleitenden  Zeilen. 

12.  Ein  Brief,  wenn  auch  kürzer  als  die  früher  von  Lagrange  an 
Euler  gerichteten  Mittheilungen,  folgte  in  der  zweiten  Hälfte  des  Octo- 
ber  1762.  Lagrange  bestätigt  darin  die  Absendung  des  II.  Memoiren- 
bandes und  des  Begleitschreibens ,  fügt  aber  hinzu,  wegen  der  Unsicher- 
heit der  Postverbindung  habe  er  inzwischen  ein  zweites  Exemplar  auf 
anderem  Wege  nachgeschickt.  Sollten  beide  in  Euler*s  Hände  gelangen, 
so  bittet  er,  das  eine  dem  Secretär  der  Berliner  Akademie,  Formey 
(der  diese  Stellung  seit  dem  2.  Mai  1748  inne  hatte)  einhändigen  zu 
wollen.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  schon  mehrfach  von  den  auf  die 
Theorie  des  Schalles  bezüglichen  Arbeiten  Euler 's  und  Lagrange's 
reden  müssen,  die  in  dem  II.  Bande  der  Turiner  Gesellschaft  abgedruckt 
sind.  Wir  haben  unter  2  auch  des  Aufsatzes  Essai  d'une  nouvelle  mithode 
pour  dSlerminer  les  maxima  ei  les  minima  des  formuks  integrales  indSßnies 
von  Lagrange  über  Variationsrechnung  gedacht.     An  ihn  schliesst  sich 

unmittelbar  eine  weitere  Abhandlung  an :  Application  de  lu  melhode  prece^ 
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dente  ä  la  Solution  de  differens  problemes  de  dynamique.  Wir  erinnern  uns, 
dass  Lagrange  1758  eine  grössere  Arbeit  analytisch -mechanischen  In- 
haltes vollendet  hatte,  welche  er  nnter  der  Voraussetzung,  dass  Mau- 
pertniü  noch  lebe,  in  Berlin  2u  veröffentlichen  gedachte.  Offenbar  ist 
die  Anwendung  der  Variationsrechnung  auf  mechanische  Probleme  ein 
Theil  jenes  Buches,  und  zwar  der  zweite,  während  der  erste  Theil,  die 
Variationsrechnung  selbst  enthaltend,  in  der  vorhergenannten  Abhandlung 
nur  auszugsweise  mitgetheilt  ist.  Wir  entnehmen  dieses  den  ausdrück- 
lichen Worten  von  Lagrange:  „Aus  einem  Ihrer  Briefe  von  1759  ersah 
ich,  dass  Sie  meiner  Methode  der  Maxima  und  Minima  hinreichende  Be- 
deutung beigelegt  haben,  um  sie  in  einer  besondem  Abhandlung  zu 
erweitern  und  zu  vervollkommnen;  ich  glaubte  demnach,  meine  fast  schon 
vollendete  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  unterdrücken  zu  sollen, 
und  ich  habe  mich  darauf  beschränkt,  einfach  die  Priiicipien  der  Methode 
in  einem  Aufsatze  auseinanderzulegen,  den  ich  so  kurz,  als  es  mir  mög- 
lich war,  zu  fassen  versucht  habe.  Ich  habe  mich  sogar  nur  deshalb  zur 
Zusammenstellung  dieses  Aufsatzes  entschlossen,  weil  Sie  mir  in  demsel- 
ben «Briefe  die  Ehre  erwiesen  haben,  mir  mitzutheilen,  Sie  wollten  Ihre 
Arbeit  nicht  vor  der  meinigen  veröffentlichen.  Ich  bin  ungeduldig,  von 
dem  neuen  Lichte  Nutzen  ziehen  zu  können,  welches  Sie  unzweifelhaft 
über  einen  so  schwierigen  Stoff  ausgegossen  haben;  einstweilen  ersuche 
ich  Sie ,  hiermit  die  unterthänigsten  Danksagungen  für  die  mir  erwiesene 
Ehre  in  Empfang  zu  nehmen,  welche  ich  als  schmeichelhaftesten  Lohn 
meiner  mathematischen  Studien  betrachte/*  Endlich  dankt  Lagrange 
auch  noch  für  die  Mittheilung  der  von  der  Berliner  Akademie  aus- 
geschriebenen Preisfrage  für  1762,  welche  Eni  er  ihm  am  24.  Juni  1760 
gemacht  hatte>  Es  handelt  sich  darum,  eine  Theorie  des  Hörens  aufzu- 
stellen. Lagrange  hatte  sich  der  Schwierigkeit  dieser  Aufgabe  nicht 
gewachsen  gefühlt.  Ein  anderes  Mal  hoffe  er  eine  Aufgabe  seinen  Kräf- 
ten angemessener  zu  finden  und  bitte  daher  Euler,  mit  der  Anzeige  der 
von  den  Akademien  zu  Berlin  und  Petersburg  gestellten  Aufgaben  fort- 
zufahren. Einen  akademischen  Erfolg  erzielte  Lagrange  1764  in  Paris 
mit  einer  Preisschrift  über  die  Libration  des  Mondes  von  grosser  geschicht- 
licher Bedeutung,  weil  in  ihr  zuerst  von  dem  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeit Gebrauch  gemacht  ist,  welches  zwar  schon  früher  erkannt, 
wie  Lagrange  selbst  in  §  IV  mit  seiner  bekannten  historischen  Ge- 
wissenhaftigkeit erörtert,  doch  hier  zuerst  als  Grundlage  mechanischer  Ent- 
wickelungen  verwerthet  wurde.  Was  jene  Preisfrage  für  1762  betrifft, 
so  hatte  Lagrange,  durch  Euler's  Darstellung  irregeführt,  sich  vor- 
gestellt, es  werde  eine  genaue  mathematische  Theorie  der  Vorgänge  in 
den  Gehörorganen  verlangt.  So  weit  scheint  indessen  das  Ziel  nicht 
gesteckt  worden  zu  sein.  Jedenfalls  muss  die  Akademie,  wenn  sie 
ursprünglich  auch  an  jene  Art  der  Behandlung  dachte,  später  sich  mit 
Geringerem  begnügt  haben,   da  ein  gewisser  Doctor  der  Medicin  Georg 
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Urban  Beiz  ans  Neastadt- Eberswalde  den  Preis  davontrug,  dessen 
uns  unbekannte  Abhandlung  Dissertation  sur  le  son  ei  Vouie  in  der  Sitzung 
vom  2.  Juni  1763  gekrönt  wurde,  wie  man  aus  den  Nouveaux  Memoires 
de  Vacademie  de  Berlin  1770  pag.  26  entnehmen  kann.  Wir  haben  den 
letzten  Brief  Lagrange's  an  Euler  als  aus  der  zweiten  Hälfte  des 
Monats  October  1762  bezeichnet.  Er  isAiämlich  vom  3S.  October  datirt, 
und  ob  dieser  Schreibfehler  18  oder  28  (wie  Herr  Genocchi  annimmt), 
oder  30  oder  31  bedeuten  soll,  schwebt  ganz  in  der  Luft.  Als  sicher 
können  wir  nur  annehmen,  dass  der  Brief  nach  dem  10.  October  ge- 
schrieben sein  muss.  Es  erübrigt  uns  nämlich  noch,  einen  Brief  Eule r*s 
vom  9.  November  1762  zu  besprechen,  aus  welchem  hervorgeht,  dass  der 
Abhandlungsband,  aber  noch  nicht  der  zweite  Brief  Lagrange*8  in 
Berlin  angekommen  war.  Da  nun ,  wie  wir  gesehen  haben ,  etwa  28  Tage 
zu  vergehen  pflegten,  bis  ein  Packet  Berlin  erreichte,  so  fällt  bei  Er- 
höhung jener  Frist  des  unregelmässigen  Verkehrs  wegen  auf  30  Tage 
der   früheste  Termin,   an  welchem   ein  Brief,   von  Turin  abgehend,   am 

9.  November   noch    nicht  in   Berlin   eingetroffen  sein   konnte,    auf  den 

10.  October.  Euler  dankt  für  die  üebersendung  des  werthvollen  Bandes 
und  knüpft  daran  die  schmeichelhaftesten  Ausdrücke  für  Lag  ränge,  der 
mit  seinen  tiefen  Entdeckungen  wahrhaft  verschwenderisch  umgehe.  Jeder 
Andere  würde  aus  den  behandelten  Stoffen  ganze  Bände  von  Beiträgen 
für  verschiedene  Akademien  geschöpft  haben,  während  Lagrange  sich 
begnüge,  eine  Wissenschaft  in  einen  Aufsatz  zu  drängen.  Beiläufig  be- 
merken wir,  dass  Lagrange  die  leise  Anspielung,  welche  in  diesem 
Lobe  lag,  schon  im  folgenden  Jahre  auf  sich  wirken  Hess,  denn  1765 
erschien  in  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  sein  Aufsatz  über  die 
Tautochrone.  Euler  geht  alsdann  wiederholt  auf  die  willkürlichen  Func- 
tionen ein,  welche  bei  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
erscheinen,  und  zeigt,  wie  namentlich  Umformungen  der  gegebenen 
Gleichung  dazu  führen,  solche  in  eine  Gestalt  zu  bringen,  welche  die 
Willkürlichkeit  der  Functionen  von  selbst  hervortreten  lässt.  Leider 
besitzen  wir  weder  die  Antwort  Lag  ränge*  s  auf  diesen  Brief,  noch  auf 
die  anderen,  welche  die  Opera  posluma  im  Abdrucke  enthalten.  Wir 
können  nur  die  Hoffnung  aussprechen,  es  mögen  dem  Herausgeber  der 
Lag  ränge' sehen  Werke  auch  diese  noch  zu  Gebote  stehen  —  eine  Hoff« 
nung,  die  freilich  auf  sehr  schwachen  Füssen  steht. 

Jedenfalls  aber  wollen  wir  unsern  Bericht  nicht  abschliessen ,  ohne 
Herrn  Serret  die  Bitte  auszusprechen,  er  möge,  wenn  sich  dem  nicht 
unbezwingbare  Hindemisse  in  den  Weg  stellen,  bei  der  Druckgebung 
der  Briefe  von  Lagrange  seiner  Zeit  auch  die  Antworten  der  Adressa- 
ten an  den  richtigen  Stellen  beifügen.  Wir  haben  gerade  bei  Ausarbei- 
tung dieses  Aufsatzes  an  uns  selbst  erfahren  können ,  wie  unbequem  es  ist, 
Brief  und  Antwort  aus  zwei  verschiedenen  Bänden  vergleichen  zu  müssen. 
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Die  Oeomotrio  dar  Lag«.  Vorträge  von  Dr.  Theodor  Rbve,  ProfesBor 
der  Mathematik  an  der  Universität  Strassburg  i.  E.  2.  vermehrte 
Anfl.  1.  Abtheilung. 
Die  beeten  deutschen  Lehrbücher  der  synthetischen  Geometrie  sind 
wohl  unbestritteD:  Jacob  Steiner' s  Vorlesungen  über  synthetische  Geo- 
metrie, bearbeitet  von  Schroeter,  und  Beyers  Vorträge  über  Geometrie 
der  Lage.  Beide,  im  Jahre  1866  erschienen,  haben  in  kuraer  Zeit  die 
sweite  Auflage  erlebt,  das  erste  1876,  das  andere  1877.  Von  der  zwei- 
ten Auflage  des  letzteren  ist  allerdings  bis  jetzt  nur  die  erste  Abtheilung 
erschienen ,  diese  aber  in  erheblich  erweitertem  Umfange.  In  dieser  ueuan 
Auflage  enthält  sie,  wenn  auch  häufig  in  bedeutend  kürzerer  Form ,  fast 
denselben  Inhalt,  wie  die  Stein  er' sehen  Vorlesungen  von  den  Grnnd- 
gebilden  der  ersten  Paragraphen  bis  zu  den  Eigenschaften  des  Kegel- 
sehnittnetzes  in  den  letzten.  Nach  der  Definition  der  Grundgebilde  moss 
jedes  Lehrbuch  der  synthetischen  Geometrie  sofort  den  BegrifiP  der  pro- 
jectivischen  Gebilde  feststellen.  Steiner  nennt  zwei  Gebilde  projecti- 
visch  aufeinander  bezogen,  wenn  zwischen  irgend  vier  Elementen  des 
einen  Gebildes  und  den  entsprechenden  des  andern  Gleichheit  der  Dop* 
pelverhältnisse  stattfindet.  Um  die  bei  dieser  Definition  nothwendige 
Bechnung  zu  vermeiden  und  „zur  Erkenntniss  der  geometrischen  Wahr- 
heiten durch  directe  Anschauung  zu  gelangen^*,  folgt  Reye  dem  von 
Stand  t  eingeschlagenen  Wege.  Der  Begriff  des  harmonischen  Gebildes 
wird  durch  directe  stereometrische  Betrachtungen  gewonnen;  ebenao  un- 
mittelbar folgt  der  SatSe:  Aus  einem  harmonischen  Gebilde  ergeben 
sich  durch  Projiciren  und  Schneiden  immer  wieder  harmonische  Gebilde. 
Die  perspectivische  Lage  der  Grundgebilde  giebt  dann  die  Veranlassung} 
dieae  aufeinander  zu  beziehen,  so  dass  jedem  Elemente  des  einen  ein 
Element  des  andern  und  jeder  stetigen  Aufeinanderfolge  von  Elementen 
des  einen  Gebildes  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des  an- 
dern entspricht;  es  folgt,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen 
vier  harmonische  Elemente  des  andern  entsprechen.  Zur  projectivischen 
Beziehung  gelangt  der  fünfte  Vortrag  ungefähr  mit  folgenden  Worten: 
„Werden  zwei  einförmige  Grundgebilde  auf  ein  und  dasselbe  dritte  per- 
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spectivisch  heBOgen  (z.  B.  zwei  Punktreihen  auf  eine  dritte) ,  oder  werden 
zwei  perspectiriflche  Grandgebilde  gegen  einander  verschoben ,  so  bleiben 
sie  aufeinander  bezogen,  verlieren  aber  ihre  perspectivische  Lage.  Das 
Entsprechen  harmonischer  Elemente  bleibt  bestehen. 

Die  Umkehmng:  „Wenn  zwei  Grandgebilde  so  aufeinander  bezogen 
sind,  dass  vier  harmonischen  Elementen  des  einen  stets  vier  harmonische 
des  andern  entsprechen ,  so  lassen  sie  sich  durch  Verschiebung  stets  in  per- 
spectivische  Lage  bringen'^  bedarf  des  Beweises.  Daher  überrascht  die 
Definition:  „Zwei  Grundgebilde  heissen  projectivisch ,  wenn  sie  so  auf- 
einander bezogen  sind,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen 
vier  harmonische  des  andern  entsprechen.'*  Der  Fundamentalsatz  der 
Geometrie  der  Lage:  „Wenn  zwei  einförmige  projectivische  Grundgebilde 
drei  Elemente  A^  B^  C  entsprechend  gemein  haben,  so  haben  sie  alle  ihre 
Elemente  entsprechend  gemein'^  setzt  in  seinem  Beweise  voraus,  dass, 
wenn  ein  Element  das  eine  von  zwei  projectivischen  Gebilden  stetig 
durchläuft,  das  entsprechende  Element  das  andere  Gebilde  auch  stetig 
durchläuft,  eine  Voraussetzung,  die  in  der  Definition  ihre  Begründung 
nicht  findet.  Demnach  scheint  es,  als  ob  die  Definition  projectivi^cher 
Gebilde  anders  gegeben  werden  müsste,  etwa  nach  Thomae:  „Zwei 
Gebilde  heissen  projectivisch ,  wenn  sie  als  erstes  und  letztes  in  einer 
Beihe  von  Gebilden  betrachtet  werden  können,  deren  jedes  zu  dem  fol- 
genden und  zu  dem  vorhergehenden  perspectivisch  liegt'*  Durch  diese 
Definition  bleiben  alle  Beweise,  namentlich  auch  der  des  sogenannten 
Fundamentalsatzes  ungeändert,  weil  das  harmonische  Entspreche^  be- 
stehen bleibt. 

Der  fünfte  und  secliste  Vortrag  behandeln  die  Erzeugung  der  Curven 
oder  Punktreihen  zweiter  Ordnung,  Strahlenbüscbel  zweiter  Ordnung, 
Kegelflächen  zweiter  Ordnung  und  Eb.enenbüschel  zweiter  Ordnung,  die 
Lehrsätze  von  Pascal  und  Brianchon,  aus  denen  im  siebenten  und 
achten  Vortrage  mannigfache  Folgerungen  gezogen  werden;  namentlich 
wird  die  Identität  von  Punktreihen  zweiter  Ordnung  und  Strahlenbüscheln 
zweiter  Ordnung  nachgewiesen  und  die  Theorie  der  Polaren  abgeleitet. 
Im  zehnten  Vortrage  wird  die  weitere  Untersuchung  der  Curven  zweiter 
Ordnung  durch  eine  solche  über  Kegelschaaren  und  Begelflächen  unter- 
brochen; der  elfte  Vortrag  beschäftigt  sich  damit,  zu  zeigen,  dass  man 
die  durch  projectivische  Qebilde  erster  Ordnung  erzeugten  fUnf  Gebilde 
zweiter  Ordnung,  die  Curve  zweiter  Ordnung,  den  Strahlenbüscbel  zweiter 
Ordnung,  die  Kegelfläche  zweiter  Ordnung»  den  Ebenenbüschel  zweiter 
Ordnung  und  die  Regel  fläche  zweiter  Ordnung,  projectivisch  aufeinander 
beziehen  kann.  Als  Erzeugnisse  projectivisch  er  Gebilde  erster  und  zweiter 
Ordnung  ergeben  sich  Gebilde  dritter  Ordnung ,  der  Strahlenbüschel  dritter 
Ordnung,  die  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  die  Rsnmcurve  dritter  Ord- 
nung, der  Ebeuenbüschel  dritter  Ordnung;  auf  die  Gebilde  vierter  Ord- 
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nung  führen  die  Erzengnisse  projectivischer  Gebilde  zweiter  Ordnung. 
Der  12.  Vortrag  ist  den  involutoriscben  Gebilden  gewidmet;  der  14.  be- 
bandelt die  Aufgaben  zweiten  Grades,  deren  Auflösung  auf  die  bekannte 
St  ein  er' sehe  Construction  zurückgeführt  wird.  Diese  Aufgaben  geben 
Anlass,  in  der  neuen  Auflage  den  Begriff  der  imagin&ren  Elemente  in 
die  synthetische  Geometrie  einzuführen ,  und  zwar  geschieht  es  hier  durch 
den  Satz,  dass  zwei  projectivische  Gebilde  auf  demselben  Träger  zwei 
reelle  oder  conjugirt  imaginSre  Elemente  entsprechend  gemein  haben. 

Zu  diesen  zwölf  Vorträgen,  welche  die  Yeine  Geometrie  der  Lage 
behandeln  und  die  man  ohne  irgendwelche  mathematische  Vorkenntnisse 
yerstehen  kann ,  gesellen  sich  drei  über  metrische  Relationen  der  Kegel- 
schnitte. Sie  behandeln  namentlich  die  Durchmesser,  Axen,  Brennpunkte 
und  —  neu  in  dieser  Auflage  hinzugekommen  —  die  Hauptaxen  und 
Symmetrieebenen,  Focalazen  und  cyklische  Ebenen  einer  Kegelfiäche 
zweiter  Ordnung.  Wie  schon  das  Vorwort  erwähnt,  sind,  „um  den  Zu- 
sammenbang  mit  der  analytischen  Geometrie  herzustellen^',  in  dem  Vor- 
trage über  die  Durchmesser  neu  hinzugefügt  die  Ableitungen  der  Gleich- 
ungen der  Curven  zweiter  Ordnung. 

Als  bedeutendste  Aenderung  giebt  der  Verfasser  selbst  an  die  Hinzu- 
fügung von  213  Aufgaben  und  Lehrsätzen,  die  in  15  Abschnitte  getheilt 
sind.  Von  diesen  entsprechen  neun  den  gleichnamigen  Vorträgen;  ein 
zehnter  behandelt,  gestützt  auf  das  Princip  der  reciproken  Kadien,  die 
Kreisverwandtschaft,  und  der  elfte  die  geradlinigen  Flächen  dritter  Ord- 
nung, als  Erzeugnisse  zweier  projectivischen  Punktreihen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung. 

Der  Schwerpunkt  der  Aenderung  liegt  aber  unbedingt  in  den  letzten 
vier  Abschnitten.  Ih  Nr.  165  des  zwölften  Abschnittes  „Polvierecke  und 
Polvierseite  von  Kegelschnitten*^  wird  für  die  Vierecke,  bei  denen  jede 
Seite  ihrer  Gegenseite  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  y^  conjugirt  ist, 
die  Bezeichnung  Polvierecke  und  für  die  Vierseite,  bei  denen  jeder 
Ecke  ihre  Gegenecke  bezüglich  y^  conjugirt  ist,  die  Bezeichnung  Pol- 
vierserte  eingeführt.  Der  Reihe  nach  wird  gezeigt,  dass  drei  Ecken 
eines  Polvierecks  die  vierte,  und  drei  Seiten  eines  Polvierseits  die  vierte 
bestimmen  (167,  168),  dass  die  sechs  Ecken  ABCD  und  AB  CD'  zweier 
Polvierecke  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (169),  dass  die  sechs  Ecken 
eines  Polvierecks  und  Poldreiecks,  welche  ^ne  Ecke  gemeinschaftlich 
haben,  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (170),  dass  die  sieben  Ecken 
zweier  Polvierecke  ABCD  und  ÄB'C'D'  von  zwei  Kegelschnitten  y*  und 
y^  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (171)  und  endlich,  dass  alle  Paare 
von  Punkten ,  die  in  Bezug  auf  drei  beliebig  gegebene  Kegelschnitte  con- 
jugirt sind,  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen  (172).  Der  13.  Ab- 
schnitt: „Lineare  Systeme  und  Gewebe  von  Kegelschnitten^S  bestimmt 
(173,  174,   175)  die  Beziehungen   zweier  Kegelschnitte  x^  und  y^  von 
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denen  der  erste  einem  Polviereck  des  andern  umschrieben  ist.  „h'  stützt 
oder  trägt  y^;  y^  stützt  sich  oder  rnht  auf  x^"  Von  allen  Kegel- 
schnitten %\  die  einen  gegebenen  y^  stützen,  kann  nur  einer  einem  ge- 
gebenen Viereck  umschrieben  werden ;  alle  diese  Kegelschnitte  bilden  ein 
lineares  System  vierter  Stufe  (177);  überhaupt  bilden  alle  Kegelschnitte, 
welche  zwei,  drei  oder  vier  beliebige  Kegelschnitte  stützen  oder  welche 
auf  ihnen  ruhen,  Systeme  oder  Gewebe  von  drei-,  zwei-,  resp.  einfach 
unendlicher  Mächtigkeit,  dritter,  zweiter,  erster  Stufe  (178).  Die  Iden- 
tität der  Systeme  erster  Stufe  mit  den  Kegelschnittbüscheln  mit  vier 
reellen  Orundpunkten  geschieht  durch  den  Satz  179:  Wenn  zwei  Kegel- 
schnitte eines  linearen  Kegelschnittsystems  einem  Viereck  umschrieben 
sind ,  so  ist  dieses  ein  gemeinschaftliches  Polviereck  aller  Curven  zweiter 
Classe,  die  auf  das  System  sich  stützen,  und  dem  System  gehören  folg- 
lich alle  dem  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte  an.  Die  ersten  Num- 
mern des  folgenden  Abschnittes  „Lineare  Kegelschnittsysteme  und  Ge- 
webe dritter  und  erster  Stufe**  weisen  die  Identität  des  Systems  erster 
Stufe  mit  dem  Kegelschnittbüschel  auch  für  den  Fall  nach,  dass  dieses 
nur  zwei  reelle  Grundpunkte  hat  (181 ,  182).  Darauf  wird  (183,  184) 
der  von  Stephen  Smith  herrührende  Hauptsatz  der  ganzen  Theorie 
bewiesen;  er  heisst:  „Mit  einem  linearen  Kegelschnittsystem  dritter  Stufe 
ist  allemal  eine  Kegelschnittschaar  derartig  verbunden,  dass  jede  Curve 
der  Schaar  auf  jeder  Curve  des  Systems  ruht.*'  Ans  ihm  ergiebt  sich 
die  Theorie  des  Kegelschnittbüschels  und  der  Kegelschnittschaar,  diese 
Gebilde  als  Inbegriff  aller  Kegelschnitte  genommen,  welche  irgend  vier 
Kegelschnitte  stützen  oder  auf  denen  sie  ruhen ;  die  Polaren  eines  Punk- 
tes in  Bezug  auf  alle  Curven  eines  Büschels  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  (185);  schneiden  sich  zwei  Curven  eines  Büschels  in  einem  (reellen) 
Punkte,  so  schneiden  sich  alle  in  ihm  (186);  die  Pole  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  eines  Btlschels  liegen  auf  einem  Kegelschnitte 
(187);  jede  Gerade  wird  von  den  Curven  eines  Büschels  in  einer  Invo- 
lution geschnitten  (188);  die  Curven  eines  Büschels  haben  ein  gemein- 
schaftliches Poldreieck  (190).  Der  Satz  188  zeigt  die  Identität  des  Kegel- 
schnittsystems erster  Stufe  mit  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imagi- 
nären Grundpunkten  und  ergänzt  die  Sätze  179  und  182,  so  dass  gefol- 
gert werden  kann:  „Alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  andere  stützen,  sind 
einem  gemeinschaftlichen  Polviereck  der  letzteren  umgeschrieben ,  dessen 
sämmtliche  Ecken  imaginär  sein  können",  ein  Satz,  dessen  directer  Be- 
weis in  192  gegeben  wird.  —  Der  letzte  Abschnitt  behandelt  „Die  linea- 
ren Kegelschnittsysteme  und  Gewebe  zweiter  Stufe",  enthält  also  die 
Theorie  der  Kegelschnittnetze  und  Gewebe  (vergl.  Schroeter,  Die 
Theorie  der  Kegelschnitte ,  S.  500 — 535).  In  196  wird  der  Satz  bewie- 
sen: „Mit  einem  Kegelschnitt -Netze  ist  allemal  eine  Kegelschnitt -Schaar- 
schaar  (Gewebe  nach  Schroeter)  und  umgekehrt  derartig  verbunden, 
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dass  jede  Curve  der  Scbaarschaar  auf  jede  Curve  des  Netzes  sich  stütst/' 
Darauf  ergeben  sich  die  Haupt ei gen scbafteu  der  Curve  dritter  Ordnung 
(Tripelcurve  nach  Steiner),  welche  sämmtliche  Punkte  enthält,  die  in 
Bezug  auf  alle  Curven  des  Netzes  conjugirt  sind.  —  Die  letzten  vier 
Abschnitte  enthalten  auf  25  Seiten  allerdings  in  gedrängtester  Kürze  fast 
denselben  Inhalt ,  welchen  wir  bei  Schroeter  von  S.  224  —  534  abgehan- 
delt finden,  bis  auf  die  Theorie  des  imaginären  Kegelschnittes.  Wenn 
auch  im  Interesse  Derjenigen,  für  welche  die  Oeometrie  der  Lage  zu- 
nächst bestimmt  ist,  der  Stndirenden  an  Universitäten  und  polytech- 
nischen Schulen,  eine  etwas  breitere  Behandlung  vielleicht  erwünscht 
wäre,  so  muss  es  gegenüber  der  ersten  Auflage  als  ein  entschiedener 
Fortschritt  erklärt  werden ,  dass  die  Theorien  der  Kegelschnittbttschel  und 
Netze  hier,  ohne  räumliche  Betrachtungen  zu  Hilfe  zu  nehmen,  allein 
durch  solche  in  der  Ebene  entwickelt  werden.  —  Als  charakteristischer 
Unterschied  der  Behandlung  in  der  Oeometrie  der  Lage  und  den  Stei- 
ner* sehen  Vorlesungen  ist  hervorzuheben,  dass  man  in  letzteren  die  geo- 
metrischen Oebilde,  Kegelschnittbüschel  und  Netz  entstehen  sieht  und 
aus  der  Entstehungsart  den  organischen  Zusammenhang  ihrer  Eigenschaf- 
ten erkennt,  während  in  der  ersteren  diese  Oebilde  uns  als  etwas  Fer- 
tiges entgegentreten  und  aus  ganz  allgemeinen  Sätzen  ihre  bekannteren 
Eigenschaften  hergeleitet  werden.  Wir  gelangen  daher  zu  diesen  Eigenschaf- 
ten in  umgekehrter  Beihenfolge:  bei  Reye  aus  dem  Stephen  Smith- 
sehen Satze  zu  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels, 
jede  Transversale  in  einer  Involution  zu  schneiden,  bei  Schroeter  au 
diesem  Satze  aus  der  Entstehungsart  in  aufsteigender  Folge  bis  zum 
Stephen  Smith'schen  Satze,  der  auf  S.  534  sich  als  unmittelbare  Fol- 
gerung aus  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  ergiebt.  Nachdem 
vorher  gezeigt  ist,  dass  durch  jedes  Kegelschnittnetz  ein  Kegelschnitt- 
gewebe (IL  Stufe),  „ein>  Oebilde  von  gleicher  Mächtigkeit  mit  dem  Kegel« 
schnittnetz  und  nach  dem  Princip  der  Polarität  aus  diesem  hervor- 
gegangen", bestimmt  ist,  geht  die  Entwickelnng  weiter :.„Oehen  wir  nun 
von  vier  Kegelschnitten  aus,  so  bestimmen  dieselben  zu  je  dreien  ver- 
bunden vier  Kegelschnittnetze,'  zu  deren  jedem  ein  bestimmtes  Oewebe 
gehört.  Diese  vier  Oewebe  haben  eine  Kegelschnittschaar 
gemeinschaftlich.  Wir  können  aber  noch  unendlich  viele  andere 
Kegelschnittnetze  und  zugehörige  Oewebe  bilden,  indem  wir  aus  jenen 
ersten  vier  Netzen  irgend  drei  Kegelschnitte  herausnehmen,  welche  nicht 
demselben  Netze  angehören,  und  sie  zur  Bildung  eines  neuen  Netzes  ver- 
wenden. Die  Tripelcurveu  für  alle  diese  Netze  laufen  durch  dieselben 
sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits,  und  die  sämmtlichen  zugehöri- 
gen Kegelscbuittgewebe  haben  eine  Scbaar  gemeinschaftlich.  Stellt  man 
vermittelst  fünf  Kegelschnitten  alle  möglichen  Netze  und  dazu  gehörigen 
Oewebe  her,  so  haben  letztere  einen  Kegelschnitt  gemein."     So  werden 
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ako  aus  vier  and  fünf  Kegelschnitten  dureh  Herstellang  aller  möglichen 
Netze  die  Kegelschnittsysteme  dritter  und  vierter  Stufe  erhalten  und  dann 
wird  gefolgert,  1.  dass  alle  Kegelschnitte  eines  Systems  dritter  Stufe  alle 
Kegelschnitte  einer  Schaar  und  2.  dass  alle  Kegelschnitte  eines  Systems 
vierter  Stufe  einen  Kegelschnitt  stützen.  Diese  Endresultate  sind  bei  Reye 
die  Ausgangspunkte.  Der  nähere  Zusammenhang  der  Kegelschnitte  eines 
linearen  Systems  dritter  Stufe  ergiebt  sich  übrigens* aus  191:  „Jede  reelle 
Seite  des  gemeinschaftlichen  Poldreiecks  einer  Kegelschnittschaar  schneidet 
die  Curven  des  zugehörigen  Systems  dritter  Stufe  in  den  Punktpaaren  einer 
involutorischen  Punktreihe.  Die  Ordnungspunkte  dieser  Punktreihe  bil- 
den ein  Punktpaar  der  Kegelschnittschaar,  weil  sie  bezüglich  aller  Curven 
des  Systems  conjugirt  sind.^'  Mit  anderen  Worten:  Alle  Kegekchnitte 
eines  Systems  dritter  Stufe  lassen  sich  auf  unzählige  Arten  in  Büschel 
ordnen;  alle  diese  Büschel  schneiden  drei  von  dem  System  abhängige 
Geraden  in  denselben  Involutionen  —  oder:  Alle  Kegelschnitte,  welche 
ein  System  dritter  Stufe  bilden,  haben  drei  Punktpaare,  die  sechs  Ecken 
eines  vollständigen  Vierseits,  als  Paare  conjugirter  Punkte. 

Somit  wären  diejenigen  Punkte,  in  denen  die  neue  Auflage  von  der 
alten  sich  unterscheidet,  ziemlich  ausführlich  angegeben.  Die  alte  Form, 
in  welcher  die  Geometrie  der  Lage  den  Mathematikern  lieb  geworden 
war,  ist  beibehalten;  trotz  der  umfangreichen  und  von  so  allgemeinen 
Gesichtspunkten  ausgehenden  Zusätze  finden  wir  in  ihr  einen  alten  Be- 
kannten wieder.  Diese  Zusätze,  so  bedeutsam  für  die  Theorie  der  Cur- 
ven zweiter  Ordnung,  die  ungemein  klare  Herleitung  und  übersiehtliche 
Gruppirung  der  Eigenschaften  der  Gebilde  zweiter  Ordnung,  vor  Allem 
aber  die  leichte  Einführung  in  die  Methoden  der  reinen  Geometrie  der 
Lage  werden  die  neue  Auflage  zu  einem  für  jeden  Mathematiker  unent- 
behrlichen Handbuche  der  synthetischen  Geometrie  machen;  die  Hinzu 
fttgung  einer  reichhaltigen  Sammlung  von  Uebungsaufgaben  giebt  der 
studirenden  Jugend  Stoff  zur  Vervollständigung  ihrer  Kenntnisse,  zur 
Anwendung  der  kennen  gelernten  Methoden,  hauptsächlich  aber  An- 
regung zur  eigenen  Forschung  auf  einem  der  interessantesten  Gebiete 
der  Mathematik,  welches  seine  fast  ideale  Höhe  zum  grössten  Theile  den 
Arbeiten  deutscher  Forscher  verdankt.  Milinowbki 


Sandbuoh  der  Vermessungskunde  von  Dr.  W.  Jordan,  Professor  der 
Vermessungskunde  am  grossherzogl.  Polytechnikum  zu  Carlsruhe. 
Zweite  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  des  „Taschenbuchs 
der  praktischen  Geometrie*'.  1.  Lieferung;  Bogen  1 — 18.  Stutt- 
gart, Verlag  der  J.  B.  Metzler'schen  Buchhandlung.  1877. 
Das  Werk  will,  wie  sein  im  Jahre  1873  erschienener  Vorläufer,  die 

Vermossungswissenschaft  ihrem  jetzigen  Standpunkte  entsprechend  lehren, 
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führt  dies  jedoch  nicht  in  jener  oft  unangenehm  knappen  Weise  aus, 
die  bei  dem  „Taschenbuche'*  unvermeidlich  war.  Es  kündigt  sich  zwar 
selbst  nur  als  eine  zweite  umgearbeitete  Auflage  an ,  hat  aber,  wenn  die 
folgenden  Lieferungen  in  der  Art  und  in  dem  Umfange  der  bis  jetzt  vor- 
liegenden ersten  erscheinen,  vollkommen  Anspruch  darauf,  ein  neues 
Werk  genannt  zu  werden.  Der  Herr  Verfasser  wollte  dies  vermuthlich 
auch  durch  die  Umänderung  des  Titels  andeuten,  hätte  aber,  nach  An- 
sicht des  Referenten ,  wohl  besser  gethan,  es  direct  auszusprechen,  denn 
das  „Handbuch^*  ist  —  so  weit  man  bis  jetzt  zu  urtheilen  vermag  —  nicht 
mehr  „eine  Sammlung  von  Resultaten  der  niederen  und  höheren  Vermes- 
sungskunde", sondern  ein  ausführliches  Lehrbuch  derselben,  mithin  ein 
Werk  anderer  Art,  als  das  1873  erschienene. 

Der  Gesammtein druck,  welchen  die  erste  Lieferung  (288  Seiten  in 
GrosBOctav)  erzeugt,  ist  ein  sehr  günstiger:  vielfach. ist  Neues  geboten, 
mit  Geschick  das  Nothwendige  ausgewählt,  das  Entbehrliche  weggelassen. 
Erklärungen  und  Theorien  sind  vollkommen  deutlich  gegeben,  ohne  ins 
Breite  zu  laufen;  an  geeignet  gewählten  Beispielen  und  an  Tabellen  ist 
das  Werk  ungewöhnlich  reich,  was  die  Studirenden  und  die  Praktiker 
hoch  schätzen  werden. 

Der  erste  Theil  des  Buches  betrifft  die  „Theorie  der  Beobach- 
tungsfehler oder  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate".  Eine  Ein- 
leitung bietet  die  Hauptzüge  der  Geschichte  der  Ausgleichungsrechnung 
und  giebt  Literaturnachweise.  Das  empirisch  begründete  Princip  der 
kleinsten  Quadratsumme  wird  als  Grundlage  benutzt,  während  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung nur  nebenbei  Berücksichtigung  findet.  Hierdurch 
schon  unterscheidet  sich  das  „Handbuch"  von  dem  „Taschenbuche",  und 
zwar  zum  Vortheile  des  ersteren,  denn  für  sehr  Viele,  insbesondere  für 
die  Praktiker  (denen  das  Werk  ja  auch  dienen  soll)  ist  die  elementare 
Darstellung  meist  die  bessere,  also  die,  welche  in  den  Vordergrund  ge- 
rückt werden  muss,  wenn  Abschreckungen  vermieden  werden  sollen. 

Dieser  erste  Theil  umfasst  134  Seiten,  während  ihm  im  „Taschen- 
buche" kaum  ein  Viertheil  dieses  Raumes  gewidmet  war.  Er  wird  in  drei 
Capiteln  abgehandelt;  das  erste  derselben  führt  die  Ueberschrift:  Aus- 
gleichungsrechnung nach  dem  Princip  der  kleinsten  Quadratsumme.  Dass 
der  Herr  Verfasser  hier  die  zwar  etwas  längere,  aber  richtige  Ausdrucks- 
weise „kleinste  Quadrats u mm e"  benutzt,  billigt  der  Referent  sehr, 
bedauert  aber,  dass  es  nicht  consequent  geschehen  ist.  Ein  Mann  von 
hervorragender  Bedeutung,  wie  Herr  Jordan,  wäre  geeignet,  hier  Bahn 
zu  brechen.  Es  behandelt  dieses  erste  Capitel  in  geschickter  und  ele- 
mentarer Weise  (mit  nur  einiger  Benutzung  der  Differentialrechnung) 
zunächst  den  durchschnittlichen  und  den  mittleren  Fehler,  das  Fehler- 
fortpflanzungsgesetz, das  einfache  und  das  allgemeine  arithmetische  Mittel 
(letzteres  unter  Einführung  der  Gewichte),   vermittelnde  Beobachtungen 
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einer  unbekannten ,  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  aus  Beobacbtungs- 
differenzen  und  gebt  dann  ~  da  das  aritbmetiscbe  Mittel  zur  Ausgleich- 
ung von  Beobachtungen  mehrerer  Unbekannten  nicht  hinreicht  —  zur 
Herbeischaffung  eines  allgemeinen  Ausgleicbungsprincipeis  über.  Letzteres 
(Quadratsumme  der  Widersprüche  möglichst  klein)  erhftlt  eine  zwar  nicht 
mathematisch  strenge,  aber  für  den  Yorliegenden  Fall  hinreichende  und 
vollkommen  elementare  Begründung,  unter  Hinweis  auf  die  einschlagende 
Literatur. 

Mit  Benutzung  des  so  gewonnenen  Grundsatzes  (und  theilweise  der 
Differentialrechnung)  folgt  nun  die  Behandlung  der  Ausgleichung  ver- 
mittelnder Beobachtungen  und  Dasjenige,  was  an  diese  sich  mehr  oder 
weniger  eng  anschliesst;  femer  die  Beifügung  von  Formelnzusammenstel- 
lungen, Bechenproben  und  Anwendungen.  Hieran  reiht  sich  die  Besprech- 
ung bedingter  Beobachtungen,  wobei  die  aus  der  Analysis  bekannte 
Behandlung  der  Minima  mit  Nebenbedingungen  der  Ausgangspunkt  ist. 
Auch  hier  giebt  der  Herr  Verfasser  eine  Zusammenstellung  der  Formeln 
und  eine  geeignete  Anwendung.  Den  Schluss  des  Capitels  bildet  die 
Behandlung  vermittelnder  Beobachtungen  mit  Bedingungsgleichungen, 
welche  sich  zuerst  an  BesseTs  Arbeiten  und  dann  an  Dasjenige  lehnt, 
was  Helmert  hierüber  in  seiner  vortrefflichen  „Ausgleichungsrechnung*' 
(Leipzig,  1872)  gegeben  hat. 

Das  zweite  Capitel  bezieht  sich  auf  das  Gesetz  der  Fehler- 
wahrscheinlichkeit. Die  Grundlage  bilden  hierbei  die  allgemein 
bekannten  Hauptsätze  der  (vorher  nicht  benutzten)  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Nachdem  die  Wahrscheinlichkeitsfunction  nach  Gauss  her- 
geleitet worden  ist,  wird  der  „wahrscheinliche**  Fehler  besprochen, 
jedoch  ausdrücklich  bemerkt,  dass  späterhin  nicht  er,  sondern  der  „mitt- 
lere** Fehler  in  der  Begel  zur  Benutzung  gelangen  werde,  was  Gauss 
bekanntlich  selbst  empfohlen  hat.  Hierauf  folgt  die  graphische  Darstel- 
lung des  obigen  Fehlergesetzes  und  der  Vergleich  mit  einer  Beobach- 
tungsreihe. Zuletzt  zeigt  der  Herr  Verfasser,  welche  Vortheile  und  Nach- 
theile sich  einstellen  würden,  wenn  man  eine  von  ihm  in  der  Form 

aufgestellte  algebraische  Fehlerfunction  an  Stelle  der  Gauss* sehen  be- 
nutzte, und  liefert  endlich  kurz  den  Nachweis,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung auf  dasselbe  Ausgleichungsprincip  führt,  welches  im 
ersten  Capitel  ohne  strenge  Begründung  benutzt  worden  ist. 

Unter  Verwendung  seiner  eigenen  früheren  Arbeiten  und  derjenigen 
von  Andrä  und  Helmert  liefert  der  Verfasser  im  dritten  Capitel  eine 
Untersuchung  der  Genauigkeit  der  einfachen  geodätischen 
Punktbestimmung.  Er  betrachtet  zunächst  einen  Fall,  auf  welchen 
sich  andere  leicht  zurückbringen  lassen,  nämlich  den,  dass  der  Punkt 
bestimmt  ist  durch  zwei  Gerade,  deren  Bichtungen  fehlerfrei  sind^  denen 
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aber  ParallelverscliiebQngen  als  Fehler  anhaften.  Dabei  kommt  er  zwang- 
los auf  den  Begriff  der  Genauigkeitscnrveu  (richtiger  gesagt :  der  Curyen 
gleicher  Genauigkeit)  und  auf  die  Fehlerellipse.  Sodann  folgt  die  Unter- 
suchung des  Vorwilrtseinschueidens  mit  zwei  Strahlen  und  die  Herleitnng 
des  fttr  jeden  Praktiker  wichtigen  Satzes,  dass  die  günstigste  Visur 
hierbei  nicht  unter  90 ^  sondern  unter  109^28'  stattfindet.  Diesem 
sohliesst  sich  da»  SeitwSirtsein schneiden  an  und  das  Potheno tische 
Problem,  deren  Oenauigkeitsgrade  unter  Aufzeichnung  der  zugehörigen 
Curven  sehr  geschickt  dargestellt  und  verglichen  sind. 

Den  Schluss  des  Capitels  bildet  die  Herleitung  des  mittleren  Fehlers 
eines  Punktes,  dessen  Lage  durch  mehr  als  zwei  Beobachtungen  be- 
stimmt wurde,  von  denen  jede  einen  geometrischen  Ort  fttr  ihn  liefert, 
und  —  hiermit  zusammenhängend  —  die  Betrachtung  der  Fehlerellipse 
für  mehrfache  Punktbestimmung,  die  einfache  Triangulirung,  das  Vor- 
wärtseinschneiden  mit  drei  Strahlen  und  das  Potheno tische  Verfahren 
unter  Benutzung  dreier  Winkel,  ebenfalls  mit  Darstellung  zugehöriger 
G  enauigkeitscurven . 

Der  erste  Theil  des  Buches  enthält,  wie  aus  dem  Vorhergehenden 
ersichtlich  ist,  von  der  Ausgleichungsrechnung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadratsumme  nicht  nur  Dasjenige,  was  die  niedere  Geodäsie 
.braucht,  sondern  auch  Das,  was  die  höhere  nöthig  bat. 

Des  Buches  zweiter  Theil  bezieht  sich  auf  die  niedere  Geodäsie, 
nämlich  auf  Dasjenige,  was  von  der  Vermessungskunde  für  technische 
und  landwirthschaftliche  Zwecke  nÖthig  ist.  Es  wird  hier  mit  wenig 
Worten  immer  viel  gesagt;  für  den  Anfänger  ist  das  vielleicht  oft  eine 
unbequeme  Knappheit,  dem  Verfasser  aber  macht  es  Ehre.  Dass  nicht 
zuerst  die  Instrumente  und  dann  die  Messungen  zur  Besprechung  ge- 
langen, sondern  beide  gleichzeitig  Behandlung  finden,  wird  von  Vielen 
als  nicht  systematisch  getadelt  werden ,  bietet  aber  manche  Vortheile  dar. 

Die  ersten  fünf  Capitel  dieses  zweiten  Theiles  führen  ganz  diesel- 
ben Ueberschriften ,  wie  in  dem  1873  erschienenen  „Taschenbuche**; 
während  sie  aber  in  letzterem  etwa  70  Seiten  füllten,  haben  sie  jetzt 
reichlich  den  doppelten  Umfang.  Das  erste  dieser  Capitel  behandelt  (auf 
32  Seiten)  die  einfachsten  Vermessungsoperationen  und  ihre 
Verbindung  zu  kleinen  Aufnahmen.  Hier  gelangen  zunächst  Kreuz- 
scheibe,  Winkelspiegel,  Spiegelkreuz  und  Prismeninstrumente  zu  einer 
Besprechung,  die  dem  Genauigkeitsgrade  dieser  Werkzeuge  höchst  lobens- 
werthe  Aufmerksamkeit  schenkt.  Dann  folgt  die  Behandlung  der  Mess- 
latten und  ihrer  Längenvorgleichung,  der  Stahlbänder,  der  Ketten  and 
der  mit  diesen  Werkzeugen  ausgeführten  Längenermittelungen.  Auch 
hier  ist  wieder  mit  vieler  Sorgfalt  und  unter  Benutzung  der  neuesten 
Untersuchungen  die  erreichbare  Genauigkeit  berücksichtigt,  und  zwar 
nicht  nur  bezüglich   der  unregelmässigen,    sondern   auch   besüglieh  der 
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regelm&ssigen  Fehler,  welche  letzteren  von  den  Praktikern  hisher  viel- 
fach vernachlftssigt  wurden,  obgleich  ein  Recht  hierzu  durchaus  nicht 
vorliegt.  Das  letzte  der  hier  zur  Besprechung  gelangenden  Werkzeuge 
ist  das  zur  Zeit  von  den  Geodäten  noch  wenig  beachtete  Messrad.  Der 
Herr  Verfasser  benutzt  bezüglich  der  Beurtheilung  der  Genauigkeit  die 
Versuche,  welche  Prof.  Tinter  mit  einem  derartigen  Längen messer  von 
Wittmann  (in  Wien)  gemacht  hat  und  Prof.  Schellbach  mit  einem 
solchen  von  Baer  (in  Nürnberg);  das  Resultat  ist:  Empfehlung  des 
Rades. 

Das  erste  Capitel  schliesst  mit  der  Behandlung  der  Längenbestim- 
mung durch  Abschreiten  und  Marschzeit  und  mit  derjenigen  der  Auf- 
nahme kleiner  Landstriche  dufch  Messung  von  Geraden  nebst  zugehöri- 
gen Senkrechten.  Bezüglich  der  Ersteren  ergiebt  sich  —  allerdings  auf 
Grund  von  Unterlagen,  die  Viele  als  nicht  hinreichend  ansehen  werden  — , 
dass  der  Schritt,  wenn  keine  speciellen  Angaben  vorliegen,  zu  0,8  Meter 
anzunehmen  ist,  und  zwar  mit  einer  Unsicherheit  von  etwa  57o»  ^^^ 
aber  die  Genauigkeit  der  Schrittmaasses  bis  auf  1  oder  2%  erhöht  wer- 
den kann,  wenn  der  Schrittwerth  des  Messenden  mit  Rücksicht  auf 
Bodenbeschaffenheit,  Ermüdung  etc.  wiederholt  ermittelt  worden  ist  — 
In  Anbetracht  der  ziemlich  grossen  Zahl  Derjenigen,  welche  vielfach  in 
Waldungen  und  an  Flüssen  vermessen  müssen,  hätte  das  zuletzt  behan- 
delte Abstecken  langer  Senkrechten  und  das  Ueberwinden  von  Hinder- 
nissen durch  geeignete  Constructionen  oder  Rechnungen  wohl  etwas  aus- 
führlicher gegeben  werden  sollen ,  ja  es  wäre  vielleicht  sogar  gut  ge- 
wesen, hierbei  die  Anwendbarkeit  der  neueren  (projectivischen)  Geo- 
metrie zu  erwähnen,  auf  welche  der  Referent  im  XXIIL  Bande  des 
„Civilingenieur"  hingewiesen  hat. 

Das  zweite  Capitel  (33  Seiten)  betrifft  die  Aufnahme,  Berech- 
nung und  Theilung  der  Flächen.  Es  behandelt  zunächst  die  In- 
haltsermittelung unter  Verwendung  von  Originalmaassen  und  von  solchen, 
welche  aus  Plänen  abgestochen  sind  (Letzteres  unter  specieller  Berück- 
sichtigung des  Papiereinganges);  sodann  die  Genauigkeit  der  Flächen- 
bestimmung mit  Beifügung  der  hierfür  in  verschiedenen  Staaten  geltenden 
gesetzlichen  Vorschriften;  hierauf  die  Flächentheiluug  und  Grenzenver- 
legung sowohl  im  streng  mathematischen  Sinne,  als  auch  in  demjenigen 
rationellen  Probirens;  endlich  das  A ms le rasche  Planimeter  und  —  was 
sehr  zu  billigen  ist  —  die  Thomas* sehe  Rechenmaschine,  wie  auch  den 
auf  die  Logarithmenlehre  gegründeten  Rechenschieber. 

Capitel  III  (4  Seiten)  bezieht  sich  auf  die  Libelle  und  berücksich- 
tigt hierbei  die  Temperatureinflüsse  unter  Erwähnung  der  Vorschläge  von 
Liagre  und  Vogler;  Cap.  IV  .(15  Seiten)  behandelt  die  für  die  Ver- 
messungskunde wichtigsten  optischen  Instrumente,  giebt  zunächst 
eine  in  geeigneten  Grenzen  gehaltene  Theorie  der  Convexlinse  u|id  der 
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Combination  aweier  Linsen,  sodann  eine  Besprechung  der  Lupe,  des 
einfachen  astronomischen  Femrohres,  der  Fernrohre  mit  mehr  als  zwei 
Linsen  und  des  Mikroskopes. 

Das  fünfte  Capitel  (57  Seiten)  betrifft  den  Theodolit.  Es  be- 
handelt zunächst  seine  Einrichtung  (mit  Einschluss  der  „Ablesevorrich* 
tnngen^'  Nonius  und  Mikroskop,  nebst  Adjnstirung  der  letzteren),  so- 
dann seine  Prüfung  und  Berichtigung,  die  Elimination  der  Azenfehler 
und,  sehr  eingehend,  den  Einfluss  der  letzteren;  sodann  die  Ezcentri- 
citllt  des  Fernrohres,  diejenige  zwischen  Limbun  und  Alhidate,  die  Un- 
tersuchung der  Theilungsfehler,  das  Messen  der  Horizontalwinkel,  die 
Fehler  der  Repetitionsmessung  (mit  Rücksicht  auf  Bessel,  Struve  und 
die  badische  Triangulirung) ,  endlich  das  Messen  der  Vertikalwinkel  mit 
Höhenkreis  oder  Schraube  unter  Hinweis  auf  die  einschlagenden  Arbeiten  ^ 
von  Stampfer,  Koristka,  Barth  und  Pfaundler. 

Capitel  VI  (6  Seiten)  giebt  das  Nothwendige  über  Coordinaten 
im  Allgemeinen  und  schliesst  mit  einer  bezüglich  siebenstelliger  Lo- 
garithmentafeln an  die  Praktiker  gerichteten  Mahnung,  welche  schon  der 
berühmte  Encke  aussprach,  indem  er  erklärte,  dass  er  höchst  selten 
andere  als  fünfstellige  Tafeln  benutzt  habe. 

Den  Schluss  der  ersten  Lieferung  des  Werkes  bildet  der  Anfang 
eines  Capitels  über  polygonale  Züge. 

Die  Literatur  ist  bei  den  einzelnen  Abschnitten  umfänglich  be- 
rücksichtigt, hingegen  hat  die  Geschichte  der  Geodäsie  nur  bezüglich 
der  Ausgleichungsrechnung  hinreichende  Erwähnung  gefunden,  und  zwar 
am  Anfange  des  ersten  Theiles.  Da  dies  geschah,  so  musste  mau  am 
Anfange  des  zweiten  Theiles  (oder  doch  bei  den  einzelnen  Capiteln  des- 
selben) eine  ebenso  ausführliche  Berücksichtigung  der  historischen  Seite 
erwarten.  Diese  ist  nicht  erfolgt;  doch  giebt  sich  Referent  der  Hoffnung 
hin,  am  Schlüsse  des  Werkes  entweder  die  nöthigen  Mittheilungen  zu 
finden,  oder  Nachweise,  welche  dem  Leser  sagen,  wie  er  sich  in  der 
kürzesten  Zeit  mit  den  Hauptzügen  der  Geschichte  der  gesammten  Geo- 
däsie (über  die  nur  wenig  veröffentlicht  wurde)  bekannt  machen  kann. 
Was  in  dieser  Beziehung  das  „Taschenbuch"  früher  geboten  bat, 
genügt  nicht,  denn  es  bezieht  sich  fast  nur  auf  die  Gradmessungen. 
Die  YÖllige  Unkenntniss  der  Geschichte  anderer  Gebiete  der  Geodäsie 
tritt  aber  leider  unter  Studirenden  und  Praktikern  sehr  häufig  auf,  und 
ein  Werk  wie  das  Jordanische  ist  berufen,  hier  bessern  zu  helfen. 

Die  dem  Handbuche  eingedruckten  Holzschnitte  sind  recht  gut,  er- 
reichen aber  meist  nicht  ganz  die  Vollkommenheit  derjenigen ,  welche  die 
bekannte  treffliche  Vermessungskunde  von  Bauern feind  darbietet.  D^^ 
Druck  ist  klein,  aber  scharf;  Druckfehler  sind  nur  in  sehr  geringer  Zahl 
vorhanden,  sinnstörende  fast  gar  nicht. 
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Der  dritte  Theil  des  Bucbefi  wird  (laut  Prospect)  die  Bphäriscbe  Geo- 
dftfiie  nach  Soldner  und  Bohnenberger,  die  spbSroidiscbe  nacb 
Gauss  und  Bessel  darbieten  und  neuere  Untersucbungen  beifügen. 
Das  ganze  Werk  soll  60 — 65  Bogen  entbalten,  etwa  16  Mk.  kosten  und 
noch  in  diesem  Jahre  zum  Abschlüsse  gelangen. 

Die  bisherigen  hervorragenden  Leistungen  des  Herrn  Verfassers  in 
den  verschiedensten  Gebieten  der  Geodäsie  lassen  mit  Sicherheit  erwar- 
ten ,  dass  die  folgenden  Lieferungen  der  ersten  an  Güte  nicht  nachstehen 
werden.  Ist  dies  der  Fall,  so  darf  sich  das  Werk  als  ebenbürtig  neben 
die  besten  bis  jetzt  erschienenen  Lehrbücher  der  Vermessungskunde 
stellen  und  wird  in  vielen  Beziehungen  eine  sehr  wichtige  Ergänzung 
und  Erweiterung  derselben  bilden.  Der  Referent  empfiehlt  es  bestens 
nicht  nur  den  Geodäten  und  den  Studirenden  der  Technik,  sondern  auch 
denen  der  Mathematik,  letzteren  deshalb,  weil  es  ihnen  viele  werthvoUe 
Anregungen  bieten  wird 

Dresden,  Juli  1877.  A.  Fuhrmann. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Ueber  den  Antheil  Fetfina's  an  der  Erfindung  des 
telegraphiflchen  Oegensprechens. 

Von 

Dr.  Ed.  Zetzsche. 


Den  ersten  Anlauf  zu  einer  gleichzeitigen  mehrfacben  Telegraphie 
machten  bereits  im  Jahre  1849  Siemens  und  Halske.  Sie  nahmen 
zwar  auch  den  Gedanken  in  ihr  am  23.  October  1849  nachgesuchtes 
englisches  Patent  (Nr.  13062,  Tom  23.  April  1850)  auf,^)  überzeugten 
sich  aber  bald  von  der  Schwierigkeit  der  Lösung  bei  einer  grösseren- 
Anzahl  von  Drähten.  Es  blieb  daher  bei  dem  blosen  Gedanken  und 
selbst  dieser  ward  erst  1856  durch  eine  Mittheilung  darüber  in  Poggen- 
dorff's  Annalen  der  Physik  und  Chemie  (Bd.  98,  S.  115)  weiter 
bekannt. 

Die  ersten  Gegensprechversuche  auf  der  Linie  wurden  1853  zwischen 
Wien  und  Prag  von  dem  damaligen  österreichischen  Telegraphendirector 
Dr.  Wilhelm  Gintl  angestellt.  Diese  Versuche  wurden  zuerst  mit  Morse- 
telegraphen vorgenommen,  und  es  wurden  die  dabei  benutzten  Apparate 
zuerst  im  December  1853,  und  zwar  von  einem,  Gintl  unbekannten  Ver- 
fasser und  ohne  Gintl's  Zuthun^)  in  einem  nur  mit  G.  unterzeichneten') 
Artikel  des  Polytechnischen  Centralblattes^)  beschrieben.  Gintl  selbst  hat 
Über  diese  Versuche  Nichts  veröffentlicht ;  durch  die  Schwierigkeiten  aber, 
auf  welche  er  infolge  i,der  fortwährenden  Veränderungen  der  Linien- 
stromstärken" in  der  dabei  nöthigen  feineren  Begulirung  der  Strom- 
stärken  stiess,    ward   er  veranlasst,    anstatt    der  Morseapparate    seinen 


1)  S.  19  der  Patentbeschreibung;  sheet  3,  Fig.  11. 

2)  Vergl.  Zeitschrift  des  deutsch -österreichiBchen  Telegraphenvereins,  1.  Bd. 
S.  804. 

8)  Von  dem  späteren  sächsifichen  Telegraphendirector  L.  Galle  herrührend. 
4)  Jahrgang  1863 ,  S.  1478;   daraus  in  Dingler 'b  Polytechnisches  Journal 
1864,  Bd.  181,  8.  191.  —  Telegraphenvereins-Zeitschrift  Bd.  2,  S.  28. 
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chemisclieii  Schreibtelegraphen  zn  verwenden,  über  welchen  er  der 
Wiener  Akademie  der  Wissenschaften  in  der  Sitznng  vom  28.  April  1853 
ausführliche  Mittheilnng  gemacht  hatte.^)  Diesen  chemischen  Gegen- 
Sprecher  beschrieb  Gintl  ansführlich  in  der  Sitzung  der  Wiener  Aka- 
demie vom  30.  November  1854,*)  und  es  mag  gleich  hier  hervorgehoben 
werden,  dass  bei  demselben  zwar  der  nämliche  Doppeltaster,  wie  bei 
den  Morsegegensprechem  und  auch  eine  Ausgleichungsbatterie  Verwen- 
dung fand,  dass  er  sich  indessen  insofern  von  dem  letztern  ganz  wesent- 
lich unterschied,  als  bei  letzterem  dem  localen  Ausgleichnngsstrome  ein 
von  dem  Linienstromwege  vollständig  getrennter  Stromkreis  angewiesen 
ist,  eine  Strom  Verzweigung  also  nicht  eintritt,  bei  dem  chemischen  da- 
gegen beide  Stromkreise  ein  gemeinschaftliches  Stück  enthalten  und 
deshalb  Zweigströme  auftreten  müssen. 

Schon  während  der  Gintrschen  Versuche  verbreitete  sich  das 
Gerücht  in  Wien,  dass  der  Professor  der  Physik  in  Prag,  Dr.  Franz 
AdamPetrina,  Gintl  bei  dessen  Anwesenheit  in  Prag  die  Idee  des 
Gegensprechens  mitgetheilt  habe;  auch  in  weiteren  Kreisen  fand  dieses 
Gerücht  Verbreitung  und  1856  fand  sich  E.  W.  Siemens  veranlasst, 
in  Poggendorff's  Annalen  (Bd.  98,  S.  120)  darauf  hinzuweisen,  wie 
wünschenswerth  eine  bestimmte  Aufklärung  .darüber  sei,  da  Gintl  selbst 
nirgends  das  Gegensprechen  (mit  Morseapparaten)  als  seine  Erfindung 
in  Anspruch  genommen  habe.  Petfina  konnte  der  darin  liegenden  Anf- 
forderung  nicht  genügen,  weil  er  bereits  im  Jahre  1855  gestorben  war; 
Gintl  aber  hat  jenen  öffentlich  und  so  bestimmt  ausgesprochenen 
Wunsch  zu  erfüllen  keine  Veranlassung  genommen. 

Bei  Bearbeitung  der  mehrfachen  Telegi*aphie  für  das  kürzlich 
erschienene  Schlussheft  des  ersten  Bandes  meines  Handbuchs  der  Tele< 
graphie  trat  an  mich  die  Nöthigung  heran,  mich  in  dieser  Prioritätsfrage 
für  oder  wider  zu  entscheiden,  und  da  inzwischen  ausser  Petfina  auch 
der  in  gewissem  Sinne  mitbetheiligte  Dr.  Stark  in  Wien  verstorben 
war,  so  schien  es  mir  richtiger,  nicht  den  einzigen  überlebenden  Bethei- 
ligten, Dr.  Gintl,  unmittelbar  darüber  zu  befragen,  sondern  den  Ver- 
such zu  machen,  aus  den  vorhandenen  Schriftquellen  und  den  Aussagen 
noch  lebender  Unbetheiligter  zu  einer  Entscheidung  zu  gelangen.  In 
dem  Handbuche  (S.  546)  konnte  ich  diese  Entscheidung  wegen  Raum- 
mangels nicht  in  der  erwünschten  Weise  begründen,  und  ich  that  es  daher 
zunächst  Anfang  August  1877  in  dem  Journal  ielegraphique  (Bd.  III,  S.  654) 


1)  Vergl.  Sitzungsberichte  ßd.  10,  S.  616  bis  626. 

2)  Vergl.  Sitzungsberichte  Bd.  14,   S.  401  ff.;   daraus  in  der  Zeitschrift  des 
,  OesterreichiBchen   IngenieurvereinB   Bd.  7,    S.  186,   und   der   TelegraphenvereioB- 

Zeitschrift  2.  Bd.,  S.  25  und  202.  Aus  den  Mai  1866  datirte  Abänderungen 
dieses  chemischen  Oegensprechers  bespricht  Gintl  auf  S.  136  des  2.  Bandes  der 
Telegraphenvereins-ZeitBchrift^ 
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und  hoffte  damit  sngleich,  zu  einer  Yöllen  Klarlegang  den  Anstoös  zu 
geben.  Um  auf  die  Erfüllung  dieser  Hoffnung  mit  um  so  grösserer 
Gewissheit  rechnen  zu  dürfen,  halte  ich  den  At>dnick  der  Begründung 
meiner  Entscheidung  auch  in  einer  deutsehen  Zeitschrift  für  angezeigt 
und  ich  lasse  deshalb  jenen  im  Journal  telegraphique  abgedruckten  Artikel 
hier  in  dem  nur  sehr  wenig  geänderten  ursprünglichen  Wortlaute  folgen. 


I.  Ich  habe  mich  zuvörderst  darnach  umgesehen,  ob  Ointl  irgendwo 
die  Erfindung  des  Gegensprechens  mit  Morseapparaten  unzweideutig  für 
sich  in  Anspruch  nimmt.  In  erster  Linie  kommt  hierbei  das  in  Frage, 
was  Gintl  in  seinem  schon  erwähnten  Vortrage  vom  30.  November  1854 
sagt.  Die  betreffende  Stelle  auf  S.  414  (Bd.  14)  der  mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Classe  der  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie 
lautet: 

„Ich  habe  mich  schon  im  verflossenen  Jahre  längere  Zeit  hindurch 
bemüht,  die  Doppelcorrespondenz  auf  demselben  Leitungsdrahte  mit 
dem  Morse 'sehen  Schreib  telegraphen  zu  Stande  zu  bringen,  und 
bei  meinen  in  dieser  Beziehung  vielfältig  auf  der  Telegraphenlinie 
zwischen  Wien  und  Prag  im  Monate  Juli  1853  angestellten  Versuchen 
ist  es  mir  zwar  gelungen,  Depeschen  gleichzeitig  in  entgegengesetzter 
Richtung  an  ihre  Bestimmungsorte  zu  befördern,  wobei  es  aber  oft  ge- 
schah, dass  nach  einigen,  an  beiden  Stationen  gegenseitig  recht  gut  les- 
baren Worten  eine  Confundirung  der  Zeichen  auf  jedem  Stationsappa- 
rate eintrat,  sobald  nämlich  der  Linienstrom  eine  Aenderung  in  seiner 
Stärke  erlitt  und  es  nicht  gleich  möglich  war,  die  Stärke  des  Loeal- 
stromes  in  demselben  Maasse  zu  verändern« 

„Aus  diesem  Grunde  habe  ich  auch  die  gleichzeitige  Doppelcorre- 
spondenz mit  dem  Morse'schen  Schreibtelegraphen  vorläufig  nicht 
weiter  verfolgt  und  mich  an  die  Durchführung  derselben  mittels  electro- 
chemischen  Schreibapparates  gehalten,  welche  mir  vollständig  gelun- 
gen ist." 

Offenbar  liegt  in  den  Worten  „zu  Stande  zu  bringen**  durch 
aus  nicht  unbedingt,  dass  die  Idee  des  Gegensprechens  und  die  Ein- 
richtung der  Apparate  dazu  eine  Erfindung  von  Gintl  sei.  Gerade 
das  „zu  Stande  bringen**  erscheint  mir  aber  sehr  wesentlich;  der  öster- 
reichische Telegraphendirector  Gintl  —  und  in  Oesterreich  wohl  er 
allein  —  hatte  dazu  ohne  Weiteres  die  Macht  (abgesehen  von  der 
sachlichen  Ausführbarkeit);  nicht  so  der  Professor  Petf  ina,  wenn  er 
der  Erfinder  war. 

Ebenso  zwingt  der  Ausdruck^)  Giutl's:  „des  von  mir  dabei  (d.h. 
bei  den  Versuchen  zwischen  Wien  und  Prag)  angewandten  Apparates 

1)  Telegraphouvereinö  Zeitachrilt  Bd.  2,  S    28. 
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nnd  Verfahrens"  nicht  zn  der  Annahme,  dass  Apparat  nnd  Verfahren 
eigene  Erfindung  waren. 

Entscheidender  könnten  einige  Stellen  in  der  im  Januar  1855 
niedergeschriebenen  Entgegnung^)  OintTs  auf  eine  Aeusserung  des 
Dr.  ▼.  Icilius  sein,  worin  dieser  die  Priorität  der  Erfindung  des  gleich- 
zeitigen Telegrapbirens  fQr  C.  Frischen  in  Anspruch  nimmt.  Gintl 
verwahrt  sich  hier  zunächst  dagegen,  dass  er  „im  Jahr  1853  blos  eine 
Idee  zur  Erreichung  des  genannten  Zweckes  ausgesprochen  habe"  und 
fährt  dann  fort:  „Schon  im  Monate  Juli  1853  sind  von  mir  .... 
gelungene  Doppelcorrespondenzen  mit  den  von  mir  dazu  einge- 
richteten Morse 'sehen  Schreibapparaten  ausgeführt  worden;  und  da 
ich  aus  meinem  Verfahren  kein  Oeheimniss  machte,  so  ist  dasselbe 
sammt  der  Einrichtung  des  ganzen  Apparates  in  dem  Leipziger  poly- 
technischen Centralblatt  von  einem  mir  unbekannten  Verfasser  ausführ* 
lieh  beschrieben  worden.  Es  war  also  nicht  blos  eine  Idee,  welche  ich 
damals  ausgesprochen,  sondern  vielmehr  in's  Werk  gesetzt  habe". 
Lassen  aber  auch  die  hier  von  Gintl  —  dem  unbestrittenen  Veran- 
stalter jener  Versuche  mit  dem  Morse- Gegensprecher  und  dem  Erfinder 
des  chemischen  Gegensprechers  —  gebrauchten  Worte  noch  an  Klarheit 
■u  wünschen  übng,  so  bleiben  die  ebenda  weiter  folgenden  Aeusserungen 
.  GintTs:  „wie  Herr  Dr.  v.  Icilius,  nach  dessen  eigener  Erklärung  die 
von  mir  zuerst  ausgegangene  Idee  und  mein  Doppel-Tele- 
graphirungsverfahren  Herrn  Frischen  erst  zur  Ausführung  seines 

Verfahrens  angeregt  hat,"  und:   „meines  schon  im  Jahre  1853 

ohne  mein  Zuthun  veröffentlichten  Verfahrens;  es  wäre  denn,  dass 
Herr  Dr.  v.  Icilius  den  Beweis  liefern  würde,  Herr  Frischen  habe 
schon  früher  als  ich  das  Doppel- Correspondenzp r in cip  entdeckt 
und  sei  vor  mir  zur  Durchführung  desselben  geschritten'^  allein  übrig, 
welche  aber  an  Tragweite  wesentlich  einbüssen,  sobald  man  sie  als  blos 
gegen  Frischen 's  Ansprüche  gerichtet  gelten  zu  lassen  hat,  und 
ausserdem  durch  die  kurz  vorhergehende  Stelle:  „diese  von  mir  .... 
schon  am  9.  Juni  ausgesprochene  Idee  basirt  sich  überdies  auf  die 
von  mir  entdeckte  Thatsache,  dass  sich  zwei  elektrische  Ströme 
in  entgegengesetzter  Bichtung  durch  denselben  Leitungsdraht  gleich- 
zeitig und  ungehindert  fortpflanzen,  welches  ich  durch  Versuche')  con- 
statirt  und  in  der  erwähnten  Sitzung  auseinander  gesetzt  habe.  Dieses 
Factum  ist  aber  das  eigentliche  Princip,    auf   welchem  die  Doppelcorre- 


1)  TelegraphenvereinB-Zeitschrift,  Bd.  1,  S.  304. 

2)  Nach  den  Wiener  Sitzungsberichten  Bd.  14,  S.  400,  worden  diese  Ver- 
Buche  mit  dem  cbemiachen  Schreibapparate  angestellt,  natürlich  bevor  dessen 
Verwendung  zum  Gegensprechen  in  Frage  kam.  —-  Üebrigens  finde  ich  in  dem 
Berichte  über  die  Sitzung  vom  9.  Juni  1868  Nichts  über  eine  derartige  Mitthei- 
long  Gintrs. 
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spondenz  beruht,  und  — *'  und  die  in  dieser  Stelle  ausgeprägte  Be- 
stimmtheit des  Ausdrucks  in  Betreff  der  Entdeckung  jener  Thatsache 
merklich  abgeschwächt  werden,  um  so  mehr,  als  jene  „Thatsache**  durch 
das  damalige,  weit  durchsichtigere  Morse- Gegensprechen  noch  viel  weniger, 
wie  durch  das  chemische  erwiesen  worden  ist  und  erwiesen  werden 
konnte,  am  allerwenigsten  aber  GintH)  „den  schlagendsten  Beweis  für 
die  wirkliche  Coexistenz  der  beiden  elektrischen  Ströme  in  demselben 
Leitungsdrahte  dadurch  geliefert  hat,  dass,  während  die  eine  Station 
einen  constanten  Strom  in  die  Leitung  sendet  und  folglich  einen  con- 
tinuirlichen  Strich  auf  dem  Papierstreifen  der  anderen  Station  erzeugt, 
man  von  der  letzteren  zur  ersteren  Station  anstandslos  telegraphiren 
kann". 

IL  Ich  habe  sodann  nachgeforscht,  ob  von  Petrina  herrührende, 
auf  diese  Angelegenheit  bezügliche  Aeusserungen  vorhanden  sind.  Dabei 
war  hauptsächlich  die  im  April  1855  geschriebene  letzte  der  vier  (1855 
in  Prag  gedruckten)  ,,Mittheilungen  aus  dem  Gebiete  der  Physik'*  nach- 
zusehen, welche  Petrina  in  den  Abtheilungen  der  königl.  böhmischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  (5.  Folge,  9.  Band;  Prag  1857)  ver- 
öffentlicht hat  unter  dem  Titel:  „Wissenschaftliche  Beleuchtung  der  vom 
Dr.  Gint]  durch  seine  Versuche  über  die  gleichzeitige  Gegeneorrespon- 
denz  gelieferten  Beweise^)  für  die  Coexistenz  zweier,  einen  Leiter  in 
entgegengesetzten  Eichtungen  ohne  Störung  durchlaufender  galvanischer 
Ströme  und  Angabe  eines  neuen,  diesen  Gegenstand  betreffenden  Ver- 
suchs**. Es  handelt  sich  hier  um  den  chemischen  Gegensprecher  und 
Petrina  will  (S.  47)  „untersuchen,  inwiefern  GintPs  Behauptung  der 
Coexistenz  begründet  sei,  und  ob  sich  nicht  seine  (d.  h.  Gintl's 
chemische)  Gegencorrespondenz  auch  anders  erklären  lasse"  und  nur 
in  Bezug  auf  den  chemischen  Gegensprecher  sagt  er  S.  60:  „die  hier 
von  Herrn  Director  Gintl  angegebene  Gegencorrespondenz**  und 
S.  66  „seines  Doppeltasters**  und  „seine  Gegencorrespondenz**.  Im 
Einklänge  mit  Gint Ts  Ausdruck  „zu  Stande  bringen**  steht  die  Wendung 
Petfina's  auf  S.  60:  „Was  die  eigentliche,  von«Herrn  Director  Gintl 
in  die  Praxis  eingeführte  Gegencorrespondenz  betrifft.** 

Dagegen  berichtet  Dr.  Weiten  weher  in  seiner  auf  Petrina  am 
10,  December  1855  in  der  Böhmischen  Gesellschaft  gehaltenen  Denk- 
rede,*) dass  Petrina  in  der  Sitzung  vom  6.  November  1854  ^eine 
Erklärung  mitgetheilt  habe,  wie  man  nach  seinerAnsicht  im  Stande 


1)  Wie  er  in  den  Wiener  Sitzungsberichten  Bd.  14,  8.  416  ausspricht. 

2)  Es  sind  die  in  den  Wiener  Sitzungsberichten  Bd.  14,  8. 400  flgg.  gegebenen 
gemeint. 

3)  Dieselbe  ist  auch  in  dem  9.  Bande  der  Abhandlungen  der  Gesellschaft 
enthalten;  die  betreffende  Stelle  auf  8.  17  ist  grösstentheils  wörtlich  den  Sitzungs- 
berichten (S.  29)  der  Sectionen  der  GeseUschaft  entnommen. 
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wäre,  mit  dem  Mors  ersehen  Telegraphenapparate  bei  einem  Leitungs- 
drahte, zngleich  hin  und  her  zn  telegraphiren.  Den  bei  einer 
solchen  doppelten  Correspondenz  zu  machenden  Bedingungen  werde  im 
gewünschten  Maasse  entsprochen,  wenn  man  einen  kleinen  Local- 
strom  zu  Hilfe  nimmt  und  das  Relais,  sowie  den  Taster  nach 
der  Angabe  des  Vortragenden  einrichtete^ 

III.  Dazu  wird  mir  versichert,  dass  einige  Jahre  später  Petrina's 
Wittwe  an  die  österreichische  Telegraphenverwaltung  ein  Untersttltzungs- 
gesuch  gerichtet  habe,  worin  sie  ausdrücklich  (die  Anwendung  gemein- 
schaftlioher  Batterien  und)  das  Gegensprechen  als  Erfindungen  ihres 
verstorbenen  Gatten  und  somit  gewissermassen  als  ihr  Erbtheil  bezeichnet. 

IV.  Ich  habe  mich  ferner  an  eine  vollkommen  glaubwürdige  und 
geeignete  Persönlichkeit  in  Wien  um  weitere  Auskunft  gewandt  und  als 
Ergebnisse  von  Nachfragen,  welche  dieselbe  vor  einiger  Zeit  —  und 
zwar  nach  Starkes  Tode  —  bei  Beamten  hielt,  welche  Dr.  Stark 
damals  zur  Hilfeleistung  benutzte,  erfahren,  dass  Stark  zur  Zeit,  als 
er  sich  mit  den  ersten  Versuchen  über  das  Gegensprechen  befasste,  mit 
Petrina  darüber  in  Briefwechsel  stand,  auch  während  der  Versuche 
selbst  in  den  Briefen  Petrin a's  nachlas,  ferner  dass  Gintl  erst  durch 
Stark  Kenntniss  von  der  Sache  erhielt,  darauf  in  Prag  mit  Petrina 
persönlich  verkehrte  und  nun  erst  nach  seiner  Bückkehr  nach  Wien 
anfing,  sich  selbst  mit  dem  Gegensprechen  zu  beschäftigen,  zn  einer  Zeit, 
wo  Stark  das  Relais  mit  Doppel  Windungen  bereits  in  Verwendung  hatte. 

V.  Diese  Angaben  werden  um  so  glaubhafter  und  der  Umstand, 
dass  Gintl  trotzdem  als  Erfinder  des  Gegensprechens  mit  Morse- 
Apparaten  erscheinen  konnte,  erklärlich,  wenn  man  das  sachliche 
Verständniss  der  beiden  Männer  und  ihre  persönliche  Thätigkeit  und 
Stellung  berücksichtigt.  Petrina,  geboren  am  24.  December  1799,  iu 
ärmlichen  Verhältnissen  aufgewachsen,  erst  im  Alter  von  17  Jahren  sich 
den  Gymnasialstudien  zuwendend ,  hatte  diese  und  die  Universitätsstndien 
unter  Kümmernissen  und  Entbehrungen  mit  ungemeinem  Fleiss  und  Eifer 
vollendet,  wurde  1837  als  Lehrer  der  Physik  ans  Lyceum  zu  Linz  be- 
rufen und  war  seit  dieser  Zeit  unter  Anderem  auch  auf  dem  Gebiete  der 
Elektricität  und  des  Magnetismus  vielfach  literarisch  thätig;  1844  wurde 
er  Professor  der  Physik  an  der  Universität  zu  Prag  und  bereits  1848 
Hess  er  ein  Schriftchen  Über  Telegraphie  erscheinen  unter  dem  Titel: 
„Elektromagnetischer  Telegraph  auf  den  österreichischen  Eisenbahnen.^* 
1852  fand  er  die  Zweigströme  bei  seiner  elektro- magnetischen  Har- 
monika^)  verwendbar,    und    im  Januar  1853   brachte   er  einen  Aufsatz 


1)  Vergl.  Denkrede  S.  14.  —  Der  Sehlasssatz  des  betreffenden  Vortrags  lässt 
vermathen,  dass  man  diese  Harmonika  als  den  Stammvater  des  Telephons,  der 
Phonotelegraphen  und  elektro -harmonischen  Telegraphen  anzusehen  hat 
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über  die  Verwendung  gemeinscbaftlicber  Batterien  in  der  Wiener  Aka- 
demie^) zum  Vortrag,  welcber  zu  einer  sehr  beträcbtlicben  Verminderung 
der  Zabl  der  Elemente  in  den  Linienbatterien  der  österreichischen  Tele- 
graphenstationen Wien,  Verona,  Salzbui^,  Triest  und  Oderberg  führte. 
Auch  über  die  chemische  Telegraphie  verbreitete  sich  Petrina  in  der 
Sitzung  der  böhmischen  Gesellschaft  vom  30.  Mai  1853  und  wies  durch 
den  Versuch  nach,  dass  man  bei  ihr  mit  einem  einzigen  6ro versehen 
Elemente  auf  100  Meilen  weit  telegraphiren  könne.  Im  Juli  1853  end- 
lich wies  Petrina  in  einer  Mittheiluug  an  die  Wiener  Akademie^)  nach, 
dass  bei  der  Translation  an  Batteriekraft  Nichts  erspart  werde. 

Ganz  abgesehen  davon,  dass  sich  die  Erscheinungen  an  GintTs 
chemischem  Gegensprecher  ganz  ungezwungen  nach  den  Ohm*schen  Ge- 
setzen erklären  lassen,  was  eben  Petrina  1855  in  der  schon  erwähnten  vier- 
ten „Mitheilung  aus  dem  Gebiete  der  Physik*'  und  1856  Werner  Siemen's 
in  Poggendorff's  Annalen  (Bd.  98,  S.  121)  thaten,  und  dass  deshalb  diese 
Erscheinungen  und  die  sämmtlichen  von  Gintl  im  14.  Bande  der  Wiener 
Sitzungsberichte  angeführten  Versuche  die  Coexistenz  entgegengesetzt 
gerichteter  Ströme  in  demselben  Leiter  zu  beweisen  nicht  genügen,  sind 
bei  der  von  Gintl  gewählten  Einschaltung  der  Batterien  mit  ungleich- 
namigen Polen  an  die  Linie  in  dieser  gar  nicht  einmal  entgegen- 
gesetzte Ströme  vorhanden.  Darauf  weist  Petrina  auf  S.  65  jeuer 
vierten  Mittheilung  hin;  auf  S.  48  aber  hebt  er  hervor,  dass  Gintl  das 
Auftreten  von  Zweigströmen  bei  der  fraglichen  Gegensprechschaltung 
ganz  übersehen  zu  haben  oder  (ungerechtfertigter  Weise)  ausser  Beach- 
tung lassen  zu  wollen  scheine.^)  Dagegen  hat  Petrina  auf  S.  66  und  65 
jener  mehrfach  erwähnten  vierten  Mittheilung  klar  auf  die  Folgen  der 
Linienunterbrechungen  in  dem  von  Gintl  benutzten  Doppeltaster  hin- 
gewiesen und  hervorgehoben,  dass  beim  Gegensprechen  (mit  dem  chemi- 
schen Telegraphen)  die  Linienbatterien  ebensogut  mit  gleichnamigen 
Polen  an  die  Erde  gelegt  werden  könnten,  während  GintH)  damals 
die    Anlegung    entgegengesetzter     Batteriepole    an    die    Erde    für 


1)  Vgl.  Sitzungsberichte  Bd.  10,  S.  3,  oder  Telegraphenvereins  -  Zeitschrift 
Bd.  14,  S.  200.  —  Dass  man  anderwärts  schon  etwas  früher  empirisch  auf  die 
Verwendung  gemeinBchafblicher  Batterien  gekommen  sei,  habe  ich  auf  S.  505  des 
ersten  Bandes  meines  Handbuchs  weiter  ausgeführt. 

2)  Sitzungsberichte  Bd.  11,  S.  375. 

3)  Gleiche  Schwächen  in  Bezug  auf  die  Eiektricitätslehre  sollen  sich  über- 
diesa  bei  Gintl  —  so  wird  mir  versichert  —  im  persönlichen  Umgänge  hin  und 
wieder  bemerkbar  gemacht  haben.  U.  A.  wird  erzählt,  Gintl  habe  bei  seiner 
ersten  Rückkehr  von  Prag  ohne  Weiteres  auf  der  Linie  Wien -Prag  mit  den 
gewöhnlichen  Morse- Apparaten,  in  gewöhnlicher  Einschaltung,  gleichzeitig  hin 
und  her  telegraphiren  wollen  und  sich  gewundert,  dass  dies  nicht  ging. 

4)  Wiener  Sitzmigsberichte  Bd.  14,  S.  411.  —  Vgl.  auch  Poggendorff's 
Annalen  Bd.  98,  S.  120. 
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nöthig  gehalten  zu  haben  scheint;  später  hat  er^)  anch  die  Anlegung 
gleichnamiger  Pole  an  Erde  für  zulässig  erklärt,  und  so  skizzirt 
Galle  auch  schon  die  Einschaltung  im  Polytechnischen  Centralblatte 
(Jahrg.*  1853). 

Gesetzt  nun,  Petrina,  dem  eine  ungewöhnliche  Bescheidenheit 
und  Sanftmuth  nachgerühmt  wird,^)  habe  das  Gegensprechen  mit  Morse- 
Apparaten  erfunden  und  sich,  um  es  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Ver- 
wendung gemeinschaftlicher  Batterien  für  das  österreichische  Telegraphen- 
wesen nutzbar  zu  machen,  mit  Stark  in  Verbindung  gesetzt,  wäre  es 
nicht  leicht  erklärlich,  dass  er,  nachdem  einmal  der  einflussreiche,  mit- 
unter etwas  barsch  auftretende  Telegraphendireetor  damit  bekannt  ge- 
worden war  und  die  Versuche  damit  in  die  Hand  genommen  hatte, 
diesem  thunlichst  freies  Spiel  Hess  und  als  der  Veranstalter  der  Ver- 
suche auf  der  Linie  nach  aussen  hin  zugleich  als  der  eigentliche  Erfin- 
der angesehen  und  bezeichnet  wurde,  durch  seinen  Vortrag  vom 
6.  November  1854  seine  Prioritätsrechte  für  ausreichend  gewahrt  er-^ 
achtete?  Ist  es  doch  unter  diesen  Verhältnissen  kaum  denkbar,  dass 
Petrina  durch  diesen  Vortrag  einen  Eingriff  in  GintTs  Bechte  ver- 
sucht hätte.  Zu  der  Annahme  aber,  dass  Petrina  und  Gintl  dieselbe 
Aufgabe  nach  demselben  Grundgedanken  (Ausgleichung  mittels 
eines  Localstromes)  unter  Benutzung  von  verschieden  eingerichte- 
ten Beiais  und  Tastern  gelöst  habe,  finde  ich  nirgends  einen  Anhalt. 


Weil  nun  Gintl  —  der  doch  den  chemischen  Schreibtelegraph 
und  Gegensprecher  ausführlich  zu  beschreiben  nicht  versäumt  hat  — 
das  Gegensprechen  mit  Morse- Apparaten  selbst  nicht  beschrieben  und 
vor  seiner,  ebenfalls  nicht  durchschlagenden,  Entgegnung  gegen  Frischen 
auch  Nirgends  unzweifelhaft  als  seine  Erfindung  bezeichnet  hat; 

weil  Gintl  nicht  nur  die  „unbefugte*^  Veröffentlichung  in  keiner 
Weise  getadelt  hat,  sondern  auch  der  von  Siemens  ausgegangenen 
öffentlichen  Aufforderung  gegenüber  nicht  mit  einem  Worte  für  sein 
gefährdetes  Becht  eingetreten  ist;^) 

weil  Petrina  in  seinem  Vortrage  vom  6.  November  1854  die  zum 
Gegensprechen  benutzbaren  Beiais  und  Taster  als  seine  Erfindung  be- 
zeichnet hat,  worauf  seine  Wittwe  die  Ansprüche  in  ihrem  ünterstützungs- 
gesuche  gegründet  haben  kann; 

weil  ausserdem  Petrina  sagt,  Gintl  habe  die  G^gencorrespondenz 
in  die  Praxis  eingeführt,  und  weil  dazu  eine  Aeusserung  Gin tl's  stimmt; 

1)  Vgl.  Zeitechrift  des  Oesterreichischen  Ingenieurvereins ,  Bd.  7,  S.  260; 
Bd.  8,  S.  261. 

2)  Denkrede,  S.  4  und  18. 

S)  Dass  Stark  nicht  auf  diese  Aiifibrderang  hin  för  Petrina  eingetreten 
ist,  wird  Niemand  wundern,   der  diesen  friedliebenden  Mann  persönlich  gekannt 
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weil  endlich  Petrina^s  Antheil  an  der  Erfindung  durch  die  Aus- 
sagen noch  lebender  Zeugen  verbürgt  wird,  und  weil  es  innerlich  wahr- 
scheinlicher ist,  dass  Petrina  die  Erfindung  gemacht  hat,  und  dass 
dieselbe  auf  Gintl  übertragen^)  wurde,  weil  unter  seinem  Schilde  die 
Versuche  auf  der  Linie  angestellt  wurden, 

deshalb  glaubte  ich  mich  zu  dem  Ausspruche')  berechtigt : 

„Sehr  wahrscheinlich  verdankt  man  Petrina  auch  die  Erfindung 

des  Gegensprechens  mit  Morse -Apparaten/' 

Wenn  damit  die  Meinung  ausgesprochen  ist,  dass  von  Petrina 
mehr  als  die  blose  geistige  Anregung  zur  Lösung  der  betreffenden  Auf- 
gabe mit  Morse- Apparaten  ausgegangen  ist,  so  soll  damit  doch  keines- 
wegs das  Verdienst  geschmälert  werden,  welches  sich  Gintl  durch  ver- 
ständnissvolle Förderung  der  Versuche  auf  der  Linie  erworben  hat. 
Ebenso  bleibt  ihm  die  Erfindung  des  Gegensprechens  mit  dem.  chemischen 
Schreibapparat.  Sollte  ich  aber  in  meinem  Forschen  nach  Wahrheit 
den  rechten  Weg  verfehlt  haben,  so  wird  Herr  Dr.  Gintl  gewiss  die 
Freundlichkeit  haben,  mich  auf  den  rechten  Pfad  znrückzuleiten*') 


1)  Es  konnte  dies  offenbar  leichter  und  natürlicher  geschehen,  als  z.  B.  in 
dem  Falle  Steinheil-Matzenauer,  bezüglich  der  Translation,  welcher  in  der 
Zeitschrift  des  OeBterreichischen  Ingenieurvereins,  Bd.  8,  S.  26  und  63;  Bd.  12, 
&.  139  zur  Sprache  gebracht  wird. 

2)  Handbuch,  Bd.  1,  S.  646. 

3)  Um  dies  Herrn  Dr.  Gintl  zu  erleichtem,  habe  ich  demselben  einen  Abzug 
der  diesen  Artikel  enthaltenden,  im  September  1877  erschienenen  Nummer  des 
Journal  teligr'aphique  nach  Prag  übersandt,  bis  jetzt  aber  keinerlei  Erwiderung 
darauf  empfangen. 
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Biilletiino    dt  bibliografia  e  di  sioria  delle  scienze  maicmalichc 
e  fi siehe puhblicato  da  B.  Baldassare  Boncompagni.     Tomo  IX, 
Rornüy  Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche.     1876. 
Za   den  nicht  durch  Originalabhandlangen  erfüllten  Partien   dieses 
Jahrganges  möge  nur  bemerkt  werden ,  dass  die  Publicationsregister  durch 
stetes  Hereinziehen  neuer  Zeitschriften  ihrem  hohen  Ziele  absoluter  Voll- 
ständigkeit immer  näher  gebracht  werden.     Der  Bibliograph  wird  beson- 
ders  ihretwegen  sich  freuen,   dass  soviel  Genauigkeit  und  Kenntniss  iu 
der  Person    eines  Herausgebers   sich  vereinigen,   dem  auch  alle  Susser- 
lichen  Hilfsmittel    in   so  hervorragendem  Grade  zur  Verfügung  stehen. 
Die  einzelnen  Artikel  sind  folgende: 

1.  Federigo  Napoli,  Intomo  dUa  vita  ed  ai  lavori  di  Francesco  MawrolioOj 
S.  1~22. 

Maurolycus  (geb.  am  16.  September  1494,  gest.  am  21.  Juli  1575) 
wird  vom  Verfasser  im  Eingang  seiner  Skizze  als  ein  Mann  bezeichnet, 
der  die  damals  eben  entstehende  Algebra  keineswegs  vernachlässigte, 
dabei  aber  doch  sein  Hauptaugenmerk  auf  die  Durchdringung  und  Weiter- 
bildung der  griechischen  Mathematik  richtete.  Aus  diesem  Grunde  war 
es  ihm  mehr  wie  anderen  Zeitgenossen  um  gute  Textausgaben  der  alten 
Klassiker  zu  thun,  und  in  einem  seiner  „Kosmographie^*  einverleibten, 
im  Jahre  1862  aber  durch  Professor  Spezi  neu  herausgegebenen  Briefe 
an  Cardinal  Bembo  setzt  er  ausführlich  Plan  und  Umfang  dieser  seiner 
kritischen  Arbeiten  auseinander.  Ist  nun  auch  diese  philologisch -mathe- 
matische Thätigkeit  die  wichtigere,  so  hat  es  der  gelehrte  Siciliauer  doch 
auch  andererseits  nicht  an  Originalschriften  fehlen  lassen.  Napoli  nennt 
eine  Arithmetik,*  eine  Abhandlung  von  den  Polygonalzahlen,  Lehrbücher 
der  Perspective,  Optik,  Musik,  Geometrie,  Algebra,  Sphärik,  Astronomie, 
Sonnenuhrkunde,  eine  Anweisung  zum   Gebrauche   des  Astrolabs,  eine 


*  Von  dieser  Arithmetik  war  schon  in  unserer  Becension  des  8.  Ballettino> 
Bandes  die  Bede;  yergl.  hi8t.-lit.  Abth.  Jahrg.  XXI,  S.  26.  ^  j 
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SiDnstafel  und  diverse  andere  Monographien  über  mathematische,  wie 
andere  Themata.  Von  diesen  Werken  galt  ein  guter  Theil  für  verloren; 
den  Bemühungen  unseres  Verfassers  aber  ist  es  gelungen,  auf  der  Pariser 
Nationalbibliothek  ein  ansehnliches  Convolut  von  Handschriften  des 
Maurolycus  aufzufinden.  —  Als  Astronom  schrieb  Jener,  abgesehen 
von  der  bereits  erwähnten  Kosmographie ,  auch  über  die  Bewegung  der 
Sterne ;  nicht  minder  gab  er  bereits  die  Idee  zur  Messung  eines  Meridian- 
bogens,  wie  sie  später  von  Picard  mit  so  grossem  Erfolge  praktisch 
durchgeführt  wurde.  Den  berühmten  Stern  in  der  Cassiopeja  scheint 
er  zu  allererst,  noch  mehrere  Tage  vor  Tycho  Brahe,  wahrgenommen 
zu  haben.  Ausserdem  existirt  von  ihm  ein  Handbuch  der  astronomischen 
Beobaphtungskunst,  in  welchem  er  als  die  damals  gebräuchlichen  Instru- 
mente das  geometrische  Quadrat  (eine  Erfindung  Peurbach's),  das 
Astrolab  (Planisphär) ,  die  Armillarsphäre  und  den  Himmelsglobus  be- 
schreibt. Die  Gnomonik  zeichnet  sich  durch  eingehende  Untersuchungen 
über  die  Kegelschnitte  aus.  Diese  letzteren  scheinen  den  Maurolycus 
überhaupt  sehr  angezogen  zu  haben,  und  so  wagte  er  sogar  den  Ver- 
such, das  vierte  Buch  der  Koavixd  von  Apollouius  zu  restituiren. 
Auch  mit  der  Statistik  beschäftigte  er  sich,  und  wir  ersehen  aus  seinem 
posthumen  Werke  ,,De  Aequiponderanlibus y  stpe  de  MomeuHs  aequalibu8^\ 
dass  er  schon  1548  den  Schwerpunkt  eines  Drehungsparaboloides  zu 
bestimmen  im  Stande  war.  Für  die  Geschichte  der  Physik  interessant 
sind  Maurolycus'  Erklärung  des  Regenbogens,  seine  Forschungen 
über  Brillen  und  Linsen,  seine  Andeutungen  über  Photometrie  und 
strahlende  Wärme.  Nicht  erwähnt,  aber  erwähnen swerth  ist  der  Um- 
stand, dass  auf  ihn  die  erste  correcte  Deutung  des  bekannten,  von 
Aristoteles  gröblich  missverstandenen  Phänomens  zurückgeführt  wer- 
den muss,  welchem  zufolge  die  Projection  eines  durch  eine  polygonale 
Oeffnung  gehenden  Sonnenstrahlenbündels  ein  einfacher  Kreis  ist.  — 
Dass  ein  Mann  von  so  polyhistorischer  Bildung  daneben  noch  Zeit 
hatte,  Über  naturhistorische,  logische,  dialectische  Fragen  zu  arbeiten, 
als  Kartenzeichner  thätig  zu  sein  und  die  Eruptionen  seines  Heimath- 
vulkans wissenschaftlich  zu  verfolgen,  wird  uns  hiernach  nicht  Wunder 
nehmen  können;  hervorzuheben  aber  ist  noch,  als  für  das  Zeitalter  be- 
zeichnend, die  Anekdote,  dass  sich  die  Admirale  an  ihn  wandten,  um 
von  ihm,  als  einem  berühmten  Meteorologen,  Aufschluss  über  die  zu 
erwartende  Witterung  zu  erholen. 

Herr  Napoli  verdient  für  seine  eingehende  Biographie  den  Dank 
aller  Historiker,  die  sich  für  eine  der  hervorragendsten,  wenn  auch 
durchaus  nicht  genialsten  Persönlichkeiten  des  Jahrhunderts  der  Renais- 
sance interessiren. 

2.  Scritti  inediti  di  Francesco  Maurdlico,  S.  23—121.     Wörtlicher  Abdruck 
der  von  Napoli  in  Paris  ausfindig  gemachten  Mauuscripte.  /->  t 
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An  erster  Stelle  erscheint  das  Sendschreiben  des  Franciscus 
Maurolycus  Abbas  an  den  Viceköuig  Johannes  Vega,  in  welchem 
Ersterer'  das  Programm  seiner  wissenschaftlichen  Wirksamkeit  entwirft. 
Um  dies  zu  können,  setzt  er  seinem  Gönner  mit  möglichst  kurzen  Wor- 
ten Gegenstand  und  Bintheilung  jeder  einzelnen  Disciplin  auseinander; 
die  dabei  gebrauchten  Definitionen  sind  oft  so  laxer  und  unbestimmter 
Natur,  dass  man  von  dem  Scharfsinn  des  Briefschreibers,  behielte  man 
nicht  die  popularisirende  Tendenz  im  Auge,  keine  hohe  Meinung  ge- 
wänne. —  £s  folgt  darauf  ,^ Demonstratio  Algebrae*'^  eine  nur  die  ersten 
Elemente  in  sich  begreifende  und  nicht  wesentlich  über  das  arabische 
Vorbild  hinausgehende  Darstellung  der  Lehre  von  den  Gleichungen. 
Um  z.  B.  die  Gleichung 

A  ,1(S , numerus  cum  B.d. rebus  equivalet  censui  AB,  quod  est  D 
oder  in  unserer  Schreibweise 

aufzulösen,  wird  über  der  Strecke  f  ein  Quadrat  errichtet  gedacht,  dessen 
Inhalt  sonach  2^  ist.  Nimmt  man  10  hinzu,  so  kommt  der  Inhalt  12|^, 
und  nun  wird  ^l2:|-=3^  als  Ergänzung  an  die  Seite  f  angestreckt,  so- 
dass die  Summe  b  =  x  resultirt.  Wer  Mohammed  ben  Musa's  Ver- 
fahren kennt,  wird  keinen  Unterschied  oder  Fortschritt  bemerken  und 
um  so  höher  die  grosse  That  Vi^te's  schätzen  lernen.  —  Weiter  treffen 
wir  zwei  Bücher  „Maurolyci  Siculi  Geometricarum  Quaestionum^^^  in  welchen 
successive  von  Vierecken,  ebenen  Dreiecken,  Sehnen,  Kreisberechnung, 
sphärischer  Trigonometrie,  senkrechten  Pyramiden,  regulären  Polyedern, 
Ein-  und  Umbeschreibung  dieser  letzteren,  Kubatur  krummflächiger  Körper 
und  unterschiedlichen  Gelegenheitsproblemen  die  Bede  ist.  Als  bemerkens- 
werthere  Punkte  mögen  aus  dem  etwas  langweiligen  Vortrage  folgende 
ausgehoben  werden.  Die  sphärische  Trigonometrie  verleugnet  ebenso- 
wenig wie  die  Algebra  ihren  arabischen  Ursprung  und  lässt  recht  deutlich 
die  ungemeinen  Schwierigkeiten  ersehen,  mit  welchen  der  astronomische 
Rechner  damaliger  Zeit  —  so  auch  Copernicus  —  ständig  zu  ringen 
hatte.  Ueber  den  engeren  Kreis  der  übrigen  Gegenstände  geht  hinaus 
(S- 101)  der  Paragraph  „Circa  tomatilis  superficiem  ac  corpulentiam^\  welcher 
die  durch  die  Rotation  regulärer  Polygone  entstehenden  Körperformen 
untersucht.  S.  108  wird,  allerdings  in  geometrischer,  an  die  Lilavati 
des  Bhascara  Acharya  erinnernder  Einkleidung,  der  einfachste  Fall 
der  damals  berühmten  Alhazen^schen  Aufgabe  behandelt,  bei  gegebener 
Lichtquelle  und  gegebenem  Spiegelbild  den  Eeflexpunkt  zu  finden. 
Die  letzten  Bemerkungen  der  Sammlung  beziehen  sich  auf  die  eratosthe- 
nische  Gradmessung,  deren  Ergebniss  in  ganz  charakteristischer  Weise 
durch  „Stammbrüche*^  ausgedrückt  wird;  es  soll  nämlich  ein  Breitegrad 
(86  +  i+i  +  l^)  Tausendschritte  betragen.  Daran  schliesst  sich  eine 
sehr  nette  Lösung    des  Problems,    aus  den   geographischen  Coordinaten 
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zweier  Orte  deren  Distanz  abzuleiten.  Diese  Lösnng  ist  rein  graphisch 
und  so  elegant  descriptiv  durchgeführt,  dass  sie  mehr  als  jeder  andere 
Bestandtheil  der  weitschichtigen  Collection  den  scharfsinnigen  Mathe- 
matiker kennzeichnet.  —  Die  fünfte  und  letzte  Abhandlung  ist  die  ganz 
in  archimedischem  Sinn  gehaltene  ^^Brevis  demonsiraiio  ceniri  in  parabola*\ 
von  Welcher  bereits  oben  vorübergehend  die  Sprache  war. 

3.  Edowird  Lucas,  Sur  un  ihiorbme  de  l'arithmäique  indienne,  S.  157--164. 
Lucas  hatte  im  Jahre  1870  einen  einfachen  Beweis  des  Satzes 
13+28+3»+.. .+w»=(l +2  +  3+... +n)8 
gegeben,  welcher  von  ihm  für  neu  erachtet  wurde.  Allein  nachgerade 
hat  er  sich  überzeugt,  dass  in  dem  „Fakhri"  des  bekannten  arabischen 
Algebristen  Alkarkhi  bereits  ein  im  Wesentlichen  gleichlautender  Be- 
weis sich  vorfindet.^  Das  betreffende  Verfahren  ist  ein  allgemeiner 
anwendbares,  so  dass  der  Verfasser  zu  der  Vermuthung  berechtigt  ist, 
die  Araber  hätten  auch  zum  Beweise  des  ihnen  nachweisbar  bekannten 
Satzes  von  der  Summe  der  Biquadrate  einen  ähnlichen  Weg  eingeschlagen. 
Er  stützt  diese  Ansicht  durch  den  Nachweis,  dass  man  zu  interessanten 
Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Potenzsummen  gelangen  könne, 
wenn  man  die  Gesammtsumme  der  in  dem  verallgemeinerten  pytha- 
gorischen  Schema 

1»      2»       3"     ...(p)~ 

2"      4»       6»    ...(2p)" 


(/;)»(2p)"(3p)»...(p«)« 
vorkommenden  Zahlen  auf  die  eine  oder  andere  Weise  bilde. 

Anhangsweise  ist  die  Bede  davon,  dass  auch  der  von  Bach  et  de 
M^ziriac  für  fragliches  Theorem  gegebene  Beweis  in  ähnlichem  Sinne 
gehalten  sei  und  dass  Format  in  seinen  Anmerkungen  dasselbe  in 
einer  bis  jetzt  nicht  recht  aufgeklärten  Weise  verallgemeinert  habe.  Die 
von  Herrn  Lucas  vorgeschlagene  Auslegung  des  Forma  tischen  Räthsels, 
welche  einen  sehr  hübschen  Lehrsatz  von  den  Polygonalzahlen  involvirt, 
empfiehlt  sich  durch  ihre  Einfachheit 

4.  A.  Favaro,  Becension  zu:  Cantor,  Die  römischen  Agrimensoren  und  ihre 
Stellung  in  der  Geschichte  der  Feldmesskunst,  Leipzig  1875,  S.  166—182. 

Eine  eingehende  Besprechung  des  genannten  Werkes,  das  sich  in 
dem  Vaterlande  des  Recensenten  besonders  viele  Freunde  erworben  hat. 
Hervorzuheben  sind,  abgesehen  von  einer  kleinen  Antikritik,  zwei  selbst- 
ständige Zusätze  Favaro^s.    Betreffs  der  verschiedenen  in  der  Geschichte 


*  Auf  diesen  Beweis  hat  bereits  Hankel  (Zur  Geschichte  der  Mathe- 
matik etc.,  S.  192)  aufmerksam  gemacht.  Er  nahm  keinen  Anstand,  denselben 
seiner  Eigenart  wegen,  welche  Rechnung  und  Zeichnung  gleichmassig  verwendet, 
für  ein  indisches,  von  dem  Araber  blos  reproducirtes  Geistesproduct  zu  erklären. 
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auftretenden  Mathematiker  des  Namens  Heron  nämlich  theilt  er  nicht 
völlig  die  Ansicht  Gant or's,  dass  dieselben  in  eine  einzige  Persönlich- 
keit zusammenzuziehen  seien,  und  theilt  deshalb  aus  der  in  des  Herrn 
Herausgebers  Besitz  befindlichen  Originalhandschrift  Bernardino  Bai- 
di's  den  Abschnitt  jyHerone  Mecanico*"^  mit,  in  welchem  eine  Doppel- 
theilung des  Alexandriners  Heron  stipulirt  wird.  Die  zweite  Zugabe 
Favaro^s  behandelt  die  Vorgeschichte  des  Verfahrens,  dessen  sieb  der 
Agrimensor  Niphus  bediente,  um  rechtwinklige  Dreiecke  in  rationalen 
Zahlen  zu  erhalten. 

5.  M.  Cantor»  Becension  zu:  Kuckuck,   Die  Bechenkunat  im  sechzehnten 
Jahrhundert,  übersetzt  von  Alfouso  Sparagna,  S.  183—187. 

Aus  dieser  Zeitschrift  übersetzt  und  also  deren  Lesern  bereits  bekannt. 

6.  B.  Boncompagni,   Intomo   ad  tm   traMato   d^aritmetica   di    Cfiavanni 
Widmami  di  Eger,  S.  188-210. 

Unter  die  wichtigsten  Schriftdenkmäler  der  mathematischen  und 
speciell  algebraischen  Entwickelungsgeschichte  gehört  zweifellos  Johann 
Widmann's  ,,Behend  und  hübsch  Rechenung  auf  allen  kauffmann- 
schaften'S  Von  diesem  Buche  kennt  man  ausser  der  Leipziger  Original- 
ausgabe (1489)  drei  Nachdrucke,  einen  Fforzheimer  von  1508,  einen 
Hagenauer  von  1519  und  einen  Augsburger  von  1526.  Fürst  Bon- 
compagni  untersucht  mit  jener  Accuratesse  und  Bücherkenntniss,  wie 
sie  ihm  allein  eignet,  die  Verhältnisse  dieser  vier  Auflagen  unter  sich, 
indem  er  dabei  den  gegenwärtigen  Aufenthaltsort  jedes  Exemplares  an- 
giebt.  Zum  Schluss  wird  nach  Conrad  Wimpina  Einiges  über  die 
Lebensverhältnisse  Widmann^s  mitgetheilt,  der  in  Leipzig  stndirte  und 
dort  mit  einem  sonst  nicht  bekannten  bayrischen  Mathematiker,  Magister 
Altmann  von  Schmidtmtihlen  —  am  Einflüsse  der  Vils  in  die  Naab  — ^ 
in  naher  Verbindung  gelebt  zu  haben  scheint. 

7.  F.  Brioschi   (Lettera  a  D.  B.  Boncompagni) ,  Intomo   al  problema 
ddle  tautocrone,  S.  211—216. 

Ohrtmann  hatte  in  seiner  bekannten  Monographie  „Das  Problem 
der  Tautochronen"  die  in  den  Jahren  1852  und  1853  erschienenen 
beiden  Abhandlungen  Brioschi^s  über  diesen  Gegenstand,  als  in  einer 
für  ihn  unzugänglichen  Zeitschrift  publicirt,  von  seiner  Berichterstattung 
ausgeschlossen.  Herr  Brioschi  bestätigt,  dass  sein  damals  erzieltes 
Resultat  die  Entwickelung  Lagrange's,  an  die  auch  Fontaine  und 
D*Alembert  anknüpften,  in  sich  schliesse,  nimmt  sich  jedoch  vor,  die 
noch  allgemeinere  Auffassung,  zu  welcher  er  seitdem  gelangt,  in  diesem 
Briefe  daf zulegen.  Die  selbstverständlich  höchst  elegant  geführte  Ent- 
wickelung enthält  als  Corollar  die  vollständige  Lösung  des  Lagrange'schen 
Originalproblems»  die  den  Tautochronismus  bedingende  Kraft  als  Function 
von  Weg  und  Geschwindigkeit  auszudrücken,  erledigt  aber  zugleich  eine 
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allgemeinere  Aufgabe,   in  welcher  diejenige  von   der   synchronen  Curre 
als  specieller  Fall  begriffen  ist. 

8.  Sigiamond  Günther,  Note  sur  Jean-Ändrd  de  Segner  fondatewr  de  la 
müiorologie  mathematique,  S.  217—228. 

Eine  kurze  Notiz  des  Referenten  über  den  vielverdienten  und  wenig 
gewürdigten  deutschen  Gelehrten,  welcher  zuerst  (im  Jahre  1733)  den 
Versuch  machte,  die  atmosphärischen  Veränderungen  rechnerisch  durch 
die  Anziehungskraft  der  Himmelskörper  zu  erklären.  Es  wird  zu  zeigen 
versucht,  worin  er  das  Richtige  traf  und  worin  er  irrte,  Letzteres  be- 
sonders durch  Vergleichung  mit  den  für  diese  Frage  massgebend  ge- 
wordenen Untersuchungen  von  Laplace  und  A.  Bouvard. 

9.  ErmannoHankel,  Prospetto  storico  ddJo  svüuppo  ddla  geometria  modema, 
seritto  postumOj  übersetzt  von  Alfonso  Sparagna,  S.  267— 289. 

10.  Guglielmo  von  Zahn,   Commemoreufione  di  Ertnanno  Hankd,  übersetzt 
von  Alfonso  Sparagna,  S.  290—296. 

Diese  beiden  Uebersetzungen  des  um  die  Verbreitung  deutscher 
Wissenschaft  in  Italien  wohlverdienten  Dr.  Sparagna  beziehen  sich 
auf  Publikationen,  die  bei  uns  Jedermann  kennt.  Erstere  nämlich  ist 
das  treffliche  historische  Eingangscapitel  zu  seinen  von  Harnack  edirten 
Vorlesungen  über  projectivische  Geometrie  (vgl.  Milinowski's  Recension 
in  dieser  Zeitschrift  21.  Jahrg.,  S.  lOSflgg.),  der  Artikel  über  HankeTs 
mathematische  Arbeiten  aber  ist  in  den  „Mathem.  Annalen"  (7.  Band, 
S.  583  ff.)  erstmalig  erschienen. 

11.  CcOdlogo  dei  lavori  dd  Dr.  Ermammo  Hankd,  S.  301—308. 

Dieses  mit  bekannter  Genauigkeit  und  in  der  nicht  minder  bekannten 
Weise  des  „Bullettino"  angefertigte  Verzeichniss  zählt  9  selbstständige 
Schriften  (darunter  zwei  posthume),  16  Artikel  in  Zeit-  und  Sammel- 
schriften (Ersch-Gruber's  Encyklopädie)  und  4  Recensionen  auf. 

12.  Paul  Mansion,  Uebersetzung  aus  dem  Deutschen  von  F.  Kl  ein  ^  Notice 
swr  la  vie  et  les  travaux  de  Loms-Othon  Hesse,  S.  309—314. 

Die  Uebersetzung  ist  lobenswerth. 

13.  M.  Curtge,   Copemico  in  Itälia,    übersetzt  von  Alfonso  Sparagna, 
S.  815—819. 

In  diesem  kleinen,  aber  reichhaltigen  Artikel,  der  zuerst  in  einer 
Provinzialzeitung  erschien  und  deshalb  nur  Wenigen  bekannt  sein  dürfte, 
berichtet  der  Verfasser  über  die  neuen  für  die  Copernicus-Forschung  äusserst 
werthvollen  Funde,  welche  dem  Bologneser  Malagola  gelungen  sind. 
Die  dem  Familienarchiv  der  Grafen  Malvezzi  entnommenen  Docu- 
mente  enthalten  nämlich  die  Annalen  der  germanischen  Studenten- 
Nation  während  des  Zeitraums  von  1200  bis  1650,  ans  denen  mit 
unbestreitbarer  Evidenz  hervorgeht,    dass  Copernicus  selbst  und    mit 
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ihm  viele  engere  Landslente,  wie  sein  Bruder  Andreas,  Lncas 
Watzelrode,  Erasmus  Beck,  Albert  Bischoff  n.  A.,  stets  bei 
dieser  deutschen  Nation  (der  Name  Germanicus  wechselt  mit  Ten- 
tonicus  ab)  Aufnahme  und  Inscription  fanden.  Durch  diese  neuen 
Beweisstücke  wird  die  Annahme  einer  polnischen  Abstammung  für 
Copernieus  um  so  sicherer  entkräftet,  als  Mala gola  in  seinen  Archi- 
valien  auch  directe  Notizen  über  polnische  Studenten  und  Professoren 
vorfand.  Femer  wird  hervorgehoben,  dass  nunmehr  die  allerdings  schon 
mehrfach  angezweifelte  Behauptung  Papadopoli's,  der  Begründer  der 
modernen  Astronomie  habe  zu  Padua  Medicin  studirt,  definitiv  beseitigt 
und  die  Thatsache  unzweifelhaft  festgestellt  sei,  derselbe  habe  einzig  in 
Bologna  zum  unmittelbaren  Studienzweck  sich  aufgehalten,  und  zwar 
um  sich  in  den  für  seinen  künftigen  Beruf  wichtigsten  Fächern,  Deere- 
talen  und  Kirchenrecht,  auszubilden.  —  Andere  Aufzeichnungen,  in  deren 
Besitz  Malagola  gelangte,  beziehen  sich  auf  bemerkenswerthe  Persön- 
lichkeiten der  vorcopernicanischen  Periode,  auf  Domenico  Maria, 
Urceus  Codrus,  Scipio  Ferro  und  Nicolaus  von  Cusa. 

14.  JF".  Hipler,   Copemico  in  Bologna,   übersetzt  von  Alfonso  Sparagna, 
S.  820-325. 

Wie  der  eifrige  Copernicusforscher  Curtze  in  der  „Thomer",  so 
hat  sein  Studiengenosse  Hipler  in  der  „Ermländischen  Zeitung^'  über 
Malagola^s  neue  Errungenschaften  berichtet.  Natürlich  stimmen  beide 
Referate  in  der  Hauptsache  überein.  Nur  verbreitet  sich  die  zweite  Notiz 
mehr  über  die  Lieblingsstudien,  welche  Copernieus  zu  machen  Gelegen- 
heit geboten  war,  dabei  ist  aber  die  Vermuthung  Hipler^s,  es  sei  der 
sonst  nicht  näher  bekannte  „5rfpto  de  Mantua^^  mit  dem  berühmten 
Algebraisten  identisch,  entschieden  unhaltbar. 

16.  G.  B.  Biadego,  Intomo  aXla  vita  ed  agli  scritti  dt  (Hanfrancesco  Mal- 
fatti,  matematico  del  secolo  XVIII,  S.  361-381. 

Der  Verfasser,  dessen  Essay  über  Lorgna  im  19.  Bande  dieser 
Zeitschrift  besprochen  worden  ist,  hat  durch  vorstehend  genannte  Bio- 
graphie einen  neuen  werthvollen  Beitrag  zur  mathematischen  Literar- 
geschichte Italiens  geliefert.  Beide  Arbeiten  hängen  insofern  sachlich 
zusammen,  als  Malfatti  ein  intimer  Freund  Lorgna's  war  und  folg- 
lich da,  wo  von  Letzterem  gehandelt  wurde,  selbst  vielfach  citirt  werden 
musste.  Zur  Lebensbeschreibung  selber  standen  dem  Verfasser  vier 
Quellen  zu  Gebote:  ein  Nekrolog  von  Venturoli  von  1811,  ein  ano- 
nymer vom  1807,  ein  Elogium  von  Bernardi  und  ein  aus  der  Zeit 
der  bayrischen  Herrschaft  über  das  Trento  stammendes  Manuscript 
Antonio  Soini^s,  Gymnasialrectors  von  Ala.  Zudem  hat  Herr  Pizzini 
den  in  seinen  Händen  befindlichen  handschriftlichen  Nachlass  Mal* 
fatti's    zur  Disposition    gestellt.     Johann  Franz  Joseph  Malfatti 
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war  zu  Ala  am  26.  September  1731  geboren,  besacbte  das  Jesuiten- 
collegiam  zn  Verona  und  widmete  sich  spftter  den  mathematischen 
Studien  an  der  Universität  Bologna  unter  Riccati's  einsichtsvoller 
Leitung,  Der  Marchese  Bevilacqua  bot  ihm  die  Mittel,  sich  zu 
Ferrara  in  gesicherter  Stellung  lediglich  seiner  Wissenschaft  hingeben 
zu  können,  und  diese  Stadt  verliess  er  denn  auch  nicht  mehr  bis  zu 
seinem  Ende,  indem  er  an  der  von  Clemens  XIV.  daselbst  wieder  ins 
Leben  gerufenen  Hochschule  die  Professur  der  höheren  Mathematik  ver- 
trat und  alle  Berufungen  —  so  z.  B.  nach  Perugia  oder  Venedig  — 
bescheiden  zurückwies.  Sein  Tod  erfolgte  am  9.  October  1807;  er  war 
damals  Mitglied  der  Akademien  von  Bologna,  Turin  und  Mantua,  sowie 
der  von  Lorgna  gegründeten  italienischen  Societftt.  —  Malfatti^s 
Erstlingsarbeit  vom  Jahre  1758  behandelt  die  biquadratischen  Gleichungen; 
eine  Weiterbildung  der  dort  angedeuteten  Ideen  enthält  die  1771  zu 
Siena  erschienene  Abhandlung  über  die  allgemeine  Auflösung  algebraischer 
Gleichungen,  speciell  derjenigen  vom  fünften  Grade.  Brioschf's  Ver- 
dienst ist  es,  auf  die  Bedeutsamkeit  dieser  Untersuchungen  und  ihren 
Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hingewiesen 
zu  haben.*  Noch  kurz  vor  seinem  Tode,  1807,  kam  er  auf  diesen 
Gegenstand  zurück,  indem  er  seine  Resultate  gegen  die  seitdem  von 
Ruffini  aufgestellten  Behauptungen  von  der  Unlösbarkeit  höherer 
Gleichungen  zu  vertheidigen  suchte.  Die  „neue  italienische  Encyklo- 
pädie"  enthält  einen  interessanten  zahlentheoretischen  Artikel  Malfatti*s 
über  das  Lottospiel.  Angesichts  des  hohen  analytischen  Talentes, 
welches  er  stets  entfaltete,  und  angesichts  der  damals  allseitig  der  Analysis 
eingeräumten  superioran  Stellung  ist  doppelt  hoch  die  Liebe  und  das 
Gesehick  anzuschlagen ,  womit  Jener  seine  rein  -  synthetischen  Unter- 
suchungen ins  Werk  setzte.  Auf  diesem  Wege  stellte  er,  was  D'Al ero- 
bert eigenthümlicherweise  nicht  geglückt  war,  die  Identität  der  sogenann- 
ten Cassini -Curve  mit  der  durch  Fagnano  berühmt  gewordenen 
Lemniskate  und  mit  Bonati's  „isochronischer  Curve'^  fest.  Er  gab 
eine  neue  Lösung  des  von  Pappus  vorgelegten  Problemes,  welches  wir 
mit  dem  Namen  Ottajano's  zu  belegen  gewohnt  sind  und  welches 
später  Poncelet  durch  projectivische  Behandlung  und  Bellavitis 
durch  seinen  Aequipollenzencalcul  zum.  grösstmöglichen  Grade  von 
Allgemeinheit  erhoben.  Weitaus  am  berühmtesten  aber  machte  ihn  seine 
Behandlung  der  stereotomischen  Aufgabe,  in  ein  dreiseitiges  Prisma  drei 
Cylinder  von  grösstem  Kubikinhalt  einzubeschreiben ,  welche  Fassung, 
aus  dem  Stereometrischen  ins  Planimetrische  übersetzt,  eben  das  eigent- 

*  Wer,  ohne  direct  auf  die  Quelle  zurückzugehen,  Näheres  über  Malfatti's 
Idee  zu  erfahren  wünscht,  kann  den  Auftatz  Grunert's  „Ueber  die  Transfor- 
mationsmethoden von  Jerrard  und  Malfatti  im  46.  Bande  seines  Archivs  ver- 
gleichen. 
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lieh  sogenannte  berühmte  Mal fatti^sche  Problem  enthält.  Die  originale 
Erledigang  wird  m  extenso  mitgetheilt  nnd  eine  kurze  Geschichte  der 
späteren  Lösungen  nnd  Verallgemeinemngen  daran  geknttpft. 

Herrn  Biadego  sind  wir  auch  ffir  die  drei  umfänglichen  Anhänge 
zu  seiner  Biographie  zu  Dank  verpflichtet,  von  denen  zu  berichten  unsere 
nunmehrige  Pflicht  ist. 

16.  Catälogo  dei  lavari  di  OianfrcMcesco  Malfatti,  8.  882—387. 

Enthält  3  Separatdrncke ,  19  Abhandlungen,  die  im  6.  Bande  des 
„Bullettino'*  veröffentlichte  Correspondenz  mit  Lorgna  und  an  unge- 
druckten Schriftstücken  einen  „Tractat  von  den  Kegelschnitten  und 
Oertern*'  und  eine  Briefsammlung,  welche  demnächst  zur  Sprache  kom- 
men wird. 

17.  Catälogo  di  laiüori  rdaHvi  äl  problema  di  McäfaUi,  S.  888—392. 

Eine  werthvolle  Ergänzung  der  bekannten  Schrift  von  A.  Witt- 
stein, werthvoll  besonders  deshalb,  weil  die  Znsammenstellung  bis  auf 
die  allemeueste  Zeit  fortgesetzt  ist.  Trotz  seines  höchst  anerkennens- 
werthen  Fleisses  ist  jedoch  dem  Verfasser  eine  sehr  zu  beachtende  Pi^ce 
entgegangen,  nämlich  der  im  55.  Bande  des  „Archiv  d.  Math.  u.  Phjs." 
abgedruckte^  durch  antike  Strenge  ausgezeichnete  Aufsatz  Mendthal's: 
„Geometrischer  Beweis  der  Steiner'schen  Constniction  zur  Lösung  dea 
Malfatti*schen  Problems^ 

18.  LeUere  inedite  di  Oianfirancesco  Malfatii,  8.  393—480. 

Von  den  hier  mitgetheilten  Privatbriefen  richten  sich  67  an  Lorgna, 
9  anTiraboschi,  2anOalvagni,je  einer  anM^lvezzi  und  Cagnoli. 
Gewähren  letztere  mehr  nur  ein  literarhistorisches  Interesse,  so  ist  die 
scientiflsche  Bedeutung  des  Briefwechsels  mit  Lorgna  um  so  höher  zu 
stellen.  Wir  heben  einige  der  wichtigsten  Stücke  aus.  Im  fünften 
Briefe  widerlegt  Malfatti  eine  der  bekannten  gewagten  Behauptungen 
Lorgoa^s,  welcher  alle  Zahlenreihen  als  durch  die  Riccati*sche  Methode 

unsummirbar  erklärt  hatte,  deren  allgemeines  Glied  die  Form    —  habe, 

ohne  dass  p  und  q  Glieder  der  nämlichen  arithmetischen  Progression 
wären.  Dass  dies  falsch,  thut  er  einfach  durch  den  Hinweis  auf  folgende 
Identität  dar: 

3.8^6.12^9.16^  1.2^2.3^3.4^ 

Nr.  11  und  12,  welche  sich  mitLorgna^s  geistvoller  und  doch  unrealisir- 
barer  Idee  beschäftigen,  die  Lösung  des  irreduciblen  Falles  auf  die 
Integration  gewisser  Differentialgleichungen  zu  begründen,  sind  von 
Herrn  Biadego  bereits  früher  edirt  worden;  theil weise  gilt  dies  auch 
von  13  und  14.     Aus  Brief  16  erfahren  wir,  dass  Giordano  Riccati 
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wichtige  Experimente  in  der  Elasticit&tslebre  angestellt  hat  nnd  dahin 
gelangt  ist,  das  Gesetz  der  mit  der  Ablenkung  wachsenden  Elasticitftt 
einer  gespannten  Saite  durch  eine  Hyperbel  zwischen  ihren  Asymptoten 
darzustellen.  Als  auffällig  ist  die  aus  dem  18.  und  19.  Briefe  herror* 
gehende  Thatsache  zu  vermerken,  dass  selbst  Leute,  wie  der  eine  der 
Grafen  Riccati,  die  Bedeutung  der  mathematischen  Symbole  sich  so 
wenig  zu  eigen  gemacht  haben,  um  0.|/— 1  für  eine  von  Null  ab- 
weichende imaginäre  Grösse  zu  erklären!  Nicht  minder  wird  für  die 
Geschichte  der  höheren  Analysis  Formulirung  und  Behandlung  der  das 
dreizehnte  Schreiben  erfüllenden  Aufgabe  Interesse  bieten,  aus  der 
Gleichung 

y =|/2  r  a:  —  jr*  +  r  arc  sin  vers  x 

heraus  r  in  die  Form  f(x,y)  zu  bringen.  Brief  33  beschäftigt  sich  mit 
der  Aufgabe  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  für  drei  Ereignisse,  für 
deren  Eintritt  gewisse  günstige  Fälle  gesetzt  sind,  ^/evento  medio  probabUe^*^ 
auszumitteln ;  Brief  36  lehrt  die  Construction  einer  transscendenten  Curve, 
deren  Gleichung    in    den   uns    geläufigen  Polarcoordinaten    diese    wäre: 

r= .     Auf  ein  anderes  Gebiet  führt  Brief  39,   in  welchem  gegen 

die  von  Lambert  seiner  „Photometrie*^  zu  Grunde  gelegten  Hypothesen 
polemisirt  wird.  Ein  ganz  neues  Licht  auf  die  Schwierigkeiten  und 
inneren  Widersprüche  der  damals  üblichen  Reihenlehre  wirft  der  vier- 
zigste Brief.     Eni  er  hatte  gefunden,    dass    der    convergirenden   Reihe 

7-3=4  +  3^4  ~0:-4+-"  <»«'•  W^'t»'  3^    entepreche;    Mal- 

3 
f  atti  giebt  der  Reihe  durch  Zusammenfassung  je  zweier  Glieder  die  Form 

"  ^  \    4  ■•"  7:2  "''loTö  "''lO  "*■  •  V 

und  findet  jetzt  den  Werth  00.  Er  bittet  Lorgna,  ihm  Aufklärung 
über  das  gefundene  Paradozon  zu  verschaffen.  Dazu  hätte  aber  jeden- 
falls eine  schärfere  Auffassung  der  Begriffe  von  Convergenz  und  Diver- 
genz gehört,  als  sie  Lorgna  selbst  zu  Gebote  stand;  darüber  klärt  uns 
völlig  Brief  46  auf,  in  welchem  Mal f atti  dem  Freunde  dessen  ungenirte 
Rechnung  mit  unendlichen  Grössen  urgirt.  Brief  52  enthält  die  schon 
berührte,  höchst  elegante  Auflösung  des  Ottaj an o -Problems,  von  dem 
Papp  US  lediglich  einen  Specialfall  in  Betracht  gezogen  hatte  (vgl. 
Ohasles-Sohncke,  Geschichte  der  Geometrie,  S.  341).  Schliesslich 
ist  noch  die  in  Nr.  67  angeführte  Reihe  bemerkenswerth,  durch  welche 
ganz  allgemein  jede  trinomische  Gleichung  beliebigen  Grades  gelöst 
werden  soll. 

Die  Briefe  dienen  im  Wesentlichen   nur   zur  Bekräftigung  des  Ein- 
druckes über   die   Persönlichkeit   Malfatti's,    den   man   schon  jms   derj 
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Lcctüre  der  Biographie  mit  fortgenoromen  hat.  Es  Hegt  vor  nns  ein 
stilles,  bescheidenes  und  harmonisches  Gelehrtenleben ,  im  engen  Kreise 
einer  italienischen  Provinsialstadt  sich  abspielend  und  doch  in  stetem 
Contact  mit  dem  Fluge  der  gerade  damals  so  plötzlich  nnd  hoch  sich 
anfschwingenilen  Wissenschaft. 

19.  Goffredo  Friedlein.  Necrologia  dd  Dr,  MauriMto  Cantor,  fibersetzt 
Ton  Alfonso  Sparagna,  8.681—636. 

Uebertragen  aus  dieser  Zeitschrift  20.  Jahrg.,  Hist.-lit  Abtheil. 
S.  109flgg.  Beigegeben  ist  eine  Ueberschau  sftmmtlicher  erschienener 
Nekrologe. 

20.  Catalogo  dei  lavori  dd  Dr.  Goffredo  Friedlein,  S.  636—668. 

10  selbststftndige  Veröffentlichungen,  53  Zeitschrift  -  Artikel  und 
Kritiken. 

21.  J.  J.  Ahria  et  J.  Hoüel,  Notice  sur  la  vie  et  les  iraf>aux  de  Victor^ 
Am^dü  Le  Besaue,  Correspondant  de  VlnttittU,  Professett/r  hanoraire  ä  la 
faculU  des  sciences  de  Bordeaux,  S.  664 — 666. 

Der  wackere  Veteran  der  Zahlen theorie  ist  am  10.  Juni  1875  zu 
Paa  in  einem  Alter  von  S3%  Jahren  heimgegangen ,  und  zwei  seiner 
Collegen  widmen  ihm  diesen  durch  die  nachher  zu  nennende  Selbst- 
biographie ergänzten  Nachruf.  Ursprünglich  Soldat,  nahm  Le  Besgue 
eine  Hauslehrerstelle  in  England  und  Russland  an  und  lebte  dann  seit 
1830  als  Lehrer  in  verschiedenen  Städten  Frankreichs»  in  Nantes,  Epinal, 
Ncufscbateau.  Im  Jahre  1838  erhielt  er  die  Professur  in  Bordeaux,  die 
er  bis  an  sein  Ende  bekleidete,  obschon  er  dazwischen  wieder  yielfacli 
seinen  eigentlichen  Aufenthaltsort  wechselte.  Seine  enorme  wissenschaft- 
liche Regsamkeit  bethätigte  sich  fast  exclusiv  im  Gebiete  der  höheren 
Zahlentheorie  und  ebenso  ausschliesslich  in  kurzen  Abhandinngen;  von 
grösseren  Publikationen  sind  nur  zu  erwähnen  y^Exercices  danaJyse 
numSrique^^  und  ^Jntroduction  ä  la  thiorie  des  nombres^^  —  letzteres  freilich 
nur  ein  Torso. 

22.  Catalofftte  des  trava%uD  de  V,  A.  Le  Besgue,  S.  666—678. 

Ausser  jenen  zwei  Büchern  und  zwei  handschriftlich  nachgelassenen 
Arbeiten  noch  121  Nummern. 

23.  Notice  siMT  les  prineipa%uD  travaux  de  V.  A.  Le  Besgue,  ridigie  par  lui- 
mime,  S.  674-682. 

Der  Verfasser  beabsichtigte  im  Jahre  1860,  um  den  Posten  eine« 
wirklichen  Akademiemitgliedes  nachzusuchen,  leistete  aber  mit  der  ihm 
eigenen  Schüchternheit  später  auf  seinen  Plan  Verzicht.  Die  gedrängte 
Skizze,  welche  er  bei  diesem  Anlass  von  seinen  scientifischen  Leistungen 
entwarf,  haben  wir  hier  vor  uns.  —  Die  aphoristischen  Andeutungen 
über  die  aller  wichtigsten  Fragen,  so  z.  B.  über  die  Congruei^B  n*^**  Orades, 
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aber  die  Aaflösang  von  Gleichungen  mittelst  Ketten briichen  etc.  etc., 
sind  allerdings  nnr  für  Den  brauchbar,  der  Le  BiBSgue^s  Untersuchungen 
speciell  studiren  will,  dann  aber  auch  von  nm  so  höherem  Werthe,  weil 
die  Notieen,  wie  Herr  Hoüel  bemerkt»  die  nicht  selten  sich  findenden 
U  nvollkommenheiten  der  Darstellung  beseitigen  können. 

24.  F.  A.  Le  Besgue,  Notes  sur  les  opuactUes  de  Leonard  de  Ptse,  S.  ö8a 
bis  594. 

Der  Herr  Herausgeber  des  „Bullettino**  hat  sich  das  Verdienst 
erworben,  durch  diesen  Abdruck  ein  interessantes  opus  posthumum  Lc 
Besgue's  zugänglich  zu  machen.  Zu  diversen  Problemen  Leonardo 
Fibonacci^s  aus  der  bestimmten  und  noch  mehr  aus  der  unbestimmten 
Analjsis  giebt  Jener  die  Lösungen  und  Determinationen  in  dem  Sinne, 
wie  er  durch  die  moderne  Wissenschaft  gefordert  wird. 

26.  Prophatit  Judciei  MontepessUlani  Massüiensis  (a,  1300)  prooemium  in  alma- 
nach  adhuc  ineditum  e  versionibue  duäbus  antiquis  (altera  quoque  ifUer- 
polata)  una  cum  iexiu  hebraico  e  mamuscriptis  primum  edidit,  suamque 
versionem  latinam  verbalein  adjecU  Mauritius  Steinschneider,  S.  595 
bis  614. 

Prophatius  (eigentlich  Jakob  ben  Machir)  von  Montpellier 
zählte  als  Polyhistor  und  speciell  auch  als  gründlicher  Kenner  der 
Mathematik  zu  den  berühmtesten  jüdischen  Gelehrten  seiner  Zeit  (gest. 
1307  oder  1309).  Abgesehen  von  vielen  Uebersetzungen  aus  dem 
Arabischen,  die  vorwiegend  astronomische  Bücher  betreffen,  stammt  aus 
seiner  eigenen  Feder  die  ausführliche,  16  Capitel  erfüllende  Beschreibung 
des  , Jüdischen  Quadranten'*,  eines  von  ihm  erfundenen  Instrumentes, 
sowie  ein  ewiger  Almanach,  d.  h.  eine  astronomische  Tabellensammlnng 
in  hebräischer  Sprache.  Hiervon  existiren  sieben  Codices.  Von  dem 
^^prooemium^'  dieses  Tafelwerkes  nun  hat  man  eine  weit  grössere  Anzahl 
lateinischer  Handschriften,  von  denen  nur  eine  die  wortgetreue  lieber- 
Setzung  bietet,  während  neun  eine  mehr  oder  weniger  zusatzreiche  Para- 
phrase enthalten  und  fünfzehn  weitere  als  ,^codices  incerii^*^  aufgeführt 
werden  musaten.  Mitgetheilt  wird  dann  die  eigene  Textwiedergabe 
Steinschneider *s,  eine  alte  Uebersetzung,  die  Paraphrase  und  das 
Original.  Sachlich  ist  ans  dieser  Einleitung  die  Bemerkung  des  Pro- 
phatius von  Bedeutung,  dass  die  Tafeln  des  Talmi  (Ptolemaeus)  gar 
Nichts  mehr  leisten  könnten,  wohl  aber  diejenigen  des  weit  späteren 
Zarkali,  an  die  er  seine  eigenen  anschliesae. 

Wir  dürfen  also,  da  Ar^achel  ein  eifriger  Anhänger  der  sogenann- 
ten Trepidationstheorie  war,  ein  Gleiches  auch  wohl  von  Prophatius 
erwarten. 

26.  C.  E.  Sedillot,  Lettre  ä  D.  B.  Boncompagni  sur  la  vie  et  les  travaux  de 
M.  Louis  Amelie  Sedülot,  S.  649-665. 
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Der  zweite  Vertreter  der  um  die  Geschichte  unserer  Wissenschaft 
so  hoch  verdienten  Familie  8 öd i Hot  ist  am  2.  December  1875  von 
hinnen  geschieden  und  sein  Bruder  widmet  ihm  einen  warmen  Nachraf. 
Als  Sohn  jenes  J.  J.  Södillot,  bei  dessen  Tod  Alexander  v.  Hum- 
boldt die  wahren  Worte  sprach:  ,,er  werde  von  der  Mathematik  und 
von  den  orientalischen  Sprachen  gleichmässig  betrauert'',  am  23.  Juni 
1808  zu  Paris  geboren,  lehrte  er  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
die  Geschichte  an  verschiedenen  Collegien  seiner  Vaterstadt  und  wandte 
sich  mit  Eifer  und  Erfolg  der  von  seinem  Vater  cnltivirten  Specialdisci- 
plin  zu.  Seine  vorzüglichsten  Schriften  werden  aufgezählt;  ausserdem 
wird  einiger  anderer  wichtiger  Arbeiten  Erwähnung  gethan,  so  der  Unter- 
suchung der  platonischen  Spirale,  seiner  üebersetzung  der  ^^Connus  geo- 
metn'ques^^  von  Hassan  ben  Haithem  u.  A.  Natürlich  ist  auch  der 
unerquickliche  Streit  über  eine  Stelle  des  Abul-W^fa  nicht  vergessen 
worden,  den  Libri  provocirte.  Der  kurze  Aufsatz  schllesst  mit  der  tief 
empfundenen  Grabrede,  welche  der  zeitige  Dlrector  des  ^^CoUege  de 
France^\  Laboulaje,  einem  seiner  tüchtigsten  Professoren  gehalten  hat.* 

27.  B.  Boneompagnt,  CaUüogo  dei  lavori  di  Lmgi  Amelio  S^düloty  S.  656 
bis  700. 

Dieser  Catalog  hat  den  Vorzug,  nebenbei  auch  noch  alle  bei  Leb- 
zeiten des  Verstorbenen  publicirten  biographischen  Artikel  über  denselben 
genau  anzugeben.  Es  sind  deren  neun.  Selbst  veröffentlicht  hatSddil- 
lot  17  Schriften  von  zum  Theile  äusserst  heterogenem  Inhalt  und  95 
kleinere  Abhandlungen  für  Zeitschriften  und  akademische  Repertorien. 
Ungedruckt  fanden  sich  in  seiuem  Nachlasse  zwei  Noten  über  die  von 
ihm  mit  so  viel  Eifer  ventilirte  Geschichte  der  dritten  Mondungleich- 
heit vor,  welche  ursprünglich  für  die  Pariser  Akademie  bestimmt  ge- 
wesen waren.  , 

'  88.  Maurieio  Cantor,  8uUa  ncurianalüä  dd  Copemico,  übersetet  von  Alfonso 
Sparag^a,  8.701—716. 

Dieser  Artikel  ist  eine  von  Autor,  Uebersetzer  und  Herausgeber  mit 
Zusätzen  versehene  Üebersetzung  des  in  der  Beilage  zur  „Allgem.  Zeitung** 
vom  1.  August  1876  veröffentlichten  Referates  über  die  neuesten  Ergeb- 
nisse der  Copernicus-Forschung.  Es  werden  sorgfältig  die  Gründe 
abgewogen,  welche  von  den  Einen  für  die  germanische,  von  den  Anderen 
für  die  polnische  Abstammung  des  Reformators  geltend  gemacht  worden 
sind.  Letztere  laufen  gewöhnlich  auf  die  drei  Punkte  hinaus,  dass  der 
Name  Co  per  nie  deutlich  die  slavische  Wurzel  erkennen  lasse,  dass  sein 
Vater  ein  Pole  von  Nation  war  und  .dass  seine  Vaterstadt  (Thom)  unter 


*  Es  gereicht  uns  zur  Freude,  conetatiren  zu  können,  dass  auf  gewisse 
extreme  Docirinen  des  verdienten  Mannes  über  die  Stellung  der  Araber  su  anderen 
Völkern  gar  nicht  weiter  eingegangen  worden  ist. 
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polnischer  Oberbotmässigkeit  gestanden.  Das  Erstere  iKsst  sieb  nun 
duTchans  nicht  mit  Sicherheit  erweisen,  denn  nicht  einmal  die  Endsilbe 
„nie**  ist  ganz  sicher  eine  slavische  und  noch  viel  weniger  das  Stamm- 
wort „copper'*  (Kapfer).  Der  Vater  Nico  laus,  hatte  sich  allerdings 
erst  1462  in  Thorn  niedergelassen  und  vorher  sein  Domicil  in  Krakau 
gehabt;  allein  das  Krakan  der  angehenden  Neuzeit  war  eine  fast  rein 
deutsche  Stadt,  blühend  durch  deutsche  Kunst  und  Wissenschaft  —  man 
denke  an  den  grossen  dort  gebttrtigeik  Künstler  Veit  Stoss«  Und  was 
die  Stellung  Thoms  als  einer  polnischen  Stadt  anlangt,  so  ist  ja  bekannt, 
dass  deren  Bürger,  lediglich  um  der  Herrschaft  der  preussischen  Ordens- 
ritter zu  entrinnen,  sich  in  ein  sehr  platonisches  Abhängigkeitsverhftltniss 
zur  Krone  Polen  begaben  und  trotz  aller  Annexionsversuche  ihren 
deutschen  Charakter  treu  zu  bewahren  verstanden.  Soweit  war  nur  von 
der  Vergangenheit  des  Copernicus  die  Rede.  Um  ihn  selber  als 
polnischen  Patrioten  hinzustellen,  mussten  fünf  weitere  Momente  her- 
halten: Er  habe  in  Krakau  studirt,  seine  Observationen  stete  auf  den 
Krakauer  Meridian  bezogen,  die  Münzreform  seiner  Vaterstadt  gefördert, 
sein  Domcapitel  im  Streite  mit  dem  deutschen  Hochmeister  unterstüzt 
und  —  laii  not  least  —  als  Pole  in  das  Matrikelbuch  von  Padua  sich 
eigenhändig  eingezeichnet.  Die  HinfÜlligkeit  dieser  Scheingründe  wird 
eingehend  nachgewiesen.  Speciell  betre£Ps  des  fünften  Argumentes  wird 
hervorgehoben,  dass  der  Historiker  Papadopoli,  auf  den  man  sich 
immer  zu  berufen  pflegt,  nicht  den  mindesten  Glauben  verdiene,  dass 
dagegen  die  neuesten  Forschungen  Malagola*s  (s.  o.  13)  es  ausser  allen 
Zweifel  gesetzt  haben,  welcher  Nationalität  sich  Copernicus  zugerechnet 
wissen  wollte.  Speciell  hat  Malagola  in  jenem  Register  den  Namen 
in  der  urdeutschen  Form  „Kopfernick^^  geschrieben  gefunden.  — 

„Wer  Vieles  bringt,  wird  Jedem  Etwas  bringen**,  so  könnte  mit 
allem  Rechte  die  Devise  des  reichhaltigen  Bandes  lauten,  von  dem  wir 
vorstehend  eine  Schilderung  zu  geben  versuchten. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Orundriss    der    Dioptrik    geschichteter    Linsensysteme.     Mathematische 

Einleitung  in  die  Dioptrik  des  menschlichen  Auges  von  Dr.  Ludwig 

Matthibssbn,    ord.  Professor   der  Physik   an  der  Universität  zu 

Rostock.     Leipzig,  B,  G.  Teubner,  1877.     276  S. 

Wie  der  Verfasser  in   dem  Vorworte  angiebt,   waren   es  besonders 

drei  Beweggründe,   die   ihn   zur  Abfassung  und  Veröffentlichung  dieses 

Buches  führten:  1.  Die  KettenbrUchfunctionen,  durch  welche  Gauss  die 

Orte    der  Cardin  alpunkte    eines    dioptrischen  Systemes  finden    lehrt,   in 
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elementarer  Darstellung  einem  grösseren  wissenschaftlicliou  Publikum 
zum  Verstau dniss  au  bringen  und  hierdurch  die  Dioptrik  des  Auges 
einer  genaueren  und  eingehenderen  Behandlung  zusufähren,  als  solche 
namentlich  ohne  Berücksichtigung  der  Schichtung  in  der  Krystalllinse 
möglich  ist;  2.  die  Kenntniss  über  die  Brechungsindices  der  flüssigen 
Augenmedien  sowohl,  wie  der  Häute  und  Schichten  der  KrystalUinse 
durch  neue  Messungen  su  erweitem;  3.  die  Gewinnung  von  Integralen 
zur  Bestimmung  der  Cardinalpunkte  eines  Systemes  von  coatinuirlich- 
variablem  Brechungsindex  und  ihre  Anwendung  auf  die  geschichtete 
KrystalUinse. 

Dem  Inhalte  entsprechend,  zerfällt  der  Grundriss  in  zwei  Haupt- 
abschnitte: in  die  Dioptrik  geschichteter  Linsensysteme  (§§  1 — 39,  B.  1 
bis  132)  und  in  die  Dioptrik  des  menschlichen  Auges  (§§40-'69,  S.  133 
bis  276). 

Die  Dioptrik  eines  Linsensystemes  ist  seit  Gauss  und  unter  Zu- 
grundelegung der  von  ihm  eingeführten  Näherungen  Gegenstand  zahl- 
reicher Bearbeitungen  geworden,  wie  auch  aus  dem  vom  Verfasser  am 
Schlüsse  seines  Buches  gegebenen  Literaturverzeichnisse  hervorgeht,* 
und  zwar  basiren  viele  derselben  theils  auf  den  elementarsten  Hilfs- 
mitteln der  neueren  Geometrie,  theils  auf  elementaren  analytisch -geo- 
metrischen Methoden.  Die  letztgenannten,  die  C.  Neumann  in  seiner 
bekannten  Schrift:  „Die  Haupt-  und  Brennpunkte  eines  Linsensystems'^ 
mit  gewohnter  Meisterschaft  handhabt,  hat  auch  der  Verfasser  in  dem 
vorliegenden  Grundrisse  zur  Anwendung  gebracht,  ist  aber  insofern 
weiter  gegangen  als  andere  Autoren,  als  er  der  Entwickelung  von 
Formeln  zur  Bestimmung  der  Hauptpunkte  und  Brennweiten  dne  viel 
eingehendere  Behandlung  angedeihen  lässt,  als  es  in  elementaren  Theorien 
sonst  der  Fall  zu  sein  pflegt.  Hierin  erblicken  wir  auch  den  Haupt- 
werth,  welchen  der  erste  Hauptabschnitt  gegenüber  verschiedenen,  der 
Form  nach  vielleicht  vollkommeneren  Darstellungen  des  Gegenstandes, 
behaupten  darf. 

Nach  einigen  einleitenden  Bemerkungen,  betrefiend  die  einzuführen- 
den Näherungen,  die  Gesetze  der  Brechung  und  Reflexion,  betrachtet 
der  Verfasser  zunächst  die  Brechung  au  einer  Kugelfläche.  Diesem 
ersten  Abschnitte,  der  Grundlage  des  Folgenden,  hätten  wir  eine  über- 
sichtlichere Anordnung  und  etwas  mehr  Kürze  gewünscht.  Unserem 
Gefühle  nach  verweilt  der  Verfasser  hier  wie  auch  im  folgenden  Abschnitte 
zu  lange  bei  speciellen  Fällen  und  geht  in  dem  Bestreben,  immer  wieder 
mit  conjugirten  Axenpunkten  die  Darstellungen  zu   beginnen,    etwas  zu 


•  In  diesem  verinißaten  wir  u.  A.  das  vorKÜgliche  Schriftchen  von  Prof. 
Feiice  Casorati:  Alctmi  strumenti  topografiei  a  rifl^ssione  e  le  proprietä  ear- 
dinali  dei  cannoeckiali  anche  non  centrati.    Milano,   Giuseppe  Bemardani,  187^, 
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weit.  So  konnteu  unseres  Erachtens  durch  frühere  Betrachtung  conju- 
girter  Ebenen  und  häufigere  Benutsung  ihrer  Eigenschaften  hier  und 
späterhin  nicht  unwesentliche  Vereinfachungen  erzielt  werden.  Auch 
einige  Ungenauigkeiten  und  Unklarheiten  im  Ausdrucke,  wie  z.  B.  dass 
Punkte  der  Wellenfläehe  in  demselben  Augenblicke  „gleiche  Schwingungs- 
richtung oder  Phase**  besitzen;  die  Erklärung  der  Möglichkeit  von 
Strahlenkegel  mit  blos  geometrischem  (nicht  physischem)  Strahlpunkte 
(§  3) ;  die  Behauptung  auf  Seite  4,  dass  die  Gleichung 

zwischen  den  Amplituden  des  einfallenden,  reflectirten  und  gebrochenen 
Strahles  der  Ausdruck  für  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft  sei;  der  auf  S.  23  und  24  nochmals  gegebene  Beweis  von  der 
Convergenz  der  gebrochenen  Strahlen  in  einem  Punkte  mittels  des  Satzes 
von  den  Ordinäten  conjugirter  Strahlen  in  den  Brennpunkten,  der  ohne 
Weiteres  doch  nur  für  Strahlen  in  einer  Axenebene  richtig  ist  u.  dgl.  m. 
hätten  sich  wohl  leicht  vermeiden  lassen. 

Mit  §  14  wird  übergegangen  zu  einem  Systeme  brechender  centrirter 
Kugelfiächen,*  für  ein  solches  System  die  10  Cardinalpunkte  von  Gauss, 
Listing  und  Töpler  eingeführt,  die  auf  sie  bezüglichen  Abscissen- 
gleichungen  conjugirter  Punkte  aufgestellt  und  mit  Hilfe  der  Cardinal- 
punkte die  Construction  von  conjugirten  Strahlen  und  Funkten  auf 
sieben  verschiedene  Arten  gezeigt.  Für  die  bekannte  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Brennweiten  giebt  der  Verfasser  mehrere  Ableitungen:  die 
Helmholtz*sche,  der  drei  andere  etwas  modificirte  folgen,  und  die 
Neu  mann 'sehe.  Hierauf  folgen  die  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Haupt-  und  Brennpunkte.  Hervorzuheben  wären  namentlich  die  in  §§  23, 
25  und  26  aufgestellten  Formeln  zur  Bestimmung  der  Entfernungen  der 
Brennpunkte  von  den  Grenzflächen  des  Systemes,  für  die  Brennweiten 
bezogen  auf  die  Hauptebenen  und  für  die  Orte  der  Hauptpunkte.  Die 
in  den  Formeln  auftretenden  Grössen  sind  sämmtlich  darstellbar  als 
Glieder  eines  und  desselben  Kettenbruches,  wodurch  die  Berechnung 
eine  sehr  übersichtliche  und  gleichförmige  wird.  Für  das  Verhältniss 
der  Ordinäten  conjugirter  Punkte  werden  weiter  Ausdrücke  aufgestellt 
ohne  Zuhilfenahme  der  Cardinalpunkte,  die  also  direct  aus  den  Daten 
des  Systemes  berechnet  werden  können  und  auf  4iese  Ausdrücke  neue 
Methoden  zur  Bestimmung  der  Cardinalpunkte  gegründet.  Auf  einige 
merkwürdige  Belationen  zwischen  den  Abscissen  von  Object-  und  letztem 
Bildpunkte  und  den  Abscissen  der  zwischenliegenden  Bildpunkte  (S.  90 
bis  93)  soll  hier  noch  hingewiesen  werden.  Die  constructive  Bestimmung 
der  Cardinalpunkte  nachReusch,  Betrachtungen  über  dieListing'schen 


*   Der  zweite  Absatz  dieses  Paragraphen  ist  wohl  so  allgemein,  wie  es  der 
Text  behauptet,  nicht  richtig. 
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asymptotischen  Punkte,  über  die  Wirkungen  versehiedener  Linsenarten 
und  über  Aplanatismus  und  Achromatisnms  beschliessen  den  ersten 
Haupttheil. 

Der  zweite  Haupttheil  umfasst  mathematische  und  die  Resultate 
experimenteller  Untersuchungen.  In  letzterer  Beziehung  trügt  der  Ver- 
fasser ein  sehr  reiches  und  werthvolles  Material  zusammen  sowohl  aus 
fremden,  wie  aus  eigenen  zahlreichen  Bestimmungen  der  Brechungs- 
exponenten'^  der  Augenmedien,  speeiell  der  Schiobl^n  der  Eürystall- 
linse  des  menschlichen  Auges,  wie  auch  mehrerer  Thieraugen.  Der 
Zunahme  der  Brechungsezponenten  der  Schichten  gegen  den  innersten 
Kern  der  Linse  konnte  ein  einfaches,  allen  untersuchten  Augen  gemein- 
sames Gesetz  angepasst  werden:  diese  Zunahme  ist  der  Entfernung  der 
betreffenden  Schichte  vom  innersten  Kerne  proportional ;  diese  Proportio- 
nalität mit  der  Entfernung  findet  auch  sehr  wahrscheinlich  statt  für  die 
Krümmungsradien  der  Schichten,  wie  der  Verfasser  aus  eigenen  Messungen 
am  Ochsenauge  und  aus  Messungen  am  menschlichen  Auge  von  Trevi- 
ran  US  schliesst. 

Die  mathematischen  Untersuchungen  enthalten  Anwendungen  der 
im  ersten  Theile  gegebenen  Formeln  auf  die  Bestimmung  der  Cardinai- 
punkte  des  accomodirten  und  accomodationslosen  Menschenauges  unter 
Voraussetzung  einer  homogenen  Krystalllinse ,  bei  welcher  Gelegenheit 
der  Verfasser  den  Vorschlag  macht,  das  sogenannte  reducirte  Auge  etwas 
anders  als  von  Listing  geschehen  zu  bestimmen,  nämlich  den  Scheitel- 
punkt der  substituirten  brechenden  Fläche  mit  dem  ersten  Hauptpunkte 
und  ihren  Krümmungsmittelpunkt  mit  dem  zweiten  Knotenpunkt  zusam- 
menfallen zu  lassen,  was  in  der  That  den  Anforderungen  besser  ent- 
spricht. Ferner  wird  die  Krümmung  der  Netzhautbilder  untersucht  und 
ihre  Uebereinstimmung  mit  der  der  Netzhaut  nachgewiesen  (§  45)  und 
in  §  49  werden  jene  Punkte  im  Innern  des  Auges  aufgesucht,  dessen 
Bilder  die  Haupt-  oder  die  Knotenpunkte  sind.** 

Sehr  ausführlich  untersucht  der  Verfasser  das  Verhalten  der  ge- 
schichteten ELrystalllinse.  Zunächst  wird  ein  Näherungsverfahren  in  An- 
wendung gebracht  (S.  185  und  199),  indem  die  Linse  aus  7  Schichten 
bestehend  betrachtet  wird;  später  folgen  dann  Integralformeln  zur  Be- 
rechnung der  Brennweiten  und  der  Orte  der  Fundamentalpunkte. 

Diesen  Abschnitten,  denen  doch,  wie  aus  der  Vorrede  hervorgeht, 
besondere  Wichtigkeit  beigelegt  wird,  hätten  wir  eine  ausführlichere 
Begründung  gewünscht,   denn   die  Annahmen,   die   dem  Verfahren  und 

*  Sie  wurden  ausgeführt  an  einem  grossen  Abb  ersehen  Refractometer. 
**  Die  auf  S.  167  gegen  Helm  hol  tz  gerichtete  Bemerkung  beruht  wohl  auf 
eiuem  Uebersehen,  denn  es  ist  in  der  That,  wie  schon  die  Fig.  59  erkennen  lässt, 
der  erste  Knotenpunkt  das  Bild  des  strittigen  Punktes  A^i  bezüglich  der  Hornhaut; 
allerdings  ist  A;i  kein  reeller  Yereinigungspunkt. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Reeensionen.  63 

den  Formeln  zu  Grande  liegen,  sind  bezüglich  ihrer  Zulttssigkeit  keines- 
wegs so  unmittelbar  evident,  werden  anch  an  einigen  Stellen  kaum  her- 
vorgehoben. 

So  werden  in  der  Rechnung  §  54  den  drei  schaalenf^rmig  sich  um- 
Bchliessenden  Schichten  und  dem  inneren  Kerne  vier  sich  durchdringende 
biconvexe  (volle  homogene)  Linsen  substituirt  und  diese  vier  Linsen 
nach  den  für  hintereinander  geschichtete  Systeme  giltigen  Formeln 
combinirt.  Ein  solches  Verfahren  liease  sich  wohl  rechtfertigen  ffir  eine 
angenäherte  Berechnung  der  Brennweite,  wenn  nftmlich  die  Linsendicke 
vernachlässigt  wird,  allein  zur  Bestimmung  der  Hauptpunkte  scheint  uns 
dasselbe  nicht  anwendbar.  Eine  gleiche  Substitution  einer  vollen  homo- 
genen Linse  an  Stelle  der  Linsenschaale  liegt  wohl  auch  den  Differential- 
ausdrttcken  für  den  reoiporoken  Werth  der  Brennweite  (8.  188}  und  für 
den  Ort  der  Hauptpunkte  (S.  191)  zu  Grunde.* 

Die  vom  Verfasser  für  verschiedene  Augen  aufgefundenen,  über- 
raschend einfachen  Beziehungen  zwischen  den  Brennweiten  der  Kern- 
linse,  der  ganzen  Krystalllinse  und  der  von  Corticalsubstanz  gebildeten 
vollen  homogenen  Linse  (Fundamentalllinse)  bleiben  angenähert  richtig, 
da  die  benutzten  Formeln  die  Brennweiten  sehr  nahe  richtig  darstellen. 
Ob  jedoch  diese  Näherungen  hinreichen,  um  über  Aplanatismus  und 
chromatische  Abweichung  der  geschichteten  Krystalllinse  zu  entscheiden 
(§§  59  und  61),  mag  dahingestellt  bleibeu.  Ophthalmometrische  Probleme 
und  eine  Untersuchung  über  die  Trajectorie  der  Strahlen  in  der  Linse 
bilden  den  Schluss  des  Werkes,  das  durch  seinen  reichen  und  viel- 
seitigen Inhalt  gewiss  seinen  Zweck,  zu  weiteren  theoretischen  und 
experimentellen  Untersuchungen  anzuregen,  nicht  verfehlen  wird. 

Prag,  im  November  1877.  F.  Lippich. 


Handbuch  der  niederen  Geodäsie  von  Fribdb.  HAaTNBR.    5.  vermehrte 

Auflage,    bearbeitet   von    Josef  Wastlbr,   a.   o.  Professor    der 

Geodäsie   an    der    k.  k.  technischen    Hochschule    in    Graz.      Mit 

397  Holzschnitten  und  2  Tafeln.  Wien,  1876.   gr.  8^.  XII.   760  S. 

5.  Auflage!     Diese  zwei  Worte  geben   eine  genügende  Kritik  der 

früheren  Ausgaben,  so   dass  nur  die  Vergleiehung  der  neuen  mit  jenen 

älteren  zu  machen  bleibt. 


*  Leitet  man  fdr  ein  System  mit  continuirlioh  veränderlichem  ßrecbangs- 
index  n  die  Differentialansdrücke  ab  für  den  Ort  des  Brennpunktes  nnd  zuge- 
hörigen Hauptpunktes,  indem  man  die  unendlidi  dünnen  Schichten  nachein  an« 
der  combinirt,  so  erhält  man 

(1       dn  dn  dx         da   _   dtp 

x—<p  ~^nr     n{x—<p)     (i-y)*'  ar— «""«-y  * 
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Es  ist  sunäcfast  wahrsanehmen,  dass  die  Ausdrucksweise  eine  sorg- 
fältige Durcliflicht  erfahren  bat,  sie  ist  klar  und  nirgends  schleppend; 
manches  Sprachliche  wird  freilich  „im  Reiche'*  als  mehr  oder  minder 
berechtigte  österreichische  Eigenthümlicbkeit  angesehen  werden.  Die 
Ausstattung  des  Buches  ist  gat,  namentlich  sind  die  Abbildungen  za 
loben  wegen  ihrer  Deutlichkeit  und  der  Vermeidung  überflüssiger  und 
▼erwirrender  Nebensachen.  Druckfehler  sind  massig  vorhanden,  ein 
Viertelhundert  Berichtigungen  bringt  die  letste  Seite. 

Die  neueren  Arbeiten  im  Gebiete  der  niederen,  einige  auch  aus  der 
höheren  Geodäsie,  sind,  mit  erkennbarer  Vorliebe  für  die  (allerdings 
zahlreichen)  österreichischen,  meistens  berücksichtigt,  entweder  nur  durch 
passende  Verwerthung  ihrer  Ergebnisse  oder  mit  dankenswerther  Quellen- 
angabe. Ausser  vielfachen  Abänderungen  und  kleineren  Zusätzen,  mit 
denen  man  wohl  einverstanden  sein  kann,  ist  in  der  vermehrten  Aus- 
gabe folgendes,  das  in  der  vom  Vorworte  zur  5.  Auflage  eingehaltenen 
Ordnung  angegeben  wird,  neu  aufgenommen: 

Der  SteinheiTsche  Heliotrop;  Ausführliches  über  die  Genauigkeit 
der  Längenmessungen;  die  Messräder;  der  anallatische  Distanzmesser 
von  Porro;  die  Untersuchung  über  die  Elxcentricität  des  Höhenkreises; 
der  Theodolith  von  Breithaupt;  die  Untersuchung  des  Fehlers  im 
Höbenwinkel  wegen  Schiefstehens  der  Rotationsaxe;  das  Abstecken  langer 
gerader  Linien;    das  Ausstecken  von  Kreisbögen;    die    durch  die  neue 


wenn  9,  a,  o;  beziehungsweise  die  von  einem  Fizponkte  aaf  der  Axe  (etwa  dem 
Kernpunkte  der  Linse)  gezählten  Entfernungen  des  Brennpunktes,  des  Haupt- 
punktet und  jener  Schiebte  bedeuten,  zu  welchen  erstere  gehören,  r  aber  den 
Krfimmangsradius  der  Schichte,  positiv  gezählt,  wenn  der  Krümmongsmittelpunkt 
im  Sinne  der  positiven  x  der  Schichte  voraus  liegt  Die  erste  Gleichung  kann 
mit  der  des  Verfassers  in  UebereinstimmuDg  gebracht  werden,  wenn  man  x-tp 
sehr  gross  gegen  nr  voraossetzt,  was  far  die  Erystalllinse  einigermassen  zutrifft. 
Zählt  man  die  Entfernungen  femer  vom  Linsencentram^  so  wird  auch  x  gegen  9 
sehr  klein  und  man  hat  dann  angenähert 


1  __^dn     1    _  fdn^   Arfn 


und  zwar  die  zweite  Formel  im  Falle  der  Accomodation ,  in  welchem  für  zwei 
gleichweit  vom  Mittelpunkte  abstehende  Schichten  die  r  gleich  und  entgegen- 
gesetzt werden;  d  bedeutet  die  halbe  Linsendicke.  Die  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  a,  also  des  Hauptpunktes,  scheint  uns  jedoch  mit  der  des  Yerfiissers  nicht 
vereinbar. 

Auf  8.  264  wird  eine  Ableitung  des  Differentialausdruckes  für  die  Brenn- 
weite gegeben,  die  zu  unserer  Gleichung  geführt  hätte.  Allein  erstlich  begnüg 
sich  der  Yerfiisser  mit  einer  N&herung  und  substituirt  statt  der  Entfernung  {x) 
des  Brennpunktes  von  der  Grenze  der  Schichte,-  die  Entfernung  des  Brennpunktes 
vom  Linsencentrum ,  andererseits  wird  unrichtiger  Weise  n  =  l  statt  n=l  +  <ln 
in  die  Gleichung  gesetzt,  welche  bei  endlichem  Weithe  von  n  für  die  Absciasen 
der  coi\jugirten  Punkte  gilt. 
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Instruction  des  österreichischen  Katasters  bedingten  Aendemngeu  und 
Neuerungen  in  der  Triangniirung;  die  Untersuchung  über  die  Genauig- 
keit der  Längen-  und  Horizontalwinkel  -  Messungen ;  das  Gewicht  einer 
»-fachen  Repetition;  die  Untersuchung  über  die  Aneroide  von  Gold- 
s  c  h  m  i  d ;  das  Universal  •  Ni vellirinstrument  von  E  r  t  e  1 ;  die  ausführ- 
liche Behandlung  des  Detaiinivellements  und  der  Qnerprofile ;  das 
Prftcisionsnivellement  Zu  nennen  wäre  etwa  noch  eine  kurse  und  gute 
Anleitung  zur  Aufnahme  von  Städten,  die  Herr  W astler  bei  der  Auf- 
nahme von  Graz  erprobte.  —  Die  Zusätze  sind  weder  alle  von  gleicher 
Wichtigkeit  und  gleichem  Werth,  noch  gleich  ausführlich,  aber  in  jeg- 
licher Hinsicht  mit  Rücksicht  auf  den  Zweck  des  Buches  und  seine 
Beschränkung  auf  die  niedere  Geodäsie  genügend*  Mancher  Leser  wird 
freilich  noch  Anderes  wünschen,  z.  B.  mehr  Einzelheiten  über  die  in 
Wäldern  vorkommenden  Mesageachäfte  und  diese  zusammengestellt. 

Die  Rücksicht  auf  gewisse  österreichische  Verhältnisse  hat  leider 
strenges  Festhalten  an  einheitlichem  Maasse  nicht  gestattet. 

Den  früheren  Auflagen  war  eine  Markscheidekunst  als  Anhang 
beigegeben.  Diese  ist  nun  fortgelassen,  dafür  eine  kurze  Darstellung 
der  Tachymetrie  gegeben  worden,  was  um  so  freudiger  zu  begrüssen  ist, 
als  dieses  an  Wichtigkeit  zunehmende,  keineswegs  mehr  neue  Verfahren 
in  vielen  neueren  Lehr-  und  Handbüchern  noch  unerwähnt  geblieben  ist. 
Die  Darstellung  wird  insbesondere  dadurch  kurz,  dass  vielfach  auf  Vor- 
hergegangenes verwiesen  wird,  aber  abgesehen  hiervon,  ist  des  Bericht- 
erstatters Meinung,  es  wäre  eine  .eingehendere  Behandlung  der  Tachy- 
metrie, im  Vergleich  zu  der  Ausführlichkeit  und  Vollständigkeit,  mit 
welcher  andere  Abschnitte  behandelt  sind,  wohl  gerechtfertigt,  es  wäre 
namentlich  die  vollständige  Abbildung  einiger  Tachymeter  und  eine  Be- 
sprechung der  neueren  Mailänder  Clepsinstrumente  nicht  überflüssig 
gewesen. 

Ueber  den  Grad  der  Zweckmässigkeit  der  eben  gewünschten  Erwei- 
terung kann  man  verschiedener  Ansicht  sein  und  Herr  Was 1 1er  hat 
eben  nach  seiner  gehandelt.  Hingegen  wird  die  sehr  grosse  Mehrzahl 
der  Leser  des  Buches  mit  dem  Berichterstatter  sehr  ungeme  ein  aus- 
führliches Sachregister  vermissen.  Das  gänzliche  Fehlen  eines  solchen 
vermindert  entschieden  die  Brauchbarkeit  und  Nützlichkeit  des  Buches; 
einem  Handbuche,  das  doch  wesentlich  zum  Nachschlagen  bestimmt  ist, 
sollte  ein  Register  gar  nie  fehlen.  Mit  alleiniger  Hilfe  des  ziemlich 
kurz  gefassten  Inhaltsverzeichnisses  wird  selbst  der  Kenner  nicht  schnell 
und  leicht  eine  Einzelheit  im  Buche  aufünden  können,  noch  viel  weniger 
ist  das  AnHlngem  möglich  und  das  Buch  ist  schliesslich  doch  auch  für 
Solche  bestimmt  und  kann  ihnen  bestens  empfohlen  werden. 

BOHN. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 

Hermann   Orassmann. 

Ein  Nekrolog 

Ton 

Prof.   F.   JUNQHANS 
in  Btetttn. 


Es  sei  yersncht,  hier  in  Kürze  die  Lebensbahn  eines  Mannes  zu 
schildern,  an  dessen  Grabe  die  Vertreter  zweier  Wissensgebiete  in  gleicher 
Trauer  sich  vereinigt  haben,  die  Vertreter  der  mathematischen,  beziehangs* 
weise  der  physikalischen  Wissenschaft  und  die  der  vergleichenden  Sprach- 
und  Sanskritforschnng.  Es  erfordert  schon  besonderes  Talent  nnd  aus- 
danerndsten  Fleiss,  um  sich  nur  eines  dieser  beiden  Gebiete  annähernd 
zu  bemeistem,  aber  beide  nicht  nur  zu  beherrschen,  sondern  auf  beiden 
Neues  nnd  Bedeutendes  hervorzubringen,  dazu  gehört  eine  Genialität  und 
Schöpferkraft  ersten  Ranges:  Hermann  Grassmann  besass  sie.  Seiner 
wissenschaftlichen  Grösse  stand  gleich  die  Reinheit  und  Güte  seines 
Charakters,  dessen  Grundzüge  festhaltende  Treue  und  edle  Bescheiden- 
heit waren. 

Geboren  zu  Stettin  am  15.  April  1809,  ein  Sohn  des  Professors  der 
Mathematik  J.  G.  Grass  mann,  hat  Hermann  Günther  Grassmann 
das  Gymnasium  seiner  Vaterstadt,  dann  von  1827  bis  1830  die  Univer- 
sität zu  Berlin  besucht  und  vorwiegend  Theologie  studirt.  In  seine 
Vaterstadt  zurückgekehrt,  wandte  er  sich  zunächst  dem  Lehramte  zu, 
wurde  Ostern  1831  Mitglied  des  Seminars  für  gelehrte  Schulen  am  hiesi- 
gen Gymnasium  und  bestand  im  November  1831  das  Oberlehrerexamen, 
im  Mai  1834  die  erste  und  im  Juli  1839  die  zweite  theologische  Prü- 
fung. Im  Jahre  1836  ging  er  an  die  hiesige  Ottoschule,  trat  1837  in 
die  physikalische  Gesellschaft,  bestand  1840  das  Oberlehrerexamen  in  der 
Mathematik,  kehrte  1842  an  das  Gymnasium  zurück,  wurde  1843  an  die 
neu  gegründete  Friedrich -Wilhelms  •  Schule  versetzt  und  im  Jahre  1852 
als  Professor  der  Mathematik  und  Nachfolger  seines  Vaters  an  das  Gym- 
nasium berufen.     Dieses  Amt  hat  er  bis  zu  seinem  Tode  bekleidet. 
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Theologie  hat  er  mit  Eifer  und  Herzensneigung  studirf ,  den  Wunsch, 
Prediger  zu  werden,  lange  festgehalten  und  sein  ganzes  Leben  hindurch 
der  positiven  Theologie  warme  Zuneigung  bewahrt;  schon  tief  in  Sanskrit- 
studien verseukt,  wurde  er  Secretär  und  dann  Vorsitzender  des  pommer- 
schen  Hauptvereins  flir  chinesische  Mission. 

Dem  Studium  der  Mathematik,  zu  welcher  Talent  und  Liebe  vom 
Vater  ererbt  waren,  scheint  er  sich  nach  der  Universitätszeit  mit  voller 
Energie  gewidmet  zu  haben.  Bei  ihm  war  aber  das  Lernen  zugleich  ein 
Produciren,  und  so  hatte  er  seine  Ausdehnungslebre  bereits  vollständig 
erdacht  und  wandte  ihre  Gesetze  auf  die  höhere  Geometrie  und  die  ana- 
lytische Mechanik  an,  als  er  im  Jahre  1S40  die  oben  erwähnte  Prüfung 
in  der  Mathematik  bestand.  Im  Jahre  1844  erschien  sein  erstes  grösse- 
res Werk :  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Grösse  oder  die  Ausdehnungs- 
lehre, eine  neue  mathematische  Disciplin,  dargestellt  und  durch  Anwen- 
dungen erläutert;  ein  Werk,  in  welchem  er  ebensoviel  Productionskraft, 
wie  Abstractionsgabe  entwickelte,  dessen  Grundideen  aber  den  mathe- 
matischen Anschauungen  seiner  Zeit  vorausgri£fen  und  erst  ein  volles  Men- 
schenalter später  zu  richtiger  Würdigung  gelangten.  Lange  Jahre  blieb 
das  Werk  unbeachtet;  nicht  einmal  recensirt  wurde  es,  und  endlich,  so 
wird  erzählt,  Hess  es  der  Verleger  einstampfen. 

Der  Inhalt  der  Qrassmann^schen  Ausdehnungslehre  kann  hier  nur 
kurz  mit  Grassmann^s  eigenen  der  Vorrede  entnommenen  Worten 
charakterisirt  werden.  Es  war  ihm  einleuchtend  geworden ,  dass  die  Geo- 
metrie keineswegs  in  dem  Sinne,  wie  die  Arithmetik  oder  die  Combina- 
tionslehre,  als  ein  Zweig  der  Mathematik  anzusehen  sei,  vielmehr  die 
Geometrie  schon  auf  ein  in  der  Natur  Gegebenes,  den  Kaum,  sich  be- 
ziehe, und  dass  es  daher  einen  Zweig  der  Mathematik  geben  müsse,  der 
in  rein  abstracter  Weise  ähnliche  Gesetze  aus  sich  erzeuge,  wie  sie  in 
der  Geometrie  an  den  Baum  gebunden  erscheinen.  Durch  die  neue  Ana- 
lyse war  die  Möglichkeit,  einen  solchen  rein  abstracten  Zweig  der  Mathe- 
matik auszubilden,  gegeben;  ja  diese  Analyse,  sobald  sie,  ohne  irgend 
einen  schon  anderweitig  erwiesenen  Satz  vorauszusetzen,  entwickelt  wurde 
und  sich  rein  in  der  Abstraction  bewegte ,  war  diese  Wissenschaft  selbst. 
Der  wesentliche  Vortheil,  welcher  durch  diese  Auffassung  erreicht  wurde, 
war  der  Form  nach  der,  dass  nun  'alle  Grundsätze,  welche  Baumes- 
anschauungen  ausdrückten,  gänzlich  wegfielen,  und  somit  der  Anfang  ein 
ebanso  unmittelbarer  wurde,  wie  der  der  Arithmetik;  dem  Inhalte  nach 
aber  der,  dass  die  Beschränkung  auf  drei  Dimensionen  wegfiel.  Erst 
hierdurch  traten  die  Gesetze  in  ihrer  Unmittelbarkeit  und  Allgemeinheit 
ans  Licht  und  stellten  sich  in  ihrem  wesentlichen  Zusammenhange  dar, 
und  manche  Gesetzmässigkeit,  die  bei  drei  Dimensionen  entweder  noch 
gar  nicht  oder  nur  verdeckt  vorhanden  war,  entfaltete  sich  nun  bei  dieser 
Verallgemeinerung  in  ihrer  ganzen  Klarheit. 
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Efl  genügt  demaach  zu  Kemerken,  du««  Qrassmann  langQ  Zeit  vor 
Biemann  Mannigfaltigkeiten    von   n   Dimenaionen  der  mathemaliscben 
Analyse  anterworfen  hat,  dass  Orassmann^s  sogenannte  combinatori$ehe 
Maltiplication  ihn  bereite  auf  die  Determinanten  führt  und  daae  die  erst 
später  aaftanchenden  Aequipollenaen   des   Italieners  Bellavitis,   sowie 
die  unter  dem  Namen  der  Quaternionen  bekannten  Zahlen-  und  Saum- 
gebilde  des  grossen  englisohen  Mathematikers  Hamilton  sich  deutlich, 
nameDtlieh  \fk  der  aveiten  Bearbeitung  der  Ausdehnungslehre,  weUhe  im 
Jahre  1 863  erschien ,  vorgeaeicbaet  finden .    Nur  dieJablonowski' sehe 
Gesellschaft    sn  Leipzig    widmete,    wahnscheinlieh   angeregt   durch   den 
Professor    Möbius,    einen    Geistesverwandten    Grasfrmann's,    seinen 
Leistungen  Aufmerksamkeit;  sie  stellte  eine  Preiisaufgabe •  die  Wieder- 
herstellnng  und  wmtere  Ausbildung  des  yon  Leibnita  erfundenen  geo- 
metrischen Calculs  oder  die  Aufstellung  eines  ihm  ähnliehen  Calculs  be- 
treffend.    Die  von  Grassmann  eingelieferte  Bearbeituqg,  welche  eben- 
falls eine  Darstellung  seiner  neuen  Analyse  enthält,   wurde  im  Jahre 
1846  gdcrönt  und  ron  M&bius  mit  einer  erläuternden  Abhandlung  be- 
gleitet.     Aber    ein    weiterer  Antheil    der  Mathematiker    an  seinen   6e- 
atrebungea   tritt  in  den  nächsten  beiden  Jahrzehnten  doch  nicht  hervor, 
wiewohl  er  in  Cr  eile's  Journal  eine  Reihe  werthvoller  Abhandlungen 
über  Anwendung  seiner  Analyse  auf  Curvenlehre  erscheinen  liess:   eine 
Erfahrung,  die  ihm  schmerzlich  genug  und  vielleicht  mit  die  Veranlassung 
war,  dass   er  sich   fortan  mehr   der  Sprachwissenschaft  euwandte.     Erst 
nach  der  Mitte  der  sechaiger  Jahre,  seit  welcher  das  Studium  der.  )iöhe- 
ren  Algebra  und  ihrer  Anwendung  auf  Geometrie  durch  deutsche  und 
englische  Mathematiker  einen  erhöhten  Aufschwung  nahm,  machten  die 
Professoren   Clebsch    und   Hankel   auf  die  Arbeiten   Grassmann's 
aufmerksam  und  zollten  ihnen  lebhafte  Bewunderung.     Eine  Andeutung 
der  Ursachen,    welche    der   gezechten   Würdigung    derselben    hinderlich 
waren,    findet   sich    in  HankeTs  Buche    über    die  complexen  Zahlen. 
Nachdem  er  die  Ideen  Grassmann's  charakterisirt  und  gewürdigt  hat, 
sagt  er  Seite  16:    ,^Wenn  trotzdem  die  Untersuchungen  des  geistreichen 
Forschers  die  Anerkennung  nicht  gefunden  haben ,  die  sie  verdienen  und 
die  Jeder,  welcher  sie  kennt,  ihnen  zollen  muss,  so  ist  dies  meines  Er- 
acfatens  hauptsächlich   dem  Umstände  zuzuschreiben,*  dass  ihr  Verfasser 
allen  Sätzen  sogleich  die  allgemeinste  Form  in  Bezug  auf  n  Dimensionen 
gegeben,   dadurch   aber  die  Uebersicht  und   das  Verständniss   ungemein 
erschwert  hat/*     Aehnlich  äussert  sich  Möbius  in  der  vorher  erwähnten 
Abhandlung  dahin,  dass  Grassmann 's  Analyse  deshalb  schwer  zu  ver- 
stehen sei,  weil  der  Verfasser  sie  auf  eine  Weise  zu  begründen  suche,, 
welche  dem  bisher  bei  mathematischen  Betrachtungen  gewohnten  Gange 
ziemlich  fem  liege,  und  dass  er  nach  Analogien  mit  arithmetischen  Ope- 
rationen Objeote  als  Grössen  behandle,  die  an  sich  keine  Grössen  seien,         , 
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und  von  denen  man  sich  znm  Theil  keine  Vorstellang  bilden  könoe. 
Das  leider  anvollendet  gebliebene  Werk  von  Hankel  lehnt  sich  mebi- 
fach  au  die  Untersuchungen  Orassmann^s;  auch  hat  in  neuester  7A\ 
ein  jüngerer  Mathematiker,  Dr.  Schlegel  zu  Waren,  die  Grass 
mann 'sehe  Analyse  in  neuer  Bearbeitung  zugänglicher  zu  machen  g^ 
sucht.  Unter  den  verschiedenen  elementaren  mathematischen  Lehrbfichern 
Grassmann's  ist  besonders  seine  Arithmetik  wegen  der  Strenge  ihrer 
inductorischen  Beweise  für  die  Grundgesetze  der  Zahlenlehre  wichtig. 

Aehnliches  Missgeschick,  wie  über  den  mathematischen,  waltete  über 
einigen  wichtigen  physikalischen  Entdeckungen  Grassmann's.  Im  Jahrf 
1845  veröffentlichte  er  in  Poggendorff^s  Annalen  einen  nenen  wich- 
tigen physikalisch  -  mathematischen  Lehrsatz  über  die  gegenseitige  Ein- 
wirkung zweier  elektrischen  Stromtheile,  welcher  keine  Beachtung  fand. 
Zu  demselben  Satz,  nur  in  anderer  mathematischer  Form,  ist  im  vorigen 
Jahre  Glausius  gelangt,  ohne  damals  seine  Uebereinstimmang  mit 
Grassmann  zu  kennen.  Grassmann  weist  diese  in  einer  Abhandlung 
über  Elektrodynamik  nach,  welche  vor  einigen  Monaten  in  Borchardt's 
Journal  erschienen  ist. 

Dass  die  Vocale  der  menschlichen  Stimme  ihren  individuellen  Cha- 
rakter weniger  der  Stellung  der  Sprachwerkzeuge  verdanken,  als  vielmebr 
dem  Mitklingen   gewisser  Fartialtöne   in   der  Mundhöhle,   welche  zu  der 
Reihe  der  sogenannten  harmonischen  Obertöne  gehören ,  gilt  als  eine  Ent- 
deckung von  Helmholtz,  mit  welcher  dieser  seit  dem  Jahre  1859  her- 
vortrat.   Dagegen  hat  Grassmann  bereits  im  Jahre  1854  in  einem  Schul- 
Programm  des  Stettiner  Gymnasiums  am  Schluss  eines  für  seine  Schüler  be- 
stimmten Leitfadens  der  Akustik  folgende  Sätze  veröffentlicht:  „Die  Stimm- 
bänder setzen  zugleich  die  in  der  Mundhöhle  befindliche  Lnft  in  Schwing- 
ungen ;  es  entstehen  dadurch  leise  Nebentöne,  welche  je  nach  der  Fonc. 
die  man  der  Mundhöhle  giebt,  verschieden  ausfallen,  und  welche  der  Reihe 
der  harmonischen  Töne  angehören,    die  den  Ton  der  Stimmbänder  zaic 
Grundton  hat.    Auf  diese  Weise  entstehen  die  Vocale.    Ein  aufmerksames 
Ohr  hört  leicht  beim  Uebergange  von  u  durch  ü  zu  i  eine  Reihe  leiser 
harmonischer  Nebentöne,   welche  vom  zweigestrichenen  c  bis  zum  fuaf- 
gestrichenen  c  fortschreiten  können  und  welche  man  bei  denselben  Mnnd- 
stellungen  auch  fül*  sich  hervorbringen  kann.     Beim  Vocal  a  klingt  eise 
ganze  Reihe   der   harmonischen  Nebentöne   mit,    welche   das  Ohr  in  der 
Regel  noch  bis  zur  vierten  Octave  vom  Grundton  aus  wahrnehmen  kuus. 
so    dass   also   bei   dem   a  ein   voller   Accord   von  Nebentönen   mitklin^ 
Hierdurch   ist   zugleich   der  Uebergang   von   a   durch  o  zu  fi,    sowie  drr 
von  a  durch  e  zu  i  oder  durch  ö  zu  ü  erklärt/'     Die  letzte  AbhandloBg. 
welche  Grassmann  veröffentlicht  hat,  ist  betitelt:  „Ueber  die  physiki- 
lische  Natur  der  Sprachlaute*',   datirt  vom  19.  Mai   1877,   und  im  eisten 
Bande  der  Annalen  von  Wiedemann,  früher  Poggenii^orff,  erschieBea 
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Darin  macht  GraBsmann  in  grösster  Bescheidenheit  sein  Prioritätsrecht 
geltend.  „Jene  Stelle  in  meinem  Programm*',  so  sagt  er,  „in  welcher 
unter  der  Reihe  der  harmonischen  Nehentöne  die  jetzt  als  Obertöne  oder 
Partialtöne  bezeichneten  Töne  verstanden  sind ,  obwohl  sie  eine  yoUstSn- 
dige  Theorie  der  Vocaltöne,  an  der  es  bis  jetzt  noch  fehlte,  in  sich 
schliesst,  ist  gänzlich  unbeachtet  geblieben/*  Er  spricht  dies  nicht  etwa 
klagend  aus,  noch  macht  er  irgend  einen  Anspruch  auf  Vorrang  gegen 
Helmholtz;  er  begnügt  sich  damit,  dass  die  Wahrheit  zu  Tage  gebracht 
ist  und  in  Helmholtz  einen  so  mächtigen  Vertreter  gefunden  hat,  be- 
zeichnet die  Grundlage  der  Theorie  von  Helmholtz  als  irrig  und  setzt 
in  jenem  Aufsatze  eine  neue  an  ihre  Stelle,  ohne  sich  künstlicher  Hilfs- 
mittel, wie  der  Resonatoren,  die  er  als  unzuverlässig  bezeichnet,  zu  be- 
dienen, indem  er  sich  nur  auf  sein  feines  musikalisches  Ohr  verlässt. 
Gleichzeitig  erfahren  wir,  dass  er  seit  1832  unausgesetzt  bemüht  war,  die 
Theorie  der  Vocallaute  und  der  Sprachlaute  überhaupt  auszubilden  und 
fest  zu  begründen. 

Aber  nicht  nur  als  theoretischer,  sondern  auch  als  praktischer  Phy- 
siker war  er  bedeutend.  Dies  beweist  ein  neuer,  sich  vorzüglich  bewäh- 
render Heliostat,  bei  welchem  die  Reibung  ein  Minimum  ist:  er  hat  ihn 
auf  neuem  Princip  ausgedacht,  das  Modell  dazu  miit  den  einfachsten 
Hilfsmitteln  selbst  construirt  und  das  Instrument  bei  einem  Berliner 
Mechaniker  im  Auftrage  der  hiesigen  physikalischen  Gesellschaft  anfer- 
tigen lassen. 

Nach  den  von  Grassmann  hinterlassenen  Aufzeichnungen  scheint 
er  seit  dem  Jahre  1852  Sanskrit  und  Sprachvergleichung  studirt  zu  haben. 
Es  mag  sein,  dass  die  mangelnde  Anerkennung  seiner  mathematischen 
Fachgenossen  zu  dieser  Wendung  beitrug;  indessen  lag  einem  so  ezact 
geschulten  Geiste,  wie  dem  seinigen,  der  Uebergang  auf  ein  Gebiet  nicht 
fern,  wo  es  ebenfalls  galt,  formale  Gesetze  aufzusuchen,  wenn  auch  nicht 
auf  dem  Wege  der  Deduction,  sondern  der  Induction.  Und  er  muss  sich 
der  Fähigkeit  bewusst  gewesen  sein,  auch  hier  Selbstständiges  zu  schaf- 
fen, denn  sonst  hätte  er  sich  nicht  schon  seit  1832  mit  der  Theorie  der 
Sprachlaute  beschäftigt.  Er  arbeitete  also  von  jetzt  ab  auf  zwei  Gebieten. 
Nach  Vollendung  der  zweiten  Ausgabe  der  Ausdehnungslehre  gewann  in 
den  Jahren  1862  —  1870  die  Beschäftigung  mit  Sprachwissenschaft  und 
Sanskrit  die  Oberhand,  bis  in  den  siebziger  Jahren  die  Mathematik  wieder 
gleichzeitig  neben  der  Sprachwissenschaft  hervortritt.  Die  ersten  seiner 
vielen  in  Kuhn 's  Zeitschrift  für  vergleichende  Sprachforschung  veröffent- 
lichten Abhandlungen  erschienen  in  den  Jahren  1859  und  1861,  als  er 
schon  über  50  Jahre  alt  war.  Sie  hatten  die  Lautlehre  zum  Gegenstande, 
den  Einfluss  des  9  und  j  auf  benachbarte  Consonanten,  und  gewisse 
Erscheinungen  im  Gefolge  der  Aspiraten.  t^Fragt  man  sich'S  so  sagt 
sein  Freund   B.  Delbrück  in  Jena  in   einem   dem  Andenken  Grass- 
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maiin^s  gewidmeten  Artikel  der  ,, Allgemeinen  Zeitnng^S  d^^b  diese  Ar- 
beiten, deren  erste  noch  in  der  Anwe&dang  der  Wshrscheinlichkeitsrech- 
nting  ein  sfiäter  aufgegebenes  mathematisches  Residuum  seigt,  vor  ande- 
ren auseeichnet,  so  ist  es  nicht  die  Tiefe  und  Weite  der  Oelefarsamkeit, 
denn  er  arbeitete  mit  trenig  Büchern ,  auch  nicht  die  Beweglichkeit  einer 
wiBseneohaftlich  geschulten  Phantasie,  denn  etymologische  Fände  sind  in 
ihnen  so  gut  wie  nicht  Torhanden  —  sondern  es  ist  die  Helligkeit  des 
Nachdenkens,  das  in  alle  Winkel  des  Gegenstandes  eindringt,  die  Beharr- 
lichkeit, mit  welcher  dem  Stoffe  so  lange  zugesetit  wird,  bis  er  sich  die 
einfachste  Foitnulirnng  des  Gesetses  hat  abringen  lassen;  es  ist  die  Un- 
ermidlichkdl  der  mathematischen  Abstractiom,  die  in  diesen  Aufsätzen 
vorzugsweise  zur  Erscheinung  kommt. ^ 

Diese  Sprachvergleichen  den  Untersuchungen  führten  ihn  zum  Studium 
der  ältesten  indischen  Sprache,  des  Sanskrit,  und  er  suchte  sich  in  jener 
Sammlung  altindischer  religiöser  Hymnen  heimisch  zu  machen,  welche 
derRig-Veda  genannt  wird,  eine  Arbeit,  zu  welcher  ihm  im  Jahre  1861 
nur  der  erste  Band  des  Au  frech  tischen  Textes  und  kaum  die  Hälfte 
des  grossen  B  öthl  in  gk- Rot  haschen  Wörterbuches  zu  Gebote  standen. 
Diesem  nach  dem  Uitheile  von  Sachkennern  staunenswerthen  UBtemebraen 
folgte  die  Herausgabe  der  beiden  Werke,  welche  ihm  mehr  äussere  An- 
erkennung eingetragen  haben,  als  seine  mathematischen,  des  Wörter- 
buches zum  Big*Veda  und  der  Uebersetzung^  zu  welcher  letzteren  er 
sich  verpflichtet  fühlte,  weil  er  es  für  nöthig  fand,  das  Wörterbuch  nach 
der  Seite  der  Interpretation  zu  ergänzen.  „So  ist  es  ihm'S  indem  wir 
Delbriick's  Worten  folgen,  „unter  angestrengtester  Aufbietung  seiner 
geistigen  Kraft,  die  uns  ebenso  sehr  durch  Ausdauer,  wie  durch  Geschmei- 
digkeit Bewunderung  abringt,  gelungen,  zwei  eng  verbundene  grosse 
Werke  fertig  hinzustellen,  die  für  lange  Zeit  ein  wichtiges  Werkzeug  zur 
Bekämpfung  der  Schwierigkeiten  des  Veda  sein  werden.  Die  Anerken- 
nung der  Fachgenossen  konnte  nicht  würdiger  ausgesprochen  werden ,  als 
es  durch  RudoKRoth,  den  ersten  Kenner  der  Vedas,  geschehen  ist, 
mit  dessen  Worten  die  Tübinger  philosophische  Faoultät  ihren  Ehren- 
doctor  vom  Jahre  1876  rühmt  als  einen  Mann,  qui  acuiissima  vedicorum 
carminutn  interpreiatione  nomen  suum  reddidii  illustnssimum^^. 

„Welch  ein  Weg  von  der  Ausdehnungslehre  bis  zur  Uebersetzung 
des  Big  »Veda!  Und  doch  erschöpft  das,  was  hier  aufgezählt  ist,  noefa 
lange  nicht  die  Leistungen  dieses  merkwürdigen  Geistes.  Sein  Interesse 
für  die  Schule  bekundete  er  durch  eine  Reihe  von  Lehrbüchern,  unter 
anderen  ein  deutsches  Lesebuch;  seine  ungewöhnliche  musikalische  Be- 
gabung nicht  blos  durch  Leitung  eines  Gesangvereins,  sondern,  neben 
Fertigkeit  auf  dem  Ciavier  und  der  Orgel,  auch  dadurch,  dass  er  in  den 
Jahren  1861 — 1872  zahlreiche  Volkslieder  sammelte,  ihre  Melodien  nach 
dem  Gehör    aufschrieb    und   zum   Singen   in  seiner  Familie  dreistimmig 
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setzte;  seine  Kenntniss  der  Botanik  zeigte  ein  Buch  Über  deutsche  Pflan- 
zennamen, durch  welches  er  eine  deutsche  Pflanzenbenennnng  einzufuhren 
suchte.  Endlich  sei  erwähnt,  dass  er,  inmitten  des  glücklichsten  Fa- 
milienlebens, für  die  grossen  und  kleinen  Erlebnisse  seiner  zahlreichen 
Kinder,  von  denen  noch  acht  am  Leben  sind,  ein  gleich  wachsames  und 
liebevolles  Auge  hatte." 

„Ueberblickt  man  nun  dieses  äusserlich  so  gleichförmige,  auf  engem 
liaume  sich  abspielende,  aber  innerlich  so  bewegte  Dasein,  so  wird  man 
mit  Genugthuung  gewahr,  da66  dem  Drama  ein  glücklicher  Abschluss 
nicht  fehlt:  in  strebender  Jugend  ein  freudiges  Aufflammen ,  dann  lange 
Jahre  der  Widerstand  der  stumpfen  Welt  und  endlich  ein  durch  reiche 
Anerkennung  verschönter  Lebensabend/* 

Am  Schlufis  der  Vorrede  zur  zweiten  Ausgabe  der  Ansdehnnngslehre, 
wo  Grassmann  in  einer  Art  Frophetie  mit  ergreifenden  Wortea  seinen 
unbeachtet  gebliebenen  Ideen  die  Anerkennung  fifpäterer  Geschle*chter  vor- 
aussagt, spricht  er  von  dem  sehnsüchtigen  Wunsclie,  in  anderer  äusserer 
Stellung  einen  Kreis  von  Schülern  mit  jenen  Ideen  befruchten  au  kön- 
nen«    Die  Erfüllung  dieses  Wunsches  ist  ihm  versagt  geblieben. 

Den  sonst  immer  Gesunden  erfassten  in  den  letzten  beiden  Jahren 
schwere  Körperleiden.  Er  hielt  mutbig  Stand  und  suchte  sich  durch  fort- 
gesetzte wissenschaftliche  Thätigkeit,  von  welcher  noch  fünf  in  seinem 
Todesjahre  veröffentlichte  Abhandlungen  mathematischen,  physikalischen 
und  sprachwissenschaftlichen  Inhalts  Zeugniss  ablegen,  sowie  durch  Ver- 
waltung seines  Amtes  bis  zur  Grenze  des  Möglichen ,  aufrecht  zu  erhalten. 
Er  erlag  am  26.  September  1877. 
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Die  Aaome  der  Oeometrie.  Eine  philosophische  Untersuchung  der  Bie- 
mann-Helmholtz'schen  Ranmtheorie.  Von  B.  Ebdmann.  Leipzig, 
L.  Voss.     1877.    X,  174  8. 

4 

Die  mathematiBche  Analyse  der  unserer  Oeometrie  bu  Gmnde  Hegen- 
den Begriffe,  wie  sie  von  L^gendre,  Gauss,  Lobatschewsky  und 
Bolyai  begonnen,  von  Riemann,  Helmboltz  und  Klein  weiter  ge- 
führt wurde,  hat  gezeigt,  dass  unsere  Geometrie  nur  ein  Specialfall  eines 
allgemeinen  Begriffssystems  ist,  und  hat  weiter  die  einfachen  Kriterien 
nachgewiesen ,  welche  dazu  dienen  können ,  unsere  Geometrie  zu  charak- 
terisiren  und  von  den  Übrigen  möglichen  als  die  der  Erfahrung  entspre- 
chende auszusondern. 

Die  Berechtigung  dieser  rein  mathematischen  Untersuchungen  ist  für 
den  Mathematiker,  der  auch  die  Elemente  seiner  Wissenschaft  auf  ihren 
Zusammenhang  und  ihre  Abhftngigkeit  von  allgemeineren  Voraussetzungen 
zu  behandeln  gewohnt  ist,  selbstverständlich.  Aber  es  knüpfen  sich  an 
diese  Untersuchung  auch  philosophische  Fragen,  wie  die  nach  dem  psy- 
chologischen Ursprung  unserer  Raumvorstellungen  selbst;  speciell  ob  etwa 
jener  allgemeineren  Geometrie  überhaupt  noch  solche  Vorstellungen  ent- 
sprechen können  etc.  Für  den  Mathematiker  ist  es  daher  zunächst  wich- 
tig, dass  seine  Untersuchungen  in  richtiger  Würdigung  in  die  philoso- 
phische Forschung  eingehen.  Eine  Schrift,  wie  die  vorliegende,  welche 
sich  gerade  diese  Aufgabe  gestellt  und  auch  gelöst  hat,  kann  also  auch 
in  dieser  mathematischen  Zeitschrift  eine  eingehendere  Anzeige  be- 
anspruchen. 

Die  philosophische  Bedeutung  der  geometrischen  Theorien  ist  wohl 
auch  von  Ria  mann  berührt,  von  Helmboltz  in  seinem  Aufsatze 
„Ueber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen  Axiome*' 
(Pop.  wiss.  Vorträge  Heft  3,  1876)  ausführlicher  behandelt  und  in  einer 
Bestätigung  der  empiristischen  Theorie  gefunden  worden;  aber  die  Mathe- 
matik konnte  von  Seiten  der  Philosophen  selbst  eine  systematische  Ver- 
arbeitung des  neuen  Stoffes  verlangen,  an  Stelle  des  bisherigen  Mangels 
an  Verständniss  für  die  leitenden  mathematischen  Gesichtspunkte,  der  in 
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den  yielen  abgerissenen  Bemerkungen  neuerer  Schriften  zu  Tage  tritt. 
Die  hier  anzuzeigende  Schrift  liefert  diese  Bearbeitung  und  zeigt  klar, 
wie  die  richtige  Darlegung  der  mathematischen  Tragweite  der  Theorien 
auch  zu  ihrer  philosophischen  Bedeutung  hinführt,  hauptsächlich  zu  psy- 
chologischen Gonsequenzen ,  welche  mit  den  schon  von  Helmholtz  aus 
diesen  und  den  physiologischen  Arbeiten  gezogenen  ttbereinstimmen.  Ich 
werde  hier  auf  diese  Fragen  eingehen,  indem  ich  beabsichtige,  eine 
Reihe  von  Bemerkungen  hinzuzufügen,  welche  zur  Verstftrkung  der  yor- 
getragenen  Argumente  dienen  sollen. 

Die  Untersuchung  des  Verfassers  zerfällt  in  drei  Theile:  in  eine 
mathematische,  welche  die  Feststellung  der  objectiren  Orundbegriffe  der 
Geometrie  zum  Gegenstande  hat,  in  eine  philosophische,  welche  die  in 
diesen  Begriffen  zum  Ausdruck^  gelangenden  subjectiven  Erkenntnisse 
principien  behandelt;  endlich  in  eine  Zusammenfassung  beider  Resultate 
in  eine  Theorie  der  Geometrie.  Verfolgen  wir  zunächst  die  erstere  Un- 
tersuchung. 

Die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegenden  Elemente  sind: 

1.  die  Axiome,  welche  sich  auf  Grössenverhältnisse  überhaupt 
beziehen.  Die  hier  (und  auch  von  Helmholtz)  mitgetheilten 
Axiome,  von  denen  das  erste  die  Gleichheit  überhaupt  definirt,  das 
zweite  und  dritte  besondere  Gleichheitsbedingungen  der  Addition 
aussagen ,  sind  aber  noch  nicht  vollständig.  Sie  sind  mehr  logischer 
Natur  und  vertragen  sich  noch  mit  einer  allgemeineren  Art  der 
Addition,  als  derjenigen,  welche  durch  die  Grössenvorstellung 
angegeben  ist; 

2.  die  Axiome,  welche  die  wesentlichen  Bestimmungen  unserer  Raum- 
vorstellung,  aus  denen  die  geometrischen  Sätze  fiiessen,  aus- 
drücken ; 

3.  die  Definitionen  der  Constructionselemente,  als  Punkt,  Linie, 
Winkel  etc. 

Hier  handelt  es  sich  vor  Allem  um  die  zweite  dieser  Classen ,  und  für 
sie  ist  historisch  zu  bemerken ,' dass  Lobatschewsky  und  Bolyai 
durch  ihre  Entwickelung  einer  vom  elften  Euklidischen  Axiom  freien 
Geometrie  dasselbe  als  eine  von  den  übrigen  Axiomen  unabhängige  Vor- 
aussetzung erwiesen  haben ;  dass  die  analytische  Entwickelung  eines  Be- 
griffes, in  dem  unser  Raumbegriff  als  specieller  enthalten  ist,  von  Rie- 
mann  herrührt,  und  dass  Helmholtz  die  Voraussetzungen  auseinan- 
dergelegt hat,  welche  den  wesentlichen  Merkmalen  unserer  Ranmansohau- 
ung  zu  Grunde  liegen.  Für  das  Verhältniss  der  zweiten  zur  dritten 
Glasse  wird  angegeben,  dass  die  Definitionen  3)  schon  die  Raumvor- 
stellung, also  auch  die  Axiome  2)  voraussetzen. 

Hierbei  haben  wir  schon  auf  eine  Lücke  hinzuweisen.  Es  ist  zwar 
selbstverständlich ,  dass  das  Axiom  von  den  drei  Dimensionen  ein  Merk- 
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mal  unserer  RaamvontellaDg  ausspricht;  aber  dieses  Merkmal  kann  nicbt 
ia  jene  bestimmte  Form  gefasst  werden,  ohne  zuvor  von  der  an  sieh 
einfachen  BaamvorstelluDg  eine  Abstraotion  auf  das  erste  Gonetruetions- 
element,  den  Punkt,  gemacht  zu  haben.  Machea  wir  etwa  zunächst 
die  AbstractioD  auf  die  Gerade,  so  haben  wir  unserem  Baume  vier 
Dimensionen  zususehräben ,  während  die  Axiome  der  Congruenz  (mit 
deu  zu  Grunde  liegenden  Thatsachen  der  sechsfach  unendlich  vielen 
freien  Bewegungen  eines  festen  Körpers)  dabei  unverändert  erhalten 
bleiben.  Wir  wollen  mit  dieser  Bemerkung  nur  darauf  hinweisen,  dass 
eine  solche  vorherige  Abstraetion  auf  den  Punkt  für  das  Axiom  noth- 
wendig  ist,  ohne  die  vielleicht  physischen  Grtinde  zu  berühren,  welche 
BU  einer  solchen  Abstraetion  führen  und  welche  auch  einer  psyohologi« 
sehen  Untersuchung  bedürfen. 

Bevor  der  Verfasser  an  die  Untersuchung  der  geometrischen  Axiome 
geht,  scheint  es  ihm  nöthig,  die  logische  Vorfrage  zu  erledigen,  ob  man 
unsere  Baumvorstellung  überhaupt  definiren  könne,  da  sie  ja  als  einzig- 
artige Anschauung  keinem  höheren  Begriffe  untergeordnet  wäre;  aber  da 
ihr  Inhalt  in  Begriffe  gefaast  werden  kann ,  und  zwar  in  Grössenbegriffe, 
so  entsteht  keine  Schwierigkeit.  Man  hat  nur  solcher  Grössenbegriffe 
mehrere  aufzufinden ,  mit  welchen  sich  derjenige  unseres  Baumes .  ver> 
gleichen  iMsst. 

Diese  Möglichkeit  der  Definition  würde  sogleich  klarer  geworden 
sein,  wenn  der  Verfasser  die  Thatsache  benutzt  hätte,  dass  man  den- 
selben Inhalt*  unserer  Baumansehanung  auf  sehr  verschiedene  Weise  in 
Begriffe  fassen  kann.  Denn  wir  haben  schon  erwähnt,  dass  man  sich 
dan  Baum,  statt  durch  continuirliche  Bewegung  eines  Punktes,  auch 
durch  Bewegung  eines  andern  Gebildes,  etwa  einer  Geraden,  erzeugt 
vorstellen  kann ;  hierbei  ergiebt  sich  aber  offenbar  der  Grössenbegriff  einer 
durch  n  Veränderliche  bestimmten  —  oder  specieller  einer  gleichartig 
ausgedehnten  und  congruenten  —  Mannigfaltigkeit.  Ueberhaupt  wäre 
es  vortheilhaft,  wenn  neben  den  nach  Helmholtz  gewählten  Beispielen 
der  Farben-  und  Tonreihe  als  solches' unser  vierfach  ausgedehnter,  aus 
Geraden  erzeugter  Baum  betrachtet  würde.  Denn  eine  Beihe  von  Ein- 
wänden, welche  gegen  diese  Beispiele,  wegen  der  Schwierigkeit,  Analoga 
für  die  Congruenzbedingungen  etc.  zu  finden,  erhoben  worden  sind,  fal- 
len hier  von  selbst  weg,  so  vor  Allem  der  Einwand  gegen  die  Möglich- 
keit einer  n fach  ausgedehnten  anschaulichen  Mannigfalti^eit.  Ausser- 
dem aber  würde  diese  Auffassung  dazu  dienen,  das,  was  in  unjserer 
Baumvorstellung  wirklich  enthalten  ist,  von  dem  zu  trennen,  was  nur 
infolge  von  Definitionen  und  hinzugetretenen  Massbestimmungen  in  den 
Axiomen  zum  Ausdruck  gelangt.  Denn  das  Erstere  bleibt  auch  bei  un- 
serem  Linienraume  erhalten,  das  System  von  Axiomen  aber  wird  anders 
.geartet.     So  sieht  man   z.  B.,   dass  man,   um  den  Begriff  der  Festig- 
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keit  mathematisch  zu  fassen,  hier  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Co- 
ordinalen  je  zweier  Elemente  annehmen  mnss.  Lässt  man  ein  Element 
fest,  so  kann  der  feste  Körper  noch  Scbraubenbewegun^n  um  diese  Axe 
beschreiben,   anf  welche  sich   das  nächste  Axiom  zu  erstrecken  hat  etc» 

Geht  man  nun  von  Grössenbegriffen' ans,  so  bieten  die  Mass- 
hestimmnngen  ein  Princip  der  Eintheilung  der  verschiedenen  ansgedehn* 
ten  Mannigfaltigkeiten.  An  den  Flächen  hat  Gausa  die  Bedeutiing 
des  Krtimmungsmasses  erwiesen,  insbesondere  des  constanten 
Krammnngsmaeses  ftir  diejenigen  Eigenschaften,  die  man  jetzt  als  Con- 
grnenz  bezeichnet.  Auf  den  letzteren  Flächen  constmirt  man  auch,  mit 
Hilfe  ihrer  geodätischen  Linien  als  Gerade,  die  drei  Geometrien,  die 
psendosphärische,  die  sphärische  und  die  ebene  Geometrie,  welche 
sich  uns  auch  durch  die  verschiedenen,  das  elfte  und  zwölfte  Eukli- 
dische Axiom  ersetzenden  Voraussetzungen  ergeben.  —  Obwohl  nun 
eine  solche  anschauliche  Interpretation  der  verschiedetten  Geometrien 
auf  drei  Dimensionen  sich  nicht  ausdehnen  lässt,  so  ist  eine  solche 
Ausdehnung  doch  analytisch  bei  der  Formel  für  das  Linien  dement 
möglieh,  welche  für  alle  Massbeziehungen  den  zusammenfassenden  Aus- 
druck darstellt;  und  hiemach  wird  es  weiter  möglich,  auch  bei  den  drei 
Dimensionen  auf  die  Bedingungen  (der  Congruenz)  zvrückzuschliessen, 
aus  welchen  jener  Ausdruck  folgt.  In  diese  Bedingungen  gehen  aber 
die  geometrischen  Begriffe  der  Festigkeit  und  Bewegung  ein,  welche,  da 
sie  auch  Massverhältnisse  der  wirklichen  Körper  geben  wollen,  auch 
mechanische  Begriffe  ausdrücken  uiitissen.  Die  Erfahrung  ergiebt  mit 
grösster  Wahrscheinlichkeit,  dass  wir  unseren  Vorstellungen  eine  ebene 
Mannigfaltigkeit  zu  Grunde  zu  legen  haben.  Die  scheinbare  Erweiterung 
unserer  Raumanschauung  ins  Unendliche  kann  aber  keinen  Grund  fttr 
die  Annahme ' dieser  ebenen  Geometrie  abgeben;  denn  das  Unendliche 
tritt  bei  der  pseudosphärischen  Geometrie  ebenfalls  auf,  der  unbegrenzte 
Fortgang  sogar  bei  jeder  der  drei  Geometrien ;  das  erstere  ist  überhaupt 
nur  eine  Hypothese  über  die  Massbestimmung,  über  die  unsere  an  das 
Endliche  gebundene  Vorstellung  Nichts  aussagt. 

Illustrirt  wird  dieser  Beweisgang  durch  das  von  Helmholtz  in  dem 
oben  citirten  Aufsatze  ausgefUhrte  treffende  Beispiel  von  den  Vorgängen 
in  einem  Gonvexspiegel ,  welcher  die  äusseren  Vorgänge  abspiegelt.  Aber 
die  Argumentirung  des  Verfassers  hätte  sich  noch  wesentlich  verstär« 
ken  lassen  durch  die  Entwickelnngen,  welche  F.  Klein  gegeben  bat. 
Denn  setzen  wir  selbst  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  in  unserem 
Baume  schon  als  gegeben  voraus,  so  lassen  sich  in  demselben  die 
drei  aus  der  Congruenz  entspringenden  Geometrien  anschaulich  con- 
struiren.  Man  verwendet  dabei  alle  Vorstellungen,  die  wir  uns  vom 
Räume  gebildet  haben,  und  behält  selbst  dieselben  Gebilde,  welehe  wir 
Gerade  nennen,  wieder  als   solche  bei.     Nur  dasjenige  Mass,   welches 
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mittels  Bewegung  der  existirenden  festen  Körper  auf  den  Kaum  an- 
gewandt wird,  wird  durch  ein  analoges  ersetzt.  -Dabei  zeigt  sich,  dass 
diejenige  Eigenschaft  des  Raumes,  welche  wir  durch  den  Weith  des 
Krttmmungsmasses  charakterisiren ,  in  Wirklichkeit  nur  eine  solche  unseres 
Masssystems  ist.  —  Durch  diese  Darlegung  würden  mehrere  Vortheile 
erreicht:  es  zeigt  sich  vor  Allem,  dass  der  Begriff  „Richtung*'  fUr  sich 
allein  noch  nicht  das  Mass  liefern  kann,  da  ja  hier  die  Gerade  ohne  das 
gewöhnliche  Mass  fortexistirt.  Es  wird  aber  weiter  dadurch  eine  vielver- 
breitete  Unterschiebung  zurückgewiesen,  welche  hauptsächlich  der  Grund 
der  falschen  Auffassungen  und  der  Angriffe  gegen  die  mathematischen 
Theorien  geworden  ist,  vor  welcher  aber  schon  Helmhol tz  (S.  38  seines 
Aufsatzes)  gewarnt  hat:  dass  diejenigen  Verhältnisse,  welche  sich  nur 
auf  die  sinnliche  Anschauung  krummer  Flächen  beziehen,  auf  unsern 
Raum  übertragen  werden.  Wir  haben  vielmehr,  wenn  wir  unserm  Räume 
positives  oder  negatives  Krümmungsmass  zuschreiben,  unsere  allgemeine 
Anschauung  in  Nichts  abzuändern;  und  auch  für  einen  Beobachter,  der 
sich  in  einer  fictiven  vierten  Dimension  befände,  könnte  unser  Raum 
dabei  als  ein  ebener  Schnitt  erscheinen.  So  wird  auch  das  Dilemma 
Riemann's  verständlich:  „Es  muss  entweder  das  dem  Räume  zu  Grunde 
liegende  Wirkliche  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bilden ,  oder  der  Grund 
der  Massverhältnisse  ausserhalb  in  darauf  wirkenden  bindenden  Kräften 
gesucht  werden/*  Denn  da  dieselbe  stetige  Mannigfaltigkeit  verschiede- 
ner Massverhältnisse  fähig  ist,  so  kann  der  Grund,  welcher  unsere  spe- 
cielle  Massbestimmung  bedingt,  nicht  aus  dem  Begriffe  der  Mannigfaltig- 
keit folgen,  sondern  nur  ein  äusserer,  etwa  ein  mechanischer,  sein. 

Der  Verfasser  kommt  in  dem  ersten  Theile  seines  Aufsatzes  zum 
Schlüsse,  dass  die  drei  Axiome:  von  den  drei  Dimensionen,  von  der 
Congruenz  und  von  der  Ebenheit,  für  unsere  Euklidische  Geometrie 
nothwendig  und  genügend  seien.  Wir  wollen  hier  auf  diesen  Schlnss 
nicht  näher  eingehen,  da  wir  diese  ganze  Frage  noch  durchaus  nicht  für 
abgeschlossen  halten.  Denn  nach  unserer  Ansicht  müsste  das  zweite 
dieser  Axiome  zunächst  kommen,  dann  ein  solches,  welches  die  Zahl  6» 
von  den  sechsfach  unendlich  vielen  freien  Bewegungen  eines  festen  Kör- 
pers herrührend,  unter  die  charakteristischen  Merkmale  unserer  Raum- 
vorstellung aufnimmt,  sowie  auch  diejenigen  Zahlen,  welche  den  Unter- 
gruppen dieser  Bewegungen  angehören. 

Nach  der  Feststellung  der  Voraussetzungen,  welche  dem  Inhalt 
unserer  Raumvorstellungen  zu  Grunde  liegen,  gelangt  der  Verfasser  !nun 
zur  psychologischen  Frage  nach  den  Bedingungen  ihrer  Entstehung. 
Während  die  mathematische  Untersuchung  von  allen  philosophischen  An- 
nahmen über  die  Art  dieses  Ursprungs  unabhängig  war,  nimmt  die  letz- 
tere Untersuchung  aus  jener  wenigstens  Anlass  zu  neuen  Fragestellungeoi 
wenn   auch  nicht  eigentliche  Entscheidungsgründe.     Denn  in  jeden  sol- 
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chen,  scheinbar  ans  der  mathematischen  Analyse  gezogenen  Schlnss  tritt 
noch  wenigstens  ein^  psychologisches  Moment  ein,  wie  etwa  das  von 
Helmholtz  angenommene  Eriterinm:  dass  Alles,  was  durch  Momente, 
die  nachweislich  die  Erfahrung  gegeben,  im  Anschannngsbilde  überwan- 
den nnd  in  sein  Gegentheil  verkehrt  werden  kann,  auch  nicht  ursprüng- 
lich gegeben  sein  kann. 

Der  Verfasser  steht  bei  dieser  Untersuchung  wesentlich  auf  dem 
empiristischen  Standpunkte  Lotze's,  wornach  unsere  Empfindungen  nur 
Zeichen  für  äussere  Verhältnisse  sind,  welche  das  Mittel  bilden,  unsere 
allgemeine  Vorstellungsweise  in  Uebereinstimmung  zu  setzen  mit  diesen 
Verhältnissen  der  Dinge  unter  sich.  Nach  dieser  Theorie  ist  auch  die 
Ausbildung  der  Vorstellungsweise,  je  nach  den  verschiedenen  Formen 
der  Dinge  selbst,  abänderungsfähig.  Bei  der  hierbei  auftretenden  Frage, 
welche  Elemente  eine  bestimmte  Ausbildung  bedingen,  bleibt  aber  die 
erkenntnisstheoretische  Frage,  was  in  den  äusseren  Dingen  selbst  dem 
Räumlichen  entspreche,  oder  sogar  die  Frage  nach  der  Ursprünglichkeit 
der  Raumvorstellung  bei  Seite. 

Die  Begründung  dieses  Standpunktes  des  Verfassers  ergiebt  sich 
vollständiger,  wenn  man  seine  Schrift  mit  der  von  Stumpf  „Ueber  den 
psychologischen  Ursprung  der  Raumvorstellung",  Leipzig  1873,  zusammen- 
hält. In  dieser  letzteren  Schrift  soll  zunächst  nachgewiesen  werden,  wie 
der  Raum  ein  wirklicher  Inhalt  unserer  Vorstellungen  ist,  ähnlich  wie 
die  anderen  Empfindungsgehalte,  nicht  blos  eine  Form  unserer  Anschau- 
ung. Hierdurch  wird  es  verständlich,  wie  specielle  Raumvorstellungen 
einer  besondern  Ausbildung  fähig  werden.  Zu  den  physischen  und  psy- 
chischen Bedingungen  der  Raumvorstellung,  welche  Stumpf  entwickelt, 
kommen  nun  hier  noch  neue  hinzu,  welche  direct  diese  Ausbildung  an- 
zeigen; denn  es  ist  die  Noth wendigkeit  mechanischer  Hypothesen  zur  Fest- 
stellung der  Massbeziehungen,  welche  einen  Theil  des  Inhalts  unserer 
Vorstellungen  ausmachen,  nachgewiesen.  Und  wir  haben  weiter  in  un- 
seren oben  gegebenen  Ausführungen  dargelegt,  dass  man  verschiedene 
dieser  Beziehungen  anschaulich  construiren,  also  die  gewohnten  Vor- 
stellungen abändern  kann.  —  Es  möchte  wohl  auch  die  Noth  wendigkeit 
der  Abstraction  auf  den  Punkt  zur  Vorstellung  der  drei  Dimensionen 
fQr  das  empiristische  Element  in  dieser  Vorstellung  sprechen. 

Für  die  oben  berührte  erkenntnisstheoretische  Frage  ergiebt  sich  dem 
Verfasser  aus  seiner  Untersuchung  nur  ein  negatives  Resultat,  ebenso 
wenig  ein  Kriterium  zur  Entscheidung  zwischen  den  drei  verschiedenen 
Formen,  welche  nach  dem  Verfasser  der  Empirismus  annehmen  kann. 

Indem  ich  mich  zum  dritten  Theile  des  Aufsatzes ,  einer  zusammen- 
fassenden Theorie  der  Geometrie,  wende,  habe  ich  zunächst  zu  consta- 
tiren^dass  hier  eine  viel  speciellere  Auffassung  des  Begriffes  der  mathe- 
matischen Wissenschaft  zur  Anwendung  kommt,    als   es   in  den  meisten 
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dey  bevttgen  mathematisclien  Schriften  geschieht.  Nach  dieser  allgemei- 
nen AnfTassnng  ist  Mathematik  diejenige  Wissensqhaft,  welche  alle  Ord^ 
nnngsbeziehnngen ,  die  stetige  oder  discrete  Mannigfaltigkeiten  zulassen, 
entwickelt  nnd  die  Kriterien  untersucht,  die  diese  Beziehungen  diarak- 
terisiren;  gan^  unabhängig  davon,  welche  dieser  Kriterien  bei  einer  ge- 
gebenen Mannigfaltigkeit  erfüllt  sind.  Unter  Geometrie  Tersteht  man 
daher  jetat  m  der  Regel  (von  einseinen  inconsequenten  Stellen  abgesehen) 
etwas  sehr  viel  Allgemeineres,  als  dasjenige  System,  welches  die  in 
unserem  Baume  vermögender  festen  Körper  gegebenen  Massbeziehungen 
behandelt-,  und  ebenso  giebt  es  eine  allgemeinere  Arithmetik,  als  die 
gewöhnliche,  deren  Gegenstand  die  rationalen  und  irrationalen  Zahlen 
sind.  -^  Die  Frage  aber,  welches  der  mathematischen  Systeme  im  ge- 
gebenen Falle  speeielle  Anwendung  (z.  B.  speciell -geometrische 
Verwendung)  zu  finden  hat,  liegt  über  den  Grenzen  der  Mathematik; 
genug,  dass  sie  die  Kriterien  darbietet. 

Was  der  Verfasser  also  von  der  Geometrie  und,  wie  er  bemerkt, 
von  der  Mathematik  überhaupt  aussagt,  bezieht  sich  nur  auf  die  Frage 
nach  denjenigen  Systemen,  welche  für  speeielle  Mannigfaltigkeiten,  wie 
den-  Kaum  unserer  gewohnten  Vorstellung  oder  das  gewöhnliche  Zahlen- 
gebiet, zur  Anwendung  au  gelangen  haben.  Auf  die  mathematische  Wis- 
senschaft überhaupt  aber  beziehen  sich  seine  Bemerkungen  nicht« 

Die  Theorie  ist  im  Wesentlichen  die  folgende: 

Der  Inhalt  unserei*  gewohnten  Raumanschauung  kann  völlig  auf  eine 
begrenzte  Zahl  von  Definitionen  und  Axiomen  zurüekgefiihrt  werden ,  die 
mögliehst  einfache  Abstraotionen  ihres  Gebiets  sind,  abweichend  von  den 
übrigen  Wissenschaften,  in  welchen  die  Grundbegriffe  gerade  die  schwie- 
rigsten und  letzten  sind.  Die  Axiome  sind  nicht  nothwendig,  allgemein 
und  unveränderlich  in  absolut  rationalistischem  Sinne;  vielmehr  enthalten 
sie  Urtheile  über  Erfahrungsthatsachen  und  sind  nur  relativ  nothwendig 
und  allgemein  insofern,  als  sie  unsere  Anschauungen  überall  darstellen. 
Auch  die  Oonstructionsbegriffe  enthalten  empirische  Elemente,  wenn  auch 
keine  neuen,  als  die  schon  in  den  Axiomen  ausgesprochenen;  sie  sind 
aber  keine  blossen  Abstractionen ,  sondern  auch  Modtficationen  des  empi- 
risch Gegebenen,  ideale  Bilder,  deren  Conception  rein  vollsogen  werden 
kann.  —  Diese  letztere  Möglichkeit  soll  nur  auf  der  Gleichartigkeit 
der  Raumelemente  beruhen.  Wir  möchten  aber  doch  den  Ghrund  dieser 
Art  von  Vorstellungen  darin  finden,  dass  die  einfachsten  Gebilde,  Ge- 
rade und  Ebene,  selbst  als  durch  die  eine  oder  andere  Art  der  Con- 
struction  aus  den  Raumelementen  erhalten  gedacht  werden.  —  Endlich 
sind  auch  die  Axiome  der  Grössengleichheit  empirisch. 

Ausser  den  Grundbegriffen  ist  auch  die  Methode  für  das  Wesen 
der  Geometrie  charakteristisch.  Die  Geometrie  verföhrt  einmal  (ab^sehen 
von   ihren  Axiomen)  synthetisch,   da  in  jedem  geometrischen  Lehrsatze 
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netie  Merkmale  dnreb  Definition  eingeführt  und  versehiedene  Begriffe  mit- 
einander combinirt  werden.  Diese  Kant 'sehe  Bemerkung  scbliesat  aber 
nicbt  ans,  dass  auch  das  Analysiren  d^s  Inhalt»  der  gegebenen  Vorans- 
setzungen  ein  wesentliches  Element  der  Entwickelnngen  bildet.  -^  Was 
sodann  die  Sicherheit  des  geometrischen  Fortschritts  betrifft,  eo  beruht 
dieselbe  daran f,  dass  man  eben  schon  die  Axiome  als  allgemein  giltig 
ansieht,  «omit  unabhängig  wird  Ton  jeder  besondem  Erfkhrang^  Aenn 
die  angewandte  dednetive  Methode  giebt  dann  jedem  Satee  dieselbe  rela- 
tive Nothwendigkeit  und  Allgemeinheit,  welche  die  elementaren  B^ 
Ziehungen  schon  besitzen.  Hier  aber  schliessen  wir  uns  m^nr  der  Scho- 
penh  au  er*  sehen  Ansicht  an,  nach  der  durch  eine  solehe  ZnrfiokfÜbruiig 
wohl  das  „Dass*',  aber  tficht  das  „Warum"  eines  jeden  Satzes  erklftrt 
wird;  denn  nur  das  directe  Zurückführen  eines  SatMs  auf  diej>enigen 
Thatsaehen  der  Erfahrung,  aus  welchen  die  Axiome. selbst  erst  abgezo- 
gen sind,  giebt  volle  Befriedigung. 

Nach  dieser  Theorie  des  Verfiassers  stellt  sich  der  weseatliefaate 
Unterschied  der  Geometrie  von  den  übrigen  Wissenschaften  dähio«  dass 
sie  ein  Gebiet  zu  untersuchen  hat,  welches  nach  den  verschiedenen  Rich- 
tungen hin  in  sich  gleichartig  ist.  Gerade  dieser  Unterschied  trifft 
für  die  reine  Mathematik  selbst,  deren  Gebiet  ein  viel  weiteres  ifft,  nicht 
zu.  Auch  ist  zu  bemerken ,  dass  die  Voraussetzungen ,  welche  für  unsere 
Geometrie  mit  Kecht  als  Axiome  ausgelegt  werden,  in  dem  STStem  der 
reinen  Mathematik  eine  ganz  andere  Stellung  einnehmen :  sie  werden  hier 
ebenfalls  zu  Definitionen  und  sind  als  solche  weder  noth wendig,  noch 
allgemein,  sondern  insoweit  willkürlich,  als  sie  sich  nicht  selbst  wider- 
sprechen. 

Wir  sehen  bei  dieser  Besprechung  von  vereinzelten  Mängeln  in  der 
Darstellung,  wie  etwa  auf  S.  57,  wo  der  Riemann'sche  Ausdruck  des 
Krttmmungsmasses  mit  dem  davon  verschiedenen  Lipsehitz' sehen  iden- 
tificirt  wird  etc.,  ab,  da  dieselben  ohne  Einfluss  auf  die  Betrachtungen 
geblieben  sind.  Dagegen  haben  wir  über  die  in  dem  Buche  ausgeübten 
Kritiken  noch  einige  Worte  hinzuzufügen.  Die  Kritik  gegen  Zöllner's 
Auffassung,  nach  der  der  Raum  vier  Dimensionen  haben  könne  und 
weiter  nothwendig  positiv  gekrümmt  sein  müsse,  lässt  sieh  durch  wesent- 
liche Argumente  verstärken.  Denn  wie  sollen  in  einem  ebenen  Räume 
von  vier  Dimensionen  die  mechanischen  Gesetze  beschaffen  sein,  damit 
in  einem  Schnitte  desselben,  in  unserem  Räume  n^lich,  die  bekann- 
ten Principien  Geltung  behalten,  wie  die  Constane  jeder  Masse,  das 
Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  etc.?  Ktfnn  man  ja  doch  auch  nicht 
solche  Gesetze  für  diejenigen  Schnitte  gelten  lassen,  welche  eine  feate 
oder  bewegliche  Ebene ,  oder  gar  alle  gleichberechtigten  Ebenen ,  aus  den 
Körpern  unseres  Raumes  ausschneiden.  Auch  der  Sohluss  Zolin  er' s 
auf  den  unendlich  grossen  Druck  ist  schon  mathematisch  oubahbar. 
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In  der  Auf  fassang  einiger  Stellen  ans  der  Schrift  von  F.  Klein: 
„Vergleichende  Betrachtangen  über  neaere  geometrische  Forschangen", 
begeht  der  Verfasser  offenbar  einen  Irrthnm.  Ans  dieser  Stelle  wird 
geschlossen,  dass  Klein  ans  den  neueren  geometrischen  Theorien  (wor- 
nnter  seine  eigene  ist)  gar  keine  philosophischen  Conseqnenzen ,  anch 
nicht  psychologische,  zulasse.  Aber  aas  dem  ganzen  Zusammen- 
hange dieser  Stellen  geht  hervor,  dass  Nichts  weiter  ausgedrückt  wer- 
den soll,  als  was  der  Verfasser  selbst  S.  88  ausspricht:  dass  die  philo- 
sophische Fragestellung  nach  dem  Ursprung  des  Parallelen axioms  zwar 
durch  die  mathematischen  Untersuchungen  angeregt  ist,  aber  mit  Hilfe 
selbstständiger  Erkenntnissprincipien  erfolgen  muss.  Hierin  liegt  Nichts 
weiter,  als  eine  Enthaltung  des  Mathematikers  als  solchen  von  einem 
Urtheil  über  mögliche  philosophische  Conseqnenzen.  Auch  die  in  dem 
Texte  der  Schrift  (S.  125  fi^^»)  gemachten  Bemerkungen  werden  hinßil- 
lig,  wenn  man  beachtet,  dass  Klein  mit  „ Vorstellung'*  offenbar  den 
sonst  „Fiction^*  genannten  Begriff  bezeichnet  hat. 

Erlangen,  October  1877.  M.  Nobthbr. 


Die  Bedeutung  der  Pangeometrie.     Mit  Bezug  auf  den  Aufsatz:  „Ueber 
den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen  Axiome,  von 
Helmholtz".     Von  Schmitz -Dumont.     Leipzig,  Koschny.     1877. 
47  S, 
Diese  Schrift  gehört  zu  den   zahlreichen   philosophischen  Arbeiten, 
in  denen,  wie  es  in  der  vorhergehenden  Recension  erwähnt  worden  ist, 
selbst  die  Bedeutung  der  mathematischen  Untersuchungen  für  die  Bildung 
des  Axiomensystems   missverstanden   wird.     Der  Verfasser   nimmt  philo- 
sophisch einen  ihm  eigenthümlichen  Standpunkt  ein,  wornach  der  Raum 
nur  eine  Form   d^s   logischen   Denkens  sein   soll.     Hiernach   löst 
sich   für  ihn  der  ganze  Inhalt  unserer 'Raumvorstellung  in  noth wendige 
logische  Begriffe  auf,  ja,  Sätze  der  Mechanik,  wie  der,  dass  eine  Masse 
ohne   äusserlich  neu  hinzutretendes  Moment  Richtung  und  Geschwindig- 
keit gleichförmig  beibehält,   sind   für  ihn  nur  Ausdrücke  des  Identitäts- 
satzes.    Ausserdem  enthält  die  Schrift  auch  durchgehends  die  auf  S.  80 
der  vorigen  Recension  angegebene  Unterschiebung. 

Der  Verfasser  kleidet  seine  Beweise  vorzugsweise  in  mathematische 
Form,  aber  es  charakterisirt  den  logischen  Standpunkt  des  Verfassers 
genügend,  dass  er  bei  jedem  solchen  Beweise  entweder  für  den  Mathe- 
matiker unverständlich  wird  (wie  S.  8,  wo  aus  einer  doppelten  Abbil- 
dungsart eines  Kreises  wohl  selbstverständlich  zwei  verschiedene  Resul- 
tate erscheinen  müssen),  oder  unmögliche  mathematische  Begriffe  aufstellt 
(wie  seine  „absolut  kürzeste"  Linie  oder  seine  Conception  von  mehr  als 
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zwei  zu  einander  senkrechten  Linien  in  derselben  Ebene),  oder  dass 
er  Schlassfehler  begeht  (wie  S.  14 — 15,  wo  er  ein  in  keiner  der  drei 
Geometrien  mögliches  Masssystem  einer  in  einer  solchen  gedachten  Drei- 
ecksmessnng  zu  Grunde  legt),  oder  endlich,  dass  er  den  logischen  Grund 
der  drei  Dimensionen ,  analog  dem  der  algebraischen  Unauflösbarkeit  von 
allgemeinen  Gleichungen  von  höherem  als  viertem  Grade,  in  mystischen 
Zahleneigenschaften  sucht! 

Erlangen,  October  1877.  M.  Nobthbr. 


Geschichte  der  Astronomie  von  Rudolf  Wolf,  auf  Veranlassung  und  mit 
Unterstützung  Sr.  Majestät  des  Königs  von  Bayern,  Maximilian  IL, 
herausgegeben  durch  die  historische  Commission  bei  der  königl. 
Akademie  der  Wissenschaften.  München  1877,  bei  B.  Oldenbourg. 
XVI,  815  S. 
Der  uns  vorliegende  stattliche  Band  führt  einen  doppelten  Titel. 
Den  zweiten  haben  wir  hier  als  Ueberschrift  gewählt.  Der  auf  einem 
ersten  Blatte  ihm  vorausgehende  heisst:  Geschichte  der  Wissen- 
schaften in  Deutschland.  Neuere  Zeit.  XVI.  Band.  Ge- 
schichte der  Astronomie.  Ein  auffalligerer  Widerspruch,  als  der 
zwischen  den  beiden  Titeln  lässt  sich  nicht  wohl  denken.  Der  allgemeine 
Plan,  der  der  ganzen  Reihe  geschichtlicher  Werke,  welche  durch  die 
historische  Commission  in  München  herausgegeben  werden,  zu  Grunde 
liegt,  verlangt  die  Darstellung  der  ^ntwickelung  der  einzelnen  Wissen- 
schaften in  Deutschland  in  neuerer  Zeit.  Herr  Wolf  stellte  sich  all- 
gemein die  Aufgabe,  eine  Geschichte  der  Astronomie  zu  schreiben.  Die 
Verdienste  deutscher  Forscher  auf  dem  Gebiete  der  Sternkunde  kommen 
zur  Geltung,  aber  kaum  mehr,  als  die  von  Astronomen  aus  irgend  einem 
andern  Volke.  Und  ebenso  wenig  wie  an  die  Schranke  der  Nationalität, 
band  sich  der  Verfasser  an  die  Schranke  der  vorgeschriebenen  Zeit.  So 
weit  eine  beglaubigte  Geschichte  der  Astronomie  möglich  ist ,  greift  Herr 
Wolf  zurück  und  lässt  in  einem  fast  14  Bogen  starken  ersten  Buche: 
die  Astronomie  der  ältesten  Völker  an  dem  Leser  vorüberziehen, 
bevor  er  in  einem  zweiten  Buche  gleichen  Umfanges  zu  der  Reforma- 
tion der  Sternkunde,  in  einem  dritten  erst  zur  neueren  Astro- 
nomie gelangt.  Wenn  wir  diesen  Widerspruch  hervorheben,  so  geht 
unsere  Absicht  durchaus  nicht  dahin ,  dem  gelehrten  Verfasser  einen  Vor- 
wurf daraus  zu  machen,  dass  er  die  Aufgabe  anders  begriff  und  anders 
löste ,  als  sie  ihm  von  aussen  gestellt  war.  Wir  betonen  nur  mit  Genug- 
thuung,  dass  in  diesem  Abweichen  von  dem  vorgesteckten  Ziele  eine 
Uebereinstimmung  mit  den   Ansichten   sich  kundgiebt,    welche  wir  vor 
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zwölf  Jahren  bei  der  Anzeige  von  Quetelet,  Histoire  des  sciences  mathe- 
matigues  ei  physiques  chez  les  Beiges  (Zeitscbr.  Matb.  Phys.  XI,  Literatur- 
Zeitung  S.  29)  dabin  ansfübrten ,  es  sei  nicbt  möglieb ,  eine  Gescbichte 
der  Mathematik  in  Italien,  in  Belgien,  in  Dentscbland  zn  schreiben. 
Zwischen  der  Geschichte  der  Astronomie  nnd  der  der  Mathematik  findet 
aber  der  engste  Zusammenhang  statt,  so  dass  kanm  ein  Name  in  der 
ersten,  zur  Geltnng  gelangt,  der  nicbt  auch  der  zweiten  an  gehört  ^  so  dass 
also  auch  die  gleichen  Einflüsse  und  Abhängigkeiten  in  der  einen,  wie 
in  der  andern  zn  Tage  treten.  Diese  Gemeinsamkeit  ist  es  auch ,  welche 
uns  gestattet,  ein  Urtheil  über  eine  Gescbichte  der  Astronomie  öffentlich 
auszusprechen,  während  wir  einem  theoretisch  oder  gar  einem  praktisch 
astronomischen  Werke  gegenüber  es  nicht  wagen  würden,  unsere  Laien- 
stimme zu  erheben. 

Mit  dem  Urtheil  über  ein  so  umfassend  angelegtes  und  zugleich 
tausend  Einzelheiten  in  sich  schliessendes  Werk  ist  es  eine  eigenthüm- 
liche  Sache.  Man  würde  offenbar  dem  Verfasser  zu  nahe  treten,  wenn 
man  Qu^telet's  Wort:  „eine  Stecknadel  in  einem  Bunde  Heu  anf- 
suchen  zu  wollen'^  ^^^  ^^^^  Werk  anwendete  und  jede  kleine  im  Texte 
oder  in  den  Anmerkungen  zerstreute  Notiz  sorgsam  prüfte,  ob  nicht  ein 
Irrthum  unterlaufen  ist.  Keinen  Irrthum  zu  begehen ,  ist  kaum  der  sicher, 
der  nur  solche  Dinge  aufnimmt,  welche  in  allen  Geschichtswerken  gleich- 
massig  berichtet  werden.  Wer  dagegen  überall,  wo  es  ihm  möglich  ist, 
auf  die  Quellen  selbst  zurückgebt,  wem  die  eigene  Auffassung,  auf  gründ- 
lichem Studium  beruhend  und  mit  fremden  Meinungsäusserungen  ver- 
glichen, das  Vorrecht  vor  altüberkommenen  Berichten  besitzt,  der  wird 
um  so  gewisser  da  und  dort  eines  kleinen  Missverständnisses,  einer  kleinen 
Uebefeilungssünde  sich  schuldig  machen,  aber  dessen  Schriften  werden 
auch  den  Leser  mit  dem  Bewusstsein  erfüllen,  Neues  gelernt  zu  haben 
und  darunter  unverbältnissmässig  mehr  Richtiges ,  als  die  kleinen  unver- 
meidlichen Mängel  betragen.  Ein  solcher  Forscher,  wie  wir  ihn  hier 
schilderten,  ist  aber  Rudolf  Wolf.  Wir  wissen  kaum,  was  wir  mehr 
an  ihm  bewundern  sollen,  ob  die  Geistesarbeit,  mit  welcher  er  die  Werke 
der  grossen  Astronomen  aller  Zeiten  in  sich  aufzunehmen  und  dem  mo- 
dernen Leser  mundgerecht  zu  machen  wusste,  oder  die  Sammelthätigkeit, 
welche  Einzelschriften  über  hervorragende  Männer  oder  besonders  denk- 
würdige Ereignisse  aufspürte,  von  deren  Vorhandensein  kaum  Antiqua- 
riatskataloge eines  Friedländer  &  Sohn  oder  eines  Ganthier -Villars  Kunde 
geben.  Wenn  Herr  Wolf  den  unglaublichen  Reichthum  an  biographi- 
schen und  literarischen  Nachweisungen  in  Poggendorff's  Handwörte^ 
buche  rühmt,  welches  er  unendlich  oft  benutzen  konnte,  so  ist  Referent 
mit  der  Werthschätzung  jenes  zweibändigen,  gegenwärtig  jedem  Gre- 
schichtsforscher  auf  dem  Gebiete  der  exacten  Wissenschaften  unentbehr- 
lichen Hilfswerkes  völlig  einverstanden ;  aber  die  Gerechtigkeit  verlangt, 
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dass  man  hinznfttge:  Poggendorff*s  Handwörterbuch  lässt  an  bänfigen 
Stellen  durch  Wolf* 8  Geschichte  der  Astronomie  sich  ergänzen. 

Dass  Herr  Wolf  bei  so  unabhängigen  und  ins  Kleinste  eindringen- 
den Forschungen  nicht  selten  von  hergebrachten  Erzählungen  sich  ent- 
fernt, dass  er  dabei  auf  manche  gelegentliche  Polemik  sich  einzulassen 
genöthigt  ist,  kann  nicht  verwundern.  Wir  möchten  dieselbe  sogar  in 
eine  doppelte  Art  von  Polemik  unterscheiden,  in  eine  solche,  wo  er  fast 
mehr  gegen  die  Verfasser  von  anspruchsvoll  auftretenden ,  aber  keinerlei 
Ansprüche  befriedigenden  Schriften  mit  Namensnennung  zu  Felde  zieht, 
und  in  eine  solche,  wo  es  ihm  nur  um  den  Gegenstand  der  Controverse 
zu  thun  ist.  In  letzterer  Beziehung  fühlten  wir  selbst  an  einzelnen  Stellen 
uns  getroffen,  ohne  dass  Herr  Wolf  unseren  Namen  dabei  genannt  hätte^ 
während  wir  gewiss  keinen  Grund  haben,  mit  der  Art,  in  welcher  wir 
an  anderen  Orten  von  ihm  genannt  wurden,  unzufrieden  zu  sein.  Wir 
würden  auch  da,  wo  Herr  Wolf  als  unser  Gegner  oder,  wie  wir  gern 
gestehen,  theilweise  als  unser  Berichtiger  auftritt,  gegen  eine  offene 
Polemik  Nichts  einzuwenden  gewusst  haben,  so  liebenswürdig  ist  die 
gewählte  Form.  Von  etwas  derberer  Natnr  sind  die  Schläge,  welche 
Herr  Wolf  jenen  Personen  angedeihen  lässt,  die  er  zu  diesem  Zwecke 
besonders  nennt.  Er  mag  ja  in  der  Auswahl  dieser  Prügelknaben  mit  einer 
einzigen  Ausnahme  richtig  getroffen  haben,  allein  wir  wünschten  doch  einen 
etwas  Unnachsichtigaren  Rothstift  gegen  gewisse  Ausdrücke  angewandt, 
deren  Naturwüchsigkeit  ihrer  Salon fahigkeit  im  Wege  steht.  Wenn  wir 
eine  Ausnahme  noch  besonders  erwähnten,  so  meinen  wir  Seite  445  und 
468,  wo  Herr  Wolf  von  einem  nach  unserer  festen  üeberzeugung  un- 
gerechtfertigten Verdachte  gegen  einen  Gelehrten  beeinflusst  erscheint, 
der  uns  als  Forscher,  wie  als  Ehrenmann  gleich  hoch  steht  und  dessen 
Wahrhaftigkeit  da  gewiss  nicht  angezweifelt  werden  kann,  wo  er  sich 
einer  Leichtgläubigkeit  schuldig  bekennt,  welche  ihm  den  Spott  der  Welt 
und  den  Verlus't  einer  einem  kleinen  Vermögen  gleichkommenden  Summe 
eintrug. 

Unsere  bisherigen  Bemerkungen  konnten  möglicherweise  den  Ein- 
druck hervorbringen,  als  sei  das  von  uns  besprochene  Werk  vorwiegend 
als  Detailarbeit  schätzenswerth.  Wir  wollen  nicht  verhehlen ,  dass  in  der 
That  das  Neue,  welches  uns  darin  ^gegnete,  weniger  in  grossen  bahn- 
brechenden geschichtlichen  Gedanken,  als  in  einer  Fülle  von  kleineren, 
wenn  auch  mitunter  Nichts  weniger  als  unbedeutenden  Entdeckungen 
besteht.  Aber  damit  soll  keineswegs  gesagt  sein ,  die  Geschichte  der 
Astronomie  trete  nicht  genugsam  in  grossen  Zügen  hervor.  Die  reiche 
Verzierung  jedes  einzelnen  Gliedes  der  Kette  verhindert  keineswegs, 
dass  es  als  Kettenglied  erkannt  werde.  Man  lese  nur  die  einem  Ptole- 
maus,  einem  Copernicus,  einem  Kepler,  einem  Laplace  gewidme- 
ten Auseinandersetzungen  und  man  wird  die  Bilder  dieser  grossen  Männer 
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deutlich  hervortreten  sehen,  man  wird  nicht  einen  Augenblick  in  Zweifel 
darüber  sein,  was  ein  Jeder  derselben  für  die  Entwickelung  der  Stern- 
kunde geleistet  hat.  Eines  vielleicht  möchte  man  vermissen:  eine  über- 
sichtliche synchronistische  Zusammenstellung  der  Kenntnisse,  welche  za 
verschiedenen  Zeiten  allgemein  verbreitet  waren.  Wie  dachte  man  über 
den  gestirnten  Himmel  etwa  in  den  Jahren  300  v.  Chr.,  1400,  1500, 
1650?  um  nur  einige  Hauptepochen  zu  bezeichnen.  Diese  Frage  stellt 
sich  gewiss  mancher  Leser,  der  in  einem  Zuge  das  Wölfische  Bncb 
durchliest  und  sich  nicht  etwa  begnügt,  mit  Hilfe  des  musterhaft  genauen 
Inhaltsverzeichnisses  über  ihm  besonders  wichtige  Dinge  Bescheid  zu 
suchen.  Diese  Frage  wird  ihm  aber  nicht  beantwortet.  Wir  wissen  wohl, 
dass  die  Beantwortung  an  Schwierigkeit  ihres  Oleichen  sucht.  Ohne 
allzu  merkliche  Wiederholung  von  bereits  im  Detail  Gesagtem  in  kürzester 
Form  auf  wenigen  Seiten  ein  hinreichend  deutliches  Bild  des  geistigen 
Znstandes  einer  längst  verstorbenen  Zeitgenossenschaft  zu  entwerfen,  das 
ist  keine  Aufgabe,  die  ein  jeder  Schriftsteller  lösen  könnte.  Dass  wir 
Herrn  Wolf  sie  stellen,  mag  ihm  und  unseren  Lesern  den  Beweis  liefern, 
welchen  Anforderungen  wir  ihn  gewachsen  glauben.  Cantob 


Das  Hathematisohe  im  Talmnd.  Beleuchtung  und  Erläuterung  der  Tal- 
mudstellen mathematischen  Inhaltes  von  Dr.  B.  Zuckbbmann. 
Beilage  zum  Jahresbericht  des  jüdisch- theologischen  Seminars 
„FränckeFscher  Stiftung".  Breslau  1878.  64  S. 
Herr  Zuckermann  hat  sich  durch  Veröffentlichung  dieses  Programms 
entschiedene  Verdienste  erworben.  Die  vergleichende  Geschichte  der  Ma- 
thematik ,  wie  sie  insbesondere  für  ältere  und  älteste  Zeiten  zur  Erkennt- 
niss  cultnrhistorischer  Zusammenhänge  allein  verwerthbar  ist,  bedarf  der 
Vorarbeiten,  die  Demjenigen  unmöglich  zugemuthet  werden  können,  der 
auf  die  Vergleichung  selbst  Mnreichend  anstrengende  und  zeitraubende 
Thätigkeit  zu  verwenden  hat.  Zu  diesen  wesentlich  sammelnden  Vor- 
arbeiten sind  nur  wenig  zahlreiche  Forscher  befähigt,  denen  die  Spraclie 
der  abzusuchenden  Werke  gleich  geläufig  sein  muss ,  wie  der  Gegenstand, 
dem  sie  nachspüren  wollen.  Herr Cuck ermann  scheint  zu  diesen  be- 
rechtigten und  berufenen  Arbeitern  zu  gehören.  Seine  Stellung  an  der 
Fränckerschen  Stiftung  dient  uns  zum  Beweise,  dass  die  Sprache  des 
Talmuds  für  ihn  keine  unüberwindlichen  Schwierigkeiten  bietet,  und  den 
Besitz  der  mathematischen  Kenntnisse,  welche  gefordert  werden  müssen, 
erweist  der  Verfasser  in  seiner  Abhandlung  selbst.  Die  mathematischen 
Kenntnisse,  welche  zur  Erläuterung  der  hier  behandelten  Talmudstellen 
erforderlich  erscheinen,  liegen  übrigens  recht  eng  bei  einander.  In  der 
That  kommt  es  in  fast  allen  von  Herrn  Zuckermann  erläuterten  Streit- 
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fragen  nur  auf  Dreierlei  an :  auf  den  Werth  von  J^,  auf  die  Fläche  des 
Kreises,  auf  den  Kreisumfäng. 

Für  y2  müssen  in  aufeinander  folgenden  Zeiträumen  verschiedene 
Näherungswerthe  üblich  gewesen  sein.  Die  älteste  Mischna  Oholot  nahm 
^=4,  die  spätere  Mischna  Erubin  ^2  =  1-|^  an  mit  dem  Bewusstsein, 
dieser  Werth  sei  ein  wenig  zu  klein,  was  sich  aber  nicht  näher  bestim- 
men lasse;  dem  noch  späteren  Talmud  genügte  ]/2  =  ^  (S.  11).  Auf 
diesen  letzteren  Werth  hat  auch  schon  S.  Günther  (Vermischte  Unter- 
suchungen zur  Gesch.  d.  math.  Wissensch.  Leipzig  1876.  S.  304  Note  **) 
aufmerksam  gemacht.  Wir  benützen  die  Gelegenheit,  hier  eine  Bemer- 
kung zu  veröfiPentlichen ,  welche  auf  das  Vorkommen  desselben  Nähe- 
run gswerthes  bei  Griechen  sich  bezieht  und  zu  welcher  wir  vor  etwa 
einem  Jahre  gelangten.  Die  erste  beweisende  Stelle  fanden  wir  bei 
Proklos  (Commentar  zu  Euklid  edü.  Friedlein  pag,  427  lin.  1 — 24), 
wo  es  heisst:  ov  ydq -i^xi  tSTgaycnvog  dQi$fi6g  tETQCtyoivov  ömldöwg^  bI  fif} 
Xiyoi  TiQ  xov  övvEyyvg»  6  yaq  ano  zov  i  xov  dno  zov  I  dmXdöiog  icriv 
ä  öiovTog.  Nicht  mit  gleicher  objectiver  Bestimmtheit,  aber  persönlich 
von  der  Kichtigkeit  unserer  neuen  Auffassung  überzeugt,  weisen  wir  auf 
Heron  von  Alexandrien  {edii.  Hultsch  pag.  212  lin,  29--30)  hin.  Wir 
haben  die  gleiche  Stelle  in  Anmerkung  75  unserer  „Agrimensoren*^  be- 
reits hervorgehoben ,  damals  aber  noch  nicht  verstanden.  Es  handelt  sich 
um  die  Auffindung  der  Hypotenuse  50  des  rechtwinkligen  Dreiecks  mit 
den  Katheten  30  und  40,  und  diese  Auffindung  lehrt  Heron  ausser  durch 
50  =  ^30* +40*  auch  folgen dermassen :  avv$€g  zag  ß^  nktvgdg  rd  X'  xol 
za  fi'.  yivovzcn  0.  zocvza  inl  e  zv.  tovroov  z6  J"  v\  D.  h.  50  =  (30  +  40). 5.4-. 
Der  Sinn  dieser  Rechnung  scheint  uns  nun  der  zu  sein,  dass  da  bei 
Gleichheit  der  beiden  Katheten  die  Hypotenuse  durch  Vervielfältigung 
der  Kathete  mit  ^2  gefunden  wurde,  bei  Ungleichheit  der  Katheten  ihr 
arithmetisches  Mittel  mit  derselben  j/2  vervielfältigt  werden  oder  ihre 
Summe  durch  }/2  getheilt  werden  soll,  was  wegen  ^/2=^  in  Gestalt  einer 
Multiplication  der  Summe  der  beiden  Katheten  mit  -^  ausgerechnet  wird. 

Die  zwei  auf  den  Kreis  bezüglichen  Regeln  werden  zwar  jede  für 
sich  in  scheinbar  von  einander  ganz  unabhängiger  Weise  aufgestellt,  sagen 
aber  im  Grunde  genau  das  Gleiche.  Die  Richter  in  Caesarea,  so  erzählt 
der  babylonische  Talmud  sowohl  Erubin  766,  als  Succa  8a,  6,  besassen 
den  zur  Schlichtung  von  Streitigkeiten  benutzten  Satz:  „Der  Kreis  im 
Quadrat  ist  ein  Viertel,  das  Quadrat  im  Kreise  ist  die  Hälfte/' 
Zu  grosse  Klarheit  wird  Niemand  diesem  Satze  vorwerfen;  im  Gegentheil 
wird  man  es  wohl  begreiflich  finden,  dass  im  Laufe  der  Zeiten  der  Sinn 
mehr  als  einmal  verloren  ging  und  aus  dem  annähernd  wahren  Satze  die 
verkehrtesten  Folgerungen   gezogen  wurden.     Der  Sinn  ist  nämlich  der, 
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dass,  wie  die  zweite  Hälfte  des  Satzes  za  verstehen  giebt,  das  einem 
Kreise  eingeschriebene  Quadrat  genau  die  Hälfte  des  demselben  Kreise 
umschriebenen  Quadrates  bildet,  während  der  ersten  Hälfte  des  Satzes 
zufolge  der  Kreis  selbst  um  ein  Viertel  weniger  Fläche  einnimmt,  als 
das  ihm  umschriebene  Quadrat.  lieber  diesen  mit  dem  Wortlaute  nicht 
ganz  tibereinstimmenden  Sinn  lassen  aber  Commentare  und  Anwendungen 
keinen  Zweifel  zu.  Die  Fläche  des  dem  Kreise  umschriebenen  Quadra* 
tes  ist  4r*,  und  wird  diese  um  ein  Viertel  verringert,  so  bleibt  für  die 
Kreisfläche  3r',  mithin  n;  =  3.  Wieder  der  babylonische  Talmud  spricht 
nun  auch  den  zweiten  Satz  aus:  „Alles,  was  im  umfange  3  Hand- 
breiten hat,  ist  1  Hand  breit ^^  und  damit  ist  das  Verhältniss  des 
Krebumfanges  zum  Durchmesser  oder  ns='S  wiederholt  festgestellt,  wenn 
auch,  wie  wir  schon  sagten,  der  Zusammenhang  beider  Vorschriften  auf 
den  ersten  Blick  nicht  einleuchtet.  Den  Talmudisten  selbst  muss  wohl^ 
wie  bei  dem  damaligen  Zustande  griechischer  Wissenschaft  und  dem 
griechisch •  palästinischen  Verkehre  einleuchtet,  das  Vorhandensein  eines 
genaueren  Werthes  für  n  nicht  fremd  gewesen  sein.  Darauf  deutet  die 
Frage  jenes  neugierigen  Anonymus  (Erubin  14a):  Woher  leitet  man  den 
Satz  ab,  dass  dem  Durchmesser  1  der  Umfang  3  entspreche?  Er  erhält 
zur  Antwort:  1.  Könige  VII,  23.  Anknüpfend  an  dieselbe  Stelle,  welche 
die  Gestalt  des  sogenannten  ehernen  Meeres  betrifft,  welches  10  Ellen 
von  einem  Bande  zum  andern  mass,  und  eine  Schnur  30  Ellen  lang  war 
das  Mass  rings  herum,  haben  wir  früher  einmal  (Zeitschr.  Math.  Fhys. 
XX,  histor. - literar.  Abth.  S.  163 — 165)  versucht,  die  gleiche  Frage  des: 
„Woher  n;  =  3?*^  zu  erörtern  und  sind  zur  Wahrscheinlichkeit  gelangt, 
diese  Annahme  sei  altorientalisch ,  muthmasslich  babylonisch.  Wir  haben 
dafür  auf  das  Auftreten  dieses  Näherungswerthes  in  China,  in  Griechen- 
land hinweisen  dürfen;  wir  haben  später  (Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXII, 
histor. -literar.  Abth.  S.  17)  den  gleichen  Werth  bei  Indern  auftreten  sehen, 
was  unsere  Meinung  noch  bestärkt.  Da  wir  an  dem  erst  angegebenen 
Orte  (Bd.  XX  dieser  Zeitschrift)  uns ,  wie  wir  durch  briefliche  Anfragen 
erst  vor  Kurzem  erfahren  haben ,  über  die  eine  Art  von  Anwendung  des 
Werthes  n=iS  nicht  mit  hinlänglicher  Deutlichkeit  ausgedrückt  haben, 
so  sei  gestattet,  hier  darauf  zurückzukommen.  Aus  den  Abmessungen 
des  ehernen  Meeres,  zusammengehalten  mit  den  2000  Bath,  welche  hin- 
eingegangen sein  sollen,  zogen  wir  damals  den  Schluss,  den  Verfertigem 
des  ehernen  Meeres  habe  die  Formel  ^Tcr^  für  den  Kugelinhalt  unter 
Annahme  von  tc  =  3  gedient.  Wir  meinten  natürlich  nicht,  dass  jene 
Formel  als  solche  bekannt  war;  sie  war  es  so  wenig,  wie  die  2nr  für 
den  Kreisumfang,  wie  nr^  für  die  Kreisfläche!  Aber  wir  meinten,  man 
habe  den  Kugelinhalt  berechnet  als  4r^  oder,  was  vielleicht  noch  deut- 
licher ist,  als  i.(2^)^  Mit  anderen  Worten :  Der  Kreisumfang  galt  für 
das   Dreifache   des   Durchmessers,    die  Kreisfläche   für  drei  Viertel  des 
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umgchriebenen  Quadrates,  der  Kugelinhalt  für  die  Hälfte  des  umschrie- 
benen  Würfels,  lauter  scheinbar  verschiedene  Kegeln,  zusammenhängend 
aber  und  sogar  richtig,  sofern  n^3  wäre.  Ob  freilich  jene  Behauptung, 
die  wir  für  den  Eugelinhalt  aussprachen,  als  der  Wissenschaft  gesichert 
hingestellt  werden  kann ,  ist  zweifelhaft  geworden.  Wir  hatten  als  Aus- 
gangspunkt die  metrologischen  Annahmen  gewählt,  welcho^  J.  Oppert 
in  seinem  IJlalon  des  tnesures  Assyriennes  ableitete.  Diese  An- 
nahmen selbst  sind  inzwischen  durch  R.  Lepsius  (Die  babylonisch- 
assyrischen  Längenmaasse  nach  der  Tafel  von  Senkereh.  Aus  den  Ab- 
handlungen der  königL  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  1877) 
angefochten  worden.  Der  Streit  spann  sich  in  den  Monatsberichten  der 
Berliner  Akademie  für  December  1877  und  Februar  1878  weiter  und  ist 
bis  zur  Druckbeförderung  dieser  Zeilen  als  abgeschlossen  noch  keines- 
wegs zu  betrachten.  Bei  diesem  Streite  dreht  es  sich  schliesslich  um  die 
Bedeutung  einzelner  Keilschriftzeichen  und  um  thateächliche  Abmes- 
sungen, welche  gentigen,  wenigstens  ein  Grundmass  über  jeden  Zweifel 
zu  erheben.  Weder  in  der  einen,  noch  in  der  andern  Beziehung  com- 
petent  oder  im  Besitze  des  erforderlichen  reichhaltigen  Materials,  müssen 
wir  in  dieser  Polemik  die  Person  eines  zwar  nicht  interesselosen,  aber 
der  Entscheidung  nicht  fähigen  Zuhörers  bilden,  abwartend,  bis  das  letzte 
Wort  von  jeder  Seite  gesprochen  sein  wird.  Vielleicht  würde  Herr 
Znckermann,  der  in  seinem  mir  allerdings  nicht  zu  Gesicht  gekom- 
menen Buche  „Das  jüdische  Masssystem^*  (Breslau  1867)  genöthigt  war, 
wenigstens  auf  die  ^jüdischen  Längen-  und  Hohlmaasse  näher  einzugehen. 
Mancherlei  zur  Unterstützung  einer  der  be^en  Meinungen  beibringen 
können. 

Unter  den  Streitfragen  der  Talmudisten  selbst,  bei  denen  mathe- 
matische Dinge,  also  im  Wesentlichen  die  genannten  Zahlenwerthe  zur 
Hede  kommen,  wollen  wir  nur  eine  einzige  hervorheben,  weil  bei  ihr 
ein  grösster  Werth  vorkommt.  Im  Pentateuch  (3.  Mose  XIX,  19)  heisst 
es:  Du  sollst  dein  Feld  nicht  besäen  mit  mancherlei  Samen.  Die  Schrift- 
gelehrten suchten  nun  Vorschriften  zu  bilden,  nach  welchen  verschieden- 
artige Pflanzungen  unter  Verwerthung  eines  grösstmöglichen  Feldstückes 
und  unter  Festhaltung  der  Satzung,  dass  das  Verschiedenartige  nur  an 
einzelnen  Punkten,  nie  an  Linien  zusammentreffen  dürfe,  vorgenommen 
werden  können.  Aus  dem  quadratischen  Felde  von  der  Seitenlänge  / 
lässt  man  zu  diesem  Zwecke  vier  Eckquadratchen  von  der  Seitenlänge  x 
frei  und  bepflanzt  die  zwischen  denselben  sich  ergebenden  Rechtecke  am 
Bande  des  Feldes  mit  je  einer  Samengattung.  In  das  bis  jetzt  noch 
freie  innere  Quadrat  beschreibt  man  ein  anderes  von  halber  Grösse, 
welches  seine  Ecken  in  den  Mitten  der  vier  Randrechtecke  besitzt,  und 
besät  dieses  mit  einer  fünften  Samengattung.  Das  besäte  Feld  soll  nun 
ein  Maximum  werden.     Da  x  die  Höhe,  /  —  2a:  die  Basis  jedes  Rand- 
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rechteckes  bezeichnet,  da  ausserdem  /  — 2.r  die  Seite  des  inneren  Qua- 
drates bildet,  in  welches  die  fünfte  Samengattung  in  selbst  quadratischer 
Form  eingesät  werden  soll,  so  ist  die  Function,  welche  zu  einem  Maxi- 
mum werden  soll, 

Demnach  ist  /^(o;)  =  —  12a;  +  2/,  f\x)  =  —  12.     Ein  Maximum  entsteht 

also  bei  ^  =  ^  >  woraus  die  Construction  leicht  folgt.     Genau  eben  diese 

Construction  lehrte  aber  Maimonides  (1135  —  1204).  Freilich  giebt  er 
keinerlei  Auskunft  darüber,  wie  er  zu  seiner  Construction  gekommen  sei 
und  welchen  Zweck  er  dabei  im  Auge  habe.  Vielleicht  mochten  ihm 
gewisse  elementare  Betrachtungen  des  relativen  Werthes  dieser  und  an- 
derer Zerf^Uungen  des  ursprünglichen  Feldes  in  Beete  dienen,  wie  sie 
auch  Herr  Zuckermann  S.  15 — 16  benutzt.  Cantob 


Der  Thibaufsche  Beweis  fttr  das  elfte  Axiom,  historisch  und  kritisch 
erörtert  von   Prof.  Dr.  S.  Günther.     Programm  zur  Schlussfeier 

.    des  Jahres  1876 — 77   an  der  königl.  Studienanstalt  zu  Ansbach. 

Seit  Euklid  die  erste  uns  erhaltene  Parallelen thedrie  auf  eine  Fqjt- 
derung  stützte,  welche  bei  jedem  Leser  den  Zweifel  wach  rufen  musste, 
ob  denn  diese  Forderung  auch  zu  erfjillen  sei ,  sind  mehr  als  zwei  Jahr- 
tausende verflossen.  Jener^weifel ,  den  wir  als  naturgemäss  bezeichne- 
ten, Hess  nicht  lange  auf  sich  warten.  Schon  Claudius  Ptolemäus, 
der  grosse  alexandrinische  Astronom,  schrieb  eine  besondere  Schrift  über 
das  sogenannte  elfte  Axiom,  welche  uns  allerdings  verloren  gegangen 
ist,  deren  Hauptinhalt  aber  von  Proklus  in  seinem  Commentar  zu  den 
euklidischen  Elementen  aufbewahrt  wurde.  Das  einmal  gegebene  Bei- 
spiel fand  Nachahmung  zu  den  verschiedensten  Zeiten,  und  wenn  wir 
nur  auf  das  XIX.  Jahrhundert  uns  beschränken  wollten,  so  wäre  es  eine 
zum  Erschrecken  stattliche  Anzahl  von  Versuchen,  die  Parallelenlehre 
auf  festem  Grunde  aufzubauen,  welche  uns  begegnen  würde.  Herr  Gün- 
ther hat  aus  den  vielen  sogenannten  Beweisen  des  elften  Axioms  einen 
hervorgehoben,  der  es  nach  mancherlei  Richtung  verdiente,  geschichtlich 
verfolgt  und  mit  prüfendem  Blicke  nach  seinen  Schwächen  untersucht  zu 
werden.  Es  ist  das  der  Beweis,  den  Thibaut  seit  dem  Anfange  un* 
seres  Jahrhunderts  in  seinen  von  Hunderten  von  Zuhörern  besuchten 
Vorlesungen  lehrte  und  in  seinem  „Grundrisse  der  reinen  Mathematik^* 
niedergelegt  hat,  jener  Beweis,  welcher  zunächst  die  Winkelsumme  des 
Dreiecks  zu  zwei  Rechten  vermöge  einer  in  drei  Acten  mit  zwischen- 
liegender  Translation    vollzogenen    vollen   Rotation   begründet  und   von 
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dieser  Winkelsnmme  ans  die  Eigenschaften  der  dnrch  cfine  Transversale 
and  zwei  Parallelen  hervorgebrachten  Winkel  ableitet.  Der  Verfasser 
des  ans  vorliegenden  Scbnlprogramms  hat  mit  bekannter  Belesenheit  die 
Sparen  dieses  Thibau tischen  Beweises  bis  auf  die  Gegenwart  za  ver- 
folgen gewasst,  hat  überdies  aafmiBrksam  darauf  gemacht,  welcbe  Zweifel 
aach  ihm  sich  gegenüberstellen.  Wir  heben  nur  zwei  von  diesen  Beden- 
ken heraas.  Unterscheidet  man,  wie  neaere  Geometrie  es  za  than  liebt, 
zwei  Seiten  einer  Geraden  etwa  als  untere  und  obere  Seite,  so  schliesst 
sich  bei  vollzogener  voller  Umdrehung  die  obere  an  die  untere  Seite  der 
gedrehten  Geraden  an,  und  es  setzt  demnach  der  Beweis  auch  die  Be- 
hauptung als  richtig  voraus,  dass  zwei  Gerade  zusammenfallen,  wie  sie 
auch  mit  Festhaltung  zweier  Punkte  aneinander  gelegt  werden.  Das 
andere  Bedenken  geht  dahin ,  ob  es  statthaft  sei ,  die  Zwischenschiebung 
fortschreitender  Bewegung  zwischen  drehende  Bewegungen  vorzunehmen, 
ohne  den  Satz  der  Bewegungslehre  vorauszuschicken,  dass  solche  Ein- 
schiebung  erlaubt  sei,  ein  Satz,  der  selbst  wieder  zu  seinem  Beweise 
die  Lehre  von  den  Parallelen,   genauer  vom  Parallelogramm,  erfordert. 

Camtor. 

Philipp  Reis,  der  Erfinder  des  Telephon,   von  Prof.  Dr.  Schenk,  Vor- 
steher  der   Gamier'schen   Unterrichts-   und  Erziehungsanstalt  zu 
Priedrichsdorf.     Frankfurt  a.  M.  1878,  bei  Job.  Alt.     16  S.  mit 
9  Holzschnitten.     Der  Ertrag  der  Broschüre  ist  für  die  Hinter- 
lassen en  des  Erfinders  bestimmt. 
Wir  möchten  dieses  kleine  Schriftchen  recht  sehr  empfohlen  haben. 
Es    enthält   in   einfach  •  warmer    Sprache    die  Lebensgeschichte    des    Er- 
finders jenes  Apparates,  der,  zuerst   15  Jahre  lang  fast  nur  Physikern 
von  Fach  bekannt,  plötzlich  das  Interesse  aller  Gebildeten  und  Ungebil- 
deten in  einem  Grade  auf  sich  zog,  wie  kaum  je  eine  andere  Erfindung. 
Und   doch   hatte  Philipp  Keis  das  Telephon  in  seinen  Hauptbestand- 
theilen  bereits  fertig.     Einen  bedeutsamen  Unterschied  erkennt  man  höch- 
stens  in   der  jetzigen   Benutzung   eines   Metallblättchens,   wo  bei  Keis 
eine  thierische  Membran   sich   fand.     Wie  sehr  Keis   des  theoretischen 
Grundes  und  der  zu  erhoffenden  praktischen  Tragweite  seines  Telephons 
sich  bewusst  war,  erkennt  man  aus  seiner  Originalmittheilung  von  1861, 
welche   Prof.  Schenk   in   sehr   richtigem   Gefühle   hier   auf's  Neue  ab- 
drucken Hess.  Cantob. 

Ueber  die  geradlinige  Fläche  dritter  Ordnung  und  deren  Abbildung  auf 
einer  Ebene.     Inaugural- Dissertation  von  Benno  Klein. 
Von  den  Gebilden  zweiter  Ordnung  als  Erzeugnissen  zweier  geraden 
projectivischen  Punktreihen  ist  ein  Fortschreiten  zu  den  Gebilden  dritter 

Digitized  by  VjOOQ IC 


94  Historisch -literariBohe  Abtheilung. 

Ordnung  entweder  als  Erzeugniss  einer  geraden  Pnnktreihe  nnd  einer 
zn  ihr  projectivischen  geraden  Involntion,  oder  als  Erzeugniss  einer  ge- 
raden und  einer  zu  ihr  projecti vischen  krummen  Pnnktreihe  (zweiter  Ord- 
nung) möglich.  Von  der  ersteren  Erzeugungsart  ausgehend,  behandelt 
Weyr  die  Cnrven  dritter  Classe  nnd  Regelflächen  dritter  Ordnung  in 
den  beiden  Werken:  „Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Elemen- 
targebilde^'  und  „Geometrie  der  räumlichen  Erzeugnisse  ein -zweideutiger 
Gebilde'*;  von  der  zweiten  Erzeugungsart  aus  hat  Schroeter  in  der 
Abhandlung:  „Erzeugnisse  krumm- projecti vischer  Gebilde'S  Grellere 
Journal  Bd.  54,  die  Curven  dritter  Classe  untersucht.  Die  vorliegende 
Dissertation  führt  diese  Untersuchung  für  den  Fall  weiter,  dass  die  Trä- 
ger der  beiden  Punktreihen ,  die  Gerade  e  und  der  Kegelschnitt  »',  nicht 
in  derselben  Ebene  liegen;  sie  zeigt  zunächst,  dass  das  Erzeugniss  dieser 
Punktreihen  eine  Begelfläche  dritter  Ordnung  mit  einer  Doppellinie  d  ist, 
dem  Orte  der  Schnittpunkte  von  Erzeugenden  der  Fläche.  Die  wind- 
schiefen Geraden  t  und  d  sind  die  einfache  und  die  doppelte  Leitlinie 
der  Begelfläche.  Diese  Regelfläche  lässt  sich  auch  durch  eine  Gerade 
erzeugen,  welche  an  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  zwei  windschie- 
fen Geraden  gleitet,  von  denen  die  eine  mit  der  Curve  einen  Punkt 
gemein  hat;  sie  lässt  sich  auch  als  Erzeugniss  eines  Ebenenbüschels  zwei- 
ter Ordnung  und  eines  projecti  vischen  Ebenenbüscbels  erster  Ordnung 
auffassen ,  dessen  Axe  nicht  durch  den  Mittelpunkt  des  ersteren  geht  und 
in  keiner  Ebene  desselben  liegt,  woraus  dann  folgt,  dass  sie  auch  durch 
eine  Gerade  erzeugt  wird,  welche  auf  zwei  windschiefen  Geraden  und 
einer  Eegelfläche  zweiter  Ordnung  gleitet,  die  von  einer  der  beiden  Ge- 
raden berührt  wird.  Dann  wird  die  Classe  der  Fläche  bestimmt;  die  auf 
ihr  liegenden  Curven  und  ihre  Berührungsebenen  werden  untersucht:  die 
gefundenen  Resultate  lösen  einige  Aufgaben,  welche  Reye  der  zweiten 
Auflage  seiner  Geometrie  der  Lage  beigefügt  hat;  vergl.  Reye,  Geo- 
metrie der  Lage,  S.  178—181.  Aus  den  beiden  mitgetheilten  reciproken 
Erzeugungsarten  der  Fläche  durch  die  projectivischen  Punktreihen  t  und 
n?  oder  durch  die  projectivischen  Ebenenbüschel  erster  und  zweiter  Ord- 
nung d  und  A  folgt:  Wenn  die  Punktreihen  x^  und  e  als  zu  einem 
Räume  X,  die  Büschel  A  und  d  als  zu  einem  andern  Räume  L^  gehörend 
betrachtet  werden,  so  sind  die  Räume  L  und  Z^  durch  die  Regelfläcbe 
reciprok  auf  einander  bezogen  in  der  Art,  dass  sie  zusammen  ein  Null- 
system  bilden,  in  welchem  den  Punktreihen  x'  und  e  die  Büschel  A  und 
d  zugeordnet  sind.  Aus  dem  ersten  Absätze  des  §  6  kann  unmittelbar 
gefolgert  werden  —  was  nicht  ausdrücklich  geschehen  ist  — ,  dass  die 
Regelflächen  auch  erzeugt  werden  durch  eine  Punktreibe  auf  der  dop- 
pelten Leitlinie  d  und  eine  zu  ihr  projectiviscbe  Involution  auf  der  ein- 
fachen Leitlinie  s.  Die  ursprünglich  gegebene  Curve  v?  kann  durch 
irgend  eine  andere  Curve  zweiter  Ordnung  A^,  welche  auf  der  Regelfläche 
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liegt,  ersetzt  werden  (§  3);  alle  anf  dieser  liegenden  Curven  aweiter 
Ordnung  werden  von  awei  durch  e  gehenden  Ebenen,  den  Cnspidal- 
ebenen,  berührt;  sämmtliche  Berührungspunkte  liegen  auf  awei  Ge- 
raden, den  singulären  Erzeugenden,  deren  Schnittpunkte  mit  </ die 
Cnspidalpunkte  sind. 

Der  zweite,  umfangreichere  Theil  der  Arbeit  (8.  18 — 57)  bringt  die 
Abbildung  der  Fläche  auf  einer  Ebene  und  behandelt  mit  ihrer  Hilfe  die 
Geometrie  auf 'der  Flfiche.  Die  Abbildung,  zu  welcher  schon  Clebsch» 
Reye  und  Cremona  gelangt  sind,  projicirt  jeden  Punkt  der  Fläche 
durch  diejenige  Gerade,  welcbe  durch  diesen  Punkt  gelegt  ist  und  zwei 
feste  windschiefe  Erzeugende  a  und  b  schneidet,  auf  die  Bildebene  c; 
diese  ist  durch  die  doppelte  Leitlinie  d  gelegt  und  enthält  weder  tf, 
noch  b.  Es  werden  die  Bilder  der  Erzeugenden,  Leitlinien  und  Curven 
der  Fläche  bestimmt;  jedem  durch  die  Fläche  bestimmten  Nullsystem 
entspricht  in  der  Bildebene  ein  Polarsystem  (§  9).  Die  letzten  Para- 
graphen beschäftigen  sich  mit  den  Curven,  in  denen  die  Regelfläche 
dritter  Ordnung  von  anderen  algebraischen  Flächen  geschnitten  wird, 
mit  den  Berührungscurven  und  den  Haupttangentencurven. 

Der  dritte  Theil  (S.  58— 61)  behandelt  noch  den  speciellen  Fall, 
dass  die  projectivischen  Gebilde  e  und  x^  einen  Punkt  gemein  haben; 
das  Erzeugniss  derselben  ist  in  diesem  Falle  eine  Regelfläche  dritter 
Ordnung  mit  einer  Doppellinie. 

Aus  der  Inhaltsangabe  ergiebt  sichi  dass  das  Schriftchen  von  einem 
neuen  Ausgangspunkte  an  die  Haupteigenschaften  der  Regelflächen  dritter 
Ordnung  entwickelt.  Es  wird  Demjenigen ,  der  sich  für  den  behandelten 
Gegenstand  interessirt,  eine  angenehme  Lectnre  sein.        Milinowski. 


Hilfstafeln  für  barometrische  Höhenmessnngen,  berechnet  und  heraus- 
gegeben von  Ludwig  Nkuhbybr,  Premierlieutenant  und  Sections- 
ohef  im   topographischen  Bureau  des  königl.  bayrischen  General- 
stabes.    München,  R.  Oldenbourg.     1877.     gr.  8^     X,  194  S. 
Die  Haupttabelle  ist  in  der  Art  berechnet,   wie  ältere  Hilfstafeln, 
indem  als  erstes  Argument  das  arithmetische  Mittel,  als  zweites  Argument 
der  Unterschied  der  auf  0^  redncirten  Barometerstände  dient.     Die  Ta- 
belle  lässt    (unter  Voraussetzung    von   0^  Lufttemperatur)  Höhenunter- 
schiede in  Meter  finden,  welche  Druckunterschieden  von  0,1  bis  24,9 "^ 
bei  der  halben  Barometerstandssumme  600,5  bis  779,5°^™  (nach  ganzen 
Millimetern  fortschreitend)  entsprechen.     In  der  sehr  kurz  und  nicht  ganz 
präcis   gehaltenen  Erläuterung  (drei  splendid  gedruckte  Seiten  und  eine 
viei*te   für  ein  Beispiel)  wird  Berechnungsweise  und  Gebrauchsweise  der 
Tafel  angegeben,  nicht  aber  erwähnt,  welcher  Werth  der  Constanten  benützt 
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wurde.  Nachrechnend  findet  man,  dass  dieser  18403  war.  Bauern- 
feind  und  Kühl  mann  geben  die  Zahlen  18404,9  and  18429,1  an  für 
die  geographische  Breite  45  ^  woraus  sich  für  die  Breite  von  München, 
dem  Ausgabeorte  der  Tafeln  (48^)  oder  für  die  Breite' (50^)  von  Mittel- 
deutschland 18381,5  und  18378,2  oder  18405,7  uud  18402,4  berechnen. 
Durch  die  Correcturglieder  wegen  Feuchtigkeit  und  mittlerer  Meeres- 
höhe werden  diese  Zahlen  nicht  unbeträchtlich  grösser. 

Gegen  die  unbestrittene  Regel ,  in  Tafeln  keine  überflüssigen  Zahlen 
zu  schreiben,  verstösst  das  Buch  bedeutend.  Das  zweite  Ai^meut 
schreitet  nach  Zehnteln  fort,  welche  der  Verfasser  aber  als  Hunderlel 
schreibt,  was  auf  jeder  Seite  10,  im  Ganzen  1800  überflüssige  Nnllzeichen 
einführt.  Auch  das  erste  Argument  enthält  eine  zweite  Decimalstelle, 
die  stets  Null  ist  —  macht  weiteren  Ueberfluss  von  180  fettgednickten 
Nullen.  Wären  als  Argument  ganzzahlige  Millimeter  genommen  statt  der 
ungeradzahligen  halben  Millimeter,  so  wären  abermals  180  fettgedmckte 
Ziffern  erspart  worden  und  zugleich,  insofern  man  leichter  auf  ganse  als 
auf  halbe  Millimeter  rechnet,  die  Interpolation  bequemer  geworden.  Der 
einem  Millimeter  Druckdifferenz  entsprechende  Höhenunterschied  steht 
nicht  nur  in  der  Tabelle,  sondern  fett  gedruckt  nochmals  fünfstellig  in 
der  Ueberschrift  —  Verschwendung  von  900  Ziffern  und  180  Komma, 
nebst  ebenso  vielen  Punkten  und  Gleichheitszeichen.  Diese  Gleichheits- 
zeichen haben  eine  von  der  gewöhnlichen  abweichende  Bedeutung  und 
wären,  wie  unter  ähnlichen  Verhältnissen  in  Logarithmentafeln  üblich, 
besser  durch  einen  Stern  ersetzt,  denn  es  hat  etwas  mathematisch  Ver- 
letzendes, die  Unwahrheit  643,50  =  12,420  zu  lesen. 

Der  Umfang  der  Tafeln  scheint  viel  zu  gross.  Einmal  haben  Centi- 
meter  für  barometrisch  bestimmte  Höhenunterschiede  keine  ernsthafte  Be- 
deutung, die  Weglassung  der  zweiten  Decimale  hätte  eine  Ersparung  von 
54360  Ziffern  ermöglicht.  Zum  Andern  ist  zu  bemerken:  Es  ist  kaum 
möglich,  dass  das  Mittel  der  in  Höhenmessungen  (Tiefen messnngen  in 
Gruben  eingeschlossen)  vorkommenden  (auf  0^  reducirten)  Barometer- 
stände 779,5  erreicht;  damit  es  aber  auf  600,5  herabsinke,  müssen  die 
Messungen  in  Höhen  über  2000  Meter  gemacht  werden ,  über  der  Schnee- 
grenze Deutschlands  und  der  sie  umgebenden  Länder.  Das  Bedfirfniss 
und  damit  die  Berechtigung  einer  Tafel  besteht  nur,  wenn  ein  häufiger 
Gebrauch  derselben  vorkommt.  Nimmt  man  an,  ausgedehnte  (Tafeln 
wünschenswerth  machende)  barometrische  Höbenmessungen  kämen  in 
Deutschland  von  Gruben ,  die  noch  etwas  unter  das  Meeresniveau  reichen, 
bis  zu  einer  Seehöhe  von  IQOO  Metern  vor,  so  genügte  gerade  die  Hälfte 
des  Umfanges  der  Tafeln,  103320  Ziffern,  sehr  viele  Komma,  Punkte, 
Buchstaben  blieben  erspart. 

Die  Ansiebten  über  zweckmässige  Ausführlichkeit  von  Hilfstafeln  sind 
verschieden.     Der  Berichterstatter  benützt  die  Gelegenheit,  die  seinige  an 
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den  yorliegenden  Tafeln  zn  ezemplificiren.  Darnach  könnte  der  wesent- 
liche Inhalt  der  fraglichen  Tahelle ,  anter  Beibehaltung  des  als  zu  gross 
erkannten  Umfangs  (600—779)  auf  ^  der  Drnckflftche  bei  gleicher  Zif- 
ferngrösse  gegeben  werden.  Nämlich  statt  auf  einer  Seite  das  0,1-  bis 
24,9 fache  einer  Zahl  zu  geben,  genügt  es,  das  1-  bis  9 fache  dieser  Zahl 
in  einer  Zeile  zn  geben.  Die  Zeile  beanspracht  (mit  Vorsetznng  des 
Arguments)  300  Quadratmillimeter,  eine  Seite  der  yorliegenden  Tafel  aber 
hat  (abgesehen  von  Ueberschrift  u.  s.  w.)  innerhalb  des  Rahmens  19656 
Quadratmillimeter  Druckfläche.  Die  ganze  Tafel  Hesse  sich  auf  6  Seiten 
klein  Octav  (mit  sehr  breitem  Rande),  statt  auf  180  Seiten  gross  Octav 
bringen ,  und  bei  Abkürzung  der  Tafel  auf  den  halben  umfang  liesse  sich 
auf  2  Seiten  gross  Octav  Alles  zusammendrängen  —  stets  die  gleiche 
Zifferngrösse  beibehaltend.  Diese  ausserordentliche  Ersparung  von  Papier, 
von  165246  Ziffern,  6384  Buchstaben,  Komma  und  Punkte,  wird  erkauft 
mit  der  Mühe,  statt  eine  Zahl  auf  einer  Seite  zu  suchen,  deren  drei  in 
derselben  Zeile  stehende  aufzuschlagen  und  zu  addiren.  Die  abgekürz- 
ten Tafeln  verlangten  nur,  einen  vierten  Addenden  aus  derselben  Zeile  zu 
nehmen ,  wenn  der  Barometerstandsunterschied  nach  Hundertelmillimetern 
in  Rechnung  gezogen  werden  soll  —  die  ausführlichen  Tafeln  nöthigen 
zu  einer  Interpolation ,  zu  deren  Erleichterung  Nebentafeln  mit  Differen- 
zen und  Proportionaltheilungen  gegeben  sind,  die  bei  den  gekürzten 
Tafeln  entbehrlich  sind.  Noch  mehr:  Die  ausführlichen  Tafeln  reichen 
nur  bis  zu  einem  Druckunterschiede  von  24,9'°'°  und  fordern  für  gros- 
sem Unterschied  Theilung  und  Zusammenstellung  —  die  abgekürzten 
Tafeln  leiden  nicht  unter  dieser  Beschränkung. 

Die  zweite  Tabelle  giebt  die  Verbesserungen,  welche  an  den  unter 
der  Voraussetzung  von  0^  Lufttemperatur  berechneten  Ergebnisse  anzu- 
bringen sind ,  nämlich  ^^^  dieser  Nullhöhe  mal  der  Summe  der  nach  Cel- 
siusgraden an  den  Endstationen  gemessenen  Temperaturen.  Das  eine 
Argument  der  Tafel  bildet  die  Temperatur ensumme  in  der  nach  oben 
wohl  unnöthig  weiten  Ausdehnung  von  0^  bis  70^  um  je  4^  fortschrei- 
tend, das  andere  Argument  ist  die  Nullhöhe  in  der  Ausdehnung  von  10 
bis  250"^  je  um  10™  fortschreitend.  Auch  hier  scheint  es  vortheilhafter, 
nur  das  1-  bis  9 fache  der  Correctureinheit  anzugeben,  wodurch  Raum- 
erspamiss  erzielt  wird  und  der  Vortheil,  auch  über  250"°  Nnllhöhe  hinaus 
in  gleichmässiger  .Weise  die  Tafel  gebrauchen  zn  können. 

Die  Ausstattung  des  Buches  ist  vortrefflich;  so  weit  die  Prüfungen 
des  Berichterstatters  reichen,  sind  Druckfehler  vermieden.  _ 

BOHN. 
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Ergebnisse  physikalischer  Forschung,  bearbeitet  von  Dr.  C.  Bobn,  Pro* 
fessor  der  Physik  an  der  Forstlebranstalt  AscbafiFenbnrg.     I.  Lief. 

Der  Yerfaflser  des  Werkes,  von  dem  erst  etwa  der  dritte  Theil 
erschienen  ist,  beabsichtigt  nach  einem  aasgegebenen  Picospect,  haupt- 
sächlich den  Bedürfnissen  Derer  zu  genügen ,  die  sich  auf  Prüfungen  ans 
der  Physik  vorbereiten  wollen;  er  denkt  sich  dasselbe  aber  auch  als  kur- 
zes Handbuch  zum  Nachschlagen ,  als  Mittel  zur  Repetition  und  als  Leit- 
faden zu  Vorlesungen.  „Ausführlichkeit  oder  gar  Vollst&ndigkeit  der 
Tabellen  ist  nicht  beabsichtigt,  sondern  nur  Auswahl  des  Wichtigsten 
und  zuerst  Nöthigen.^'  Die  erste  Lieferung  enthält:  Allgemeines  über 
Körper  und  Kräfte,  allgemeine  Mechanik  und  Schwere,  physikalische 
Mechanik,  Wärmelehre  (erster  Theil). 

Nach  dem  Titel  könnte  man  eine  Sammlung  von  Formeln  und  Zahlen- 
werthen  erwarten;  so  trocken  hat  der  Verfasser  den  Inhalt  nicht  geben 
wollen,  er  hat  noch  den  Zusammenhang  der  Resultate  kurz,  aber  voll- 
kommen genügend  dargestellt.  Ob  das  Werk  zur  Vorbereitung  für  Prü- 
fungen ausreicht,  wird  wohl  bezweifelt  werden  dürfen;  mit  dem  Satze, 
dass  z.  B.  „künftige  Lehrer  nicht  oder  nur  selten  und  stets  in  aweiter 
Linie  bei  der  Prüfung  nach  den  Mitteln  und  Wegen  der  Forschung  ge- 
fragt werden'*,  wird  nicht  Jedermann  einverstanden  sein.  Als  Nach- 
schlagebuch dagegen  in  allen  obengenannten  Fällen,  für  Studirende,  für 
Candidaten  und  Lehrer,  scheint  es  seinem  Zwecke  vollkommen  zu  ent- 
sprechen; doch  ist  zu  bedauern,  dass,  wie  oben  angeführt,  Vollständig- 
keit der  Tabellen  nicht  beabsichtigt  ist;  es  würde  dadurch  sicher  sehr  an 
Brauchbarkeit  gewinnen.  Bei  einzelnen  Zahlenangaben,  a.  B.  über  speci- 
fische  Wärme,  Ausdehnung  durch  Wärme  u.  s.  w.,  wäre  es  von  Interesse,  die 
Autorität  zu  erfahren,  die  Originalzahlen  nebst  Angabe  des  Namens  des 
Autors.  Das  in  Beziehung  auf  Brauchbarkeit  für  den  Lehrer  und  Stn- 
direnden  der  Physik  bei  Weitem  in  erster  Linie  stehende  Werk  von 
Mousson  (dem  nur  leider  ein  Register  fehlt)  ist  hierin  Muster  und 
scheint  auch  von  dem  Verfasser  benützt  zu  sein.  Warum  dann  nicbjt 
noch  die  Namen  beisetzen,  die  neben  den  Zahlen  stehen?  Vielleicht 
würde  ein  Bogen  mehr  nöthig  geworden  sein,  aber  die  Zahl  der  Ab- 
nehmer wäre  gewiss  eine  grössere. 

Im  Einzelnen  lässt  sich  nur  wenig  aussetzen,  die  Definitionen  und 
*  Erklärungen  sind  scharf  und  erschöpfend.  Nur  in  §  26  ist  von  einem 
nach  dem  Erdmittelpunkte  gerichteten  senkrechten  Zuge  die  Rede 
(was  senkrecht  zur  Erdoberfläche  ist,  geht  nicht  durch  den  Erdmittel- 
punkt, vergl.  §  70);  in  §  62  wird  gesagt,  alle  Körper  seien  gleichschwer, 
was  die  Anmerkang  indirect  verneint;  in  §  67  ist  die  kühne  Behauptung 
aufgestellt,  die  Bestimmung  einer  Mittelkraft  sei  nur  durch  eine  in  vielen 
Fällen  gar  nicht  ausführbare  Rechnung  möglich!  und  in  etlichen  Fällen 
ist  der  Text  für  die  Figur  au  mager,   so  dass  die  letzte  unverständlich 
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bleibt,  60  Fig.  81  nnd  die  Figuren  103  bis  107.  Endlich  fehlt  in  §  248 
die  Angabe,  dass  die  Gewichtszahlen  für  Paris  gelten. 

Ob  die  yerhältnissmässig  ausführliche  Behandlung  der  Mechanik 
(selbst  Wasserräder  unter  „physikalischer  Mechanik*^)  nach  dem  Titel 
gerechtfertigt  ist,  möchte  sich  auch  bezweifeln  lassen;  doch  sind  freilich 
die  Bedürfnisse  für  verschiedene  Zwecke  verschieden. 

Wenn  das  Register  ein  möglichst  vollständiges  wird,  so  haben  wir 
sicher  ein  für  jeden  Physik  Studirenden  willkommenes  und  brauchbares 
Buch  vor  uns.  2bch. 


Das  EUipsoid,  elementar  bearbeitet  von  Auo.  Jenny.  (Die  Ellipse.  Das 
Ellipsoid  im  Allgemeinen.  Rotationsellipsoide.  Das  dreiaxige 
EUipsoid.  Schiefe  Schnitte.  Ellipsoid  und  Cylinder.)  Preis  1  Mk. 
Basel,  Schweighauser.     1877. 

Das  Schriftcheu  hat,  wie  der  Titel  besagt,  den  Zweck,  die  Betrach- 
tung des  Ellipsoids  —  selbstverständlich  nur,  soweit  es  sich  um  dessen 
Inhalt,  wie  um  die  stereometrisch  einfach  bestimmten  Abschnitte  handelt 
—  auf  elementarem  Wege  durchzuführen.  Der  Gedanke  selbst  ist  nicht 
t>hne  Geschick  durchgeführt  und  dürfte  auch  nicht  ohne  Interesse  sein, 
soweit  die  Zeit  für  eine  Ausdehnung  des  planimetrischen  und  des  stereo- 
metrischen Unterrichts  ausreicht,  zumal  im  Vorgange  au  den  Berech- 
nungen der  Ellipsoidenabschnitte  die  der  Ellipsenabschnitte  ausführlich 
besprochen  werden. 

Bei  Hereinziehung  dieses  Problems  in  das  Gebiet  des  elementaren 
Unterrichts  dürfte  aber  doch  eine  kürzer  gefasste  Behandlung  Platz  grei- 
fen, insbesondere  da,  wo  es  sich  um  die  zur  Anwendung  gelangenden 
Proportionen  handelt;  auch  hinsichtlich  der  schiefen  Schnitte  bei  Ellipse 
und  Ellipsoid  könnte  nicht  ohne  Vortheil  für  die  Vereinfachung  das 
Dreieck,  beziehungsweise  der  Kegel  hereingezogen  werden. 

Im  Uebrigen  kann  das  Schriftchen  bei  dem  an  und  fttr  sich  billigen 
Preise  und  den  verhältnissmässig  recht  anschaulichen  Figurentafeln  allen 
Denen  empfohlen  werden,  welche  sich  für  elementare  Behandlung  der- 
artiger Probleme  irgendwie  interessiren. 

Kaiserslautern.  Hugbl. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Bibliographie 

vom  1.  März  bis  30.  April  1878. 


Periodische  Schriften. 

Monatsbericht  der  königl.  prenssischen  Akademie  der  Wissensebaften. 
Jahrg.  1878,  Nr.  1.    Berlin,  Dümmler.  '  pro  compl.  12  Mk. 

Sitzungsberichte  der  mathem.  -  phjsikal.  Classe  der  königl.  bayr.  Akademie 
der  Wissenschaften.    1877,  3.  Heft.    München,  Franz.     1  Mk.  20 Pf. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien. 
Mathem. -naturw.  Cl.  Jahrg.  1878.  75  Bd.,  L  Abth.,  5.  Heft  Wien, 
Gerold.  6  ML 

,  76.  Bd.,  I.  Abth.,  2.  Heft.     Ebendas.  3  Mk. 

Nautisches  Jahrbuch  oder  Ephemeriden  und  Tafeln  für  das  Jahr  1880. 
Herausgegeben  vom  Reichskanzleramte  unter  Redaction  von  Tibtjbit. 
Berlin,  G.  Reimer.  1  Mk*.  50  Pf. 

Jahrbücher  der  k..k.  Centralanstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetis- 
mus. Neue  Folge.  12.  Bd.,  Jahrg.  1875.  Herausgeg.  v.  Osnagqi. 
Wien,  Braumüller.  6  Mk. 

Geschichte  der  Mafhematik. 

Schering  ,  E. ,  Carl  Fr.  Gauss*  Geburtstag  nach  hundertjähriger  Wieder- 
kehr.    Festrede.     Göttingen,  Dieterich.  1  Mk.  50  Pf. 

Bbssel,  f.  W.,  Recensionen,  herausgegeben  von  R.  Engblmann.  Leip- 
zig, Engelmann.  7  ML 
Reine  Mathematik. 

Dbdbkind,  R.,  lieber  den  Zusammenhang  der  Theorie  der  Ideale  and 
der  Theorie  der  höheren  Congruenzen.    Göttingen ,  Dieterich.    2  Mk. 

ScBBRiMG,  E.,  Analytische  Theorie  der  Determinanten.  Göttingen,  Die- 
terich. 2  Mk.  40  Ff. 

Sbbwald  ,  E. ,  Einfache  Berechnung  elliptischer  Bögen.  (Akad.)  WieD, 
Gerold.  25  Pf. 

Gbaf,  H.,  Beiträge  zur  Theorie  der  Riemann^schen  Fl&che.  Zfirieb, 
Orell,  Füssli  &  Comp.  1  Mk.  50  Pf. 

Lieber,  H.  und  v.  Lühmann,  Geometrische  Constructionsauf gaben.  4.  Aufl. 
Berlin,  Simion.  2  Mk.  70  Pf. 

Simon,  M.,  Die  Kegelschnitte,  behandelt  f.  d.  Repetition  in  d.  Gymnasial- 
prima.     1.  Abth.:  Die  Parabel.     Berlin,  Calvarj  &  Comp.      80  Pf. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Bibliographie.  101 


Angewandte  Mathematik. 

Pnblication  des  königl.  prenssiscben  geodätischen  Instituts:  Das  rhei- 
nische DreiecksDetz.  2.  Heft:  Die  Bichtnngsbeobachtnngen.  Berlin, 
Schlesien  15  Mk. 

Listing,  J.,  Neue  geometrische  und  dynamische  Cönstanten  des  Erdkör- 
pers.    Oöttingen,  Dieterich.  1  Mk. 

Heis,  E.,  Alias  coelesHs  ecUpHcus.  Octo  condnens  iabulas  ad  delineandum 
lumen  zodiacale.     Cöln,  Du  Mont  -  Schauberg.  6  Mk. 

VoGBL,  H.,  Der  Steruhaufen  %  Persei,  beobachtet  am  achtzölligen  Re- 
fractor  der  Leipziger  Sternwarte  Jn  d.  Jahren  1867 — 1870.  Leipzig, 
Eugelmanu.  2  Mk.  40  Pf. 

AuwBBS,  A.,  Bericht  über  die  Beobachtung  des  Venusdurchganges  vom 
8.  December  1874  in  Lnzor.     Berlin,  Dümmler.  13  Mk. 

BoLTZMANN,  L.,  lieber  die  Beziehung  zwischen  dem  2.  Hauptsatze  der 
mechanischen  Wärmetheorie  und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
resp.  den  Sätzen  tiber  das  Wärmegleichgewicht.  (Akad.)  Wien,  Gerold. 

90  Pf. 
Physik  und  Meteorologie. 

Maxwell,  C,  Theorie  der  Wärme,  übörs.  v.  F.  Nbesbn.  2.  Lief.  (Schluss.) 
Braunschweig,  Vieweg.  3  Mk.  20  Pf. 

Bebtz,  W.  y.,  Grundzüge  der  Elektricitätslehre.  10  Vorlesungen.  Stutt- 
gart, Meyer  &  Zeller.  3  Mk.  60  Pf. 

ExNER,  F.  und  GoLDSOFiMiEDT,  lieber  den  Eiufiuss  der  Temperatur  auf 
das  galvanische  Leituugsvermögen  der  Flüssigkeiten.  (Akad.)  Wien, 
Gerold.    >  1  Mk.  20  Pf. 

Troost,  B.,  Nachweis  der  Unzulänglichkeit  der  Kirchboff 'sehen  Erklä- 
rung der  dunklen  Frauenhofer'schen  Linien  im  Sonnenspectrum. 
Leipzig,  Georgi.  1  Mk.  25  Pf. 

Witte,  E.,  Ueber  Meeresströmungen.     Pless  i.  O.-S. ,  Krummer.    2  Mk. 


Hiit-lit  Abtlilg.  dr  ZttiUchr.  f.  Math.  n.  Phyi.  XXm,  3.  Digitifed  by  CjOOQ IC 


Mathematisches  Abhandlungsregister. 


Erste  Hälfte:   1.  Januar  bis  30.  Juni. 


AbbUdung. 

1.  Eine  Abbildung  des  tetraedralen  Complexes  auf  den  Punktraum.     Weiler. 

ZeitBchr.  Mafch.  Phys.  XXII,  261. 

2.  Ein  Theorem  über  die  conforme  Abbildung  der  Flächen  auf  Ebenen.    Hoppe. 

Grün.  Archiv  LIX,  69. 
Yergl.  Cartographie. 

Analytltohe  0«om«tile  d«r  Eben«. 

3.  Methode  de  tranaformation  fond^e  sur  la  conservation  d*une  relation  invariable 

entre  les  ddrivdes  de  mSme  ordre.    Haton  de  la  Ooupilliere.   Compt. 
rend.  LXXXII,  662.  —  Jonm.  mathäm.  S^r.  3,  II,  241. 

4.  Sur  un  point  de  gäomdtrie  infinitesimale.   P.  Serret.  Compt.  rend.  LXXXII,  €7. 
6.  Sur  une  propriät^  des  lignes  algdbriques  planes.    N.  corresp.  math.  III,  194. 

6.  Proprio t^s  d*une  Spirale.    Freson.    K  corresp.  math.  III,  S7. 

7.  Propriät^s  de  la  chainette.    Freson.    K.  corresp.  math.  III,  278. 
9.  Theorie  der  Eardioide.    Zahradnik.    Gmn.  Arohiv  LIX,  337. 

9.  Note  sur  la  cardio'ide.    Brocard.    N.  corresp.  math.  lll,  408. 

10.  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  dem  tangentes  rectangulaires  ä  la 

eardioide.    Brocard.    N.  corresp.  math.  III,  68,  231.  —  Schoentjes 
ibid.  61.  —  Neu  borg  ibid.  123.  —  Lambiotte  ibid.  62. 

11.  On  the  equation  of  the  nodal  plane  cnbic.    Walker.     Quart.  Joum.  math. 

XIV,  242. 

12.  On  plane  cubic»  with  a  double  and  a  siogle  focus.    Jeffery.    Qoari  Joum. 

math.  XIV,  359. 

13.  Lieu  g^om^trique  qui  donne  une  courbe  alg^rique  du  troisidme  degr^.  Freson. 

N.  corresp.  math.  III,  386. 

14.  Zur  Theorie  der  Cissoide.    Zahradnik.    Grün.  Archiv  LIX,  335. 

15.  Pol  und  Polare  des  Dreiecks.    Grein  er.    Grün.  Archiv  LIX,  351. 

16.  Six  Segments  en  involution  sur  les  cöt^s  d*un  triangle.    Van  Anbei.    N.  cor- 

resp. math.  III,  221. 
VergL  Brachistochrone.    Brennpunkt.    Determinante  in  geometrischer  An- 
wendung 60,  61,  62.     Ellipse.    Function  106.    HyperbeL    Kegelschnitt 
Kreis.    Parabel. 

Analytisohs  0eomstris  d«s  Baumes. 

17.  üeber  Complexe  und  Congruenzen.    Voss.    Mathem.  Annal.  IX,  55. 

18.  Ueber  Selbsthüllcurven  und  SelbsÜiüllflächen  in  ähnlich  -  veränderlichen  Syste- 

men.   B,  Müller.    Zeitschr.  Math.  Phys   XXII,  369. 

19.  The  homographic  transformation  of  angles.     Taylor.    Quart  Joum.  math. 

XIV,  25. 

20.  Sur  les  courbes  gauches  du  quatrieme  ordre.  P.  Serret.   Compt.  rend.  LXXXII 

322,  370. 

21.  Sur  les  cubiques  gauches.    AppeU.    Compt.  rend.  LXXXII,^  70. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Abhandlangsregister»  1 03 

22.  On  cnbics  of  the  third  clasB  with  triple  foci.    Jeffery.    Qaart  Jonm.  math. 

XIV,  127. 

23.  Propri^tä  des  angles  de  trois  cooples  de  g^n^ratrices  principales  d^cm  cöne  du 

second  degrä.    Freson.    K  corresp.  math.  III,  421. 

24.  Sor  les  8  plana  taDgente  commanB  i  S  eph^ree.    Freson.    N.  corresp.  math. 

III,  427.  e  *-  i' 

Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  58,  59.   Ellipsoid.   Kegel- 
schnitte.   Kugel.    Oberfl&chen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

AstnmoBii». 

25.  Memoire  sur  le  probl^me  des  trois  corps.     E.  Mathieu.     Joum.  mathdm. 

S^r.  3,  II,  346. 

26.  Sur  rinvariabilitä   des   grai^ds  azes  des  orbites  des  planstes.     Tisserand. 

Compt.  rend.  LXXXII,  442. 

27.  Ezplication  des  irregularit^s  observ^es  dans  le  mouvement  d'üranus  fond^e  sur 

rhypoth^se  des  perturbations  causäes  par  une  plannte  plus  dloign^; 
^•omprenant  une  dätermination  de  la  masse,  de  l'orbite  et  de  la  position 
du  Corps  perturbant.    Adams.    Journ.  mathdm.  Sdr.  3,  II,  5,  69. 

28.  Precession  and  nutation.    Greenhill.    Quart.  Joum.  math.  XIY,  167. 

29.  Approximation  in  the  lunar  theory.    P.  Frost.    Quart.  Journ.  math.  XIY,  179. 

30.  Memoire  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre.     E.  Mathieu.    Joum 

mathäm.  Bdr.  3,  11,  33,  161. 

31.  (Jeher  die  Stärke  der  Bestrahlung  der  Erde  durch  die  Sonne  in  ihren  yer- 

schiedenen  Breiten  und  Jahreszeiten.     Wiener.    Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXII,  341. 
Vergl.  Elliptische  Transcendenten  108.    Hydrodynamik  167. 


Baromstrisohs  ttShramauimg. 
Vergl.  Geodäsie. 

Bemoiilli*sehe  Zahlen. 

32.  Sur  la  g^ndralisation  de  deux  thdor^mes   dus  k  Mrs.  Hermite   et  Catalan. 

E.  Lucas.    N.  corresp.  math.  III,  69. 

33.  Sur  une  formule  de  Scherk.    Le  Paige.    N.  corresp.  math.  III,  159. 

Bestimmte  Integrale. 

34.  Ueber  die  partielle  Summation.    Helm.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  400. 
.35.  Ueber  die  Fundamentalwerthe  des  allgemeinen  hypergeomemschen:  Integrals. 

Radio ke.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  g7. 

36.  Ueber   einige   bestimmte  Integrale.    Enneper.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII, 

1S9,  195. 

37.  Ueber  einige  bestimmte  Integrale.    Eostka.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  258. 

38.  Ueber  einige  bestimmte  Integrale.    Grün.  Archiv  LIX,  218. 

Vergl    Cylinder^mctionen.     Elliptische  Transcendenten.     Engeliunctionen. 
Ültraelliptische  Transcendenten. 

Binomialeoafiloienteii. 

39.  Somme  des  carräs  des  coefficients  de  (a;  +  y)*"*  pris  avec  des  signes  alternäs. 

Freson.    N.  corresp.  niath.  III,  86. 

40.  Deux  relations  entre  des  coefficients  du  d^veloppement  des  binomes.   Freson. 

N.  corresp.  malh.  III,  361,  862. 

Braohistochrone. 

41.  Rapport  sur  un  memoire  de  Mr.  Haton  de  la  Goupilliäre  ayant  pour  titre: 

Probleme  inverse  des  brachistochrones.  Bouquet.  Compt.  rena.  LXXXII, 
143. 

42.  On  some  unnoticed  cases  of  free  deduced  from  familiär  cases  of  brachistochro- 

nous  motion  and  conversely.    Townsend.    Quart.  Journ.  math.  XIV,  85. 

Brennpunkte. 

43.  Sur  les   foyers   d^une  courbe  plane.    Gibert  &  Niewenglowski.    Compt 

rend.  LXXXII,  913. 
Vergl.   Analytische  Geometrie  der  Ebene  12.     Analytische  Geometrie   des 
Raumes  22.  /^-^  i 
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(Uurtographie. 

44.  Nouveaa  systöme   de  cartes  marines  poar  la  navigation  par  arcs  de  grand 

cercle.    Hilleret    Compt.  rend.  LXXXII,  1096. 

Combinatorik. 

45.  Theorie  du  solitaire.    Beiss.    N.  corresp.  math.  III,  234,  263,  289. 

46.  On  the  knight*s  path.    A.  H.  Frost.    Quart.  Joum.  math.  XIV,  123. 

47.  A  simple  method  of  tracing  paths  of  a  knight  over  the  Squares  o£  6,  6,  7,  8 

and  their  extension  lo  higher  Squares.     A.  H.  Frost.    Quart.  Joum. 
math.  XIV,  354. 

Complaxuition. 

48.  Sur  certaines  aires  sph^riques.    Ghysens.    N.  corresp.  math.  III,  81.  —  Ca- 

talan  ibid.  241. 

49.  Sur  Taire  de  Tellipsoide.    Ghysens.    N.  corresp.  math.  III,  40. 

Cylind^rftmetionen. 

50.  üeber  eine  mit  den  BesQerschen  Functionen  verwandte  Function.    Lommel. 

Mathem.  Annal.  IX,  425. 

51.  Ueber  die  Convergenz  der  Entwickelung  einer  arbiträren  Function  f{x)  nach 

a  a  a 

den  ßesserschen  Functionen  J(ft«),  J{ßiX\  J(fta;), ...,  wo  fit,  ßt,  ßa^  ... 

a 

die   positiven  Wurzeln   der  Gleichung  J{ß)  =  0  vorstellen.     Scblaefli. 
Mathem.  Annal.  X,  137. 


DetemünantoiL 

52.  Ueber  die  algebraischen  Formen,  deren  Hesse^sche  Determinante  identisch  ver- 

schwindet.   Gordan  &  Noether.    Mathem.  Annal.  X,  547. 

53.  Das   allgemeine   Zerlegungsproblem   der   Determinanten.     Günther.      Gnui. 

Archiv  LIX,  130. 

54.  Zur  Theorie  der  Unter determinanten.    Hpza.    Grün.  Archiv  LIX,  387. 

55.  Ueber   Unterdeterminanten  'einer   adjungirten  Determinante.     Hoza.      Grün. 

Archiv  LIX,  401. 

56.  Sur  la   multiplication  des  d^terminants.     Le  Paige.    N.  corresp.  math.  III, 

141,  275.  —  J  am  et  ibid.  247. 

57.  Ueber  das  Multiplicationstheorem  zweier  Determinanten  n*«"  Grades.    Hoza. 

Grün.  Archiv  LIX,  403. 
Vergl.  Bestimmte  Integxule  37.    Differentialquotient  83.    Gleichungen  151. 
Kettenbrüche  199. 

Determinaaten  in  geometrisclier  Anwendung. 

58.  Ueber  dreipunktig  berflhrende  Curven  einer  dreifach  unendlichen  Schaar.  Krey. 

Mathem.  Annal.  X,  221.    [Vergl.  Bd.  XVII,  Nr.  40.] 

59.  Relation  entre  les  distances  reciproques  de  n  points  sitn^s  dans  Tespace     Even. 

N.  corresp.  math.  III,  91. 

60.  Beziehungen  eines  Dreiecks  zu  einer  Geraden.    Hain.    Grün.  Archiv  LIX,  87. 

61.  Ueber  eine  Classe  irrationaler  Symmetriepunkte  des  Dreiecks.    Hain.     Gran. 

Archiv  LIX,  415. 
02.  Allgemeine  Beziehungen  der  Symmetriepunkte  eines  Dreiecks.    Hain.     Gnin. 
Archiv  LIX,  420. 
Vergl.  Kreis  200. 

Differentia]  gleiohungen. 

63.  A  memoir  on  differential  equations.    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XIV,  292. 

64.  Geometrie  meaning  of  differential  equations.    Cunningham.    Quart.  Joum. 

math.  XIV,  226. 

65.  Extrait  d'un  memoire  sur  les  Equations  diff^rentielles  lin^aires  du  second  ordre 

qui  possädent  des  int^rales  alg^briques.   Fuchs.    Joum.  mathem.  Ser.  3, 
n,  158. 

66.  Sur  les  ^auations  lin^aires  du  second  ordre  dont  les  integrales  sont  alg^briques. 

C.  Jordan.    Compt.  rend.  LXXXII,  605. 

67.  Sur  les  Equations  linäaires  du  second  ordre.    P.  Pepin.    Compt.  rend.  LXXXII, 

»323.  _ 
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68.  Sur  les  ^qaaiions  diffärentielles  Unfaires  da  second  ordre.    FnchB.    Gompt, 

rend.  LXXXII,  1494. 

69.  Snr  la  maniäre  dont  Le  Besgue  a  traiW  Töquation  y"H — y'4-«y  =  0.     Le 

Faige.    N.  corresp.  math.  III,  20. 

70.  Integrer  r^quation  (3-«) y"— (9—4«) y'4- (6—3«) y  =  0.    Catalan.   N.  corresp. 

math.  in,  93. 

71.  Sur  Tdquation  y"=Ä(«y'— ny).     Le  Paige.    N.  corresp.  math.  III,  317.  — 

Mantel  ibid.  322. 

72.  Sur  quelques  ^quations  diff^rentielles  da  second  ordre.    Brocard.    N.  corresp. 

math.  III,  139. 

73.  Ueber  lineare  DifiPerentialgleichungen.    S.  Spitzer.    Grnn.  Archiv  LIX,  384. 

74.  On  linear  difterential  equations  of  the  third  order.    Cookie.    Qaart.  Joum. 

math.  XIV,  340.     [Vergl.  Bd.  XI,  Nr.  268.J 

75.  On  tests  of  singularily.    Cookie.    Quart.  Joam.  math.  XIV,  146.    [Vergl.  Bd. 

XXI,  Nr.  266.] 

76.  Ueber   die  Weiler^sche  Integrationsmethode  der  partiellen  Differentialgleich- 

ungen erster  Ordnung.    A.  Mayer.    Mathem.  Annal.  IX,  347. 

77.  Nachträge  zu  meinen  Abhandlungen  über  die  Integration  partieller  Differen- 

tifiSgleichungen   der   ersten  Ordnung.     Weiler.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXII,  100.    [Vergl.  Bd.  XXI,  Nr.  257,  268.] 

78.  Allgemeine  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Lie. 

Math.  Annal.  IX,  246. 

79.  Sur  la  premi^re  m^thode  de  Jacobi  pour  Tint^gration  des  dquations  aux  d^- 

riy^es  partielles  du  premier  ordre.  J.  Bertrand.  Compt.  rend.  LXXXII, 
641. 

80.  Elimination  d'une  variable  entre  deux  dqaations  diffdrentielles  partielles.  Jame t 

N.  corresp.  math.  III,  364. 

Differ6ntialqaoti«nt. 

81.  Ueber  eine  Behandlungsweise  der  algebraischen  Differentiale  in  homogenen 

Coordinaten.    Harnack.    Mathem.  Annal.  IX,  371. 

82.  Sur  la  formule  ^ ?  [(l-aj»)»»-'/,].    Hermite.    Mathem.  AnnaL  X,  287. 

83.  Theorem  relating  to  the  differentiation  of  a  symmetrical  determinani  Glaisher. 

Quart.  Joum.  math.  XIV,  246. 

Differonsengleiehung. 
&4.  On  the  general  equation  of  differences  of  the  second  Order.    Cayley.    Quart. 
Journ.  math.  XIV,  23. 

85.  Sur  ane  equation  aux  diffärences  finies.    Le  Paige.    N.  corresp.  math.  III,  46. 

Sl«ktrod7iianiik. 

86.  Sur  une  nouvelle  loi  fondamentale  de  r^lectrodynamique.    Clausius.    Compt. 

rend.  LXXXII,  49,  546. 

87.  Extension   du  principe   de  Camot  ä.  la  thäorie  des  ph^nom^nes  ^lectriques. 

Equations  differentielles  g^n^rales  de  Täquilibre  et  du  mouvement  d'un 
Systeme  ^lectrique  reversible  quelconque.  Lippmann.  Compt.  rend. 
LXXXII,  1426. 

88.  Ueber   den   stationären  elektrischen  Strömungszustand  in  einer  gekrümmten 

leitenden  Fläche.    Neumann.    Mathem.  Annal.  X,  669. 

89.  Sur  la  charge  que  prend  le  disque  de  Tdleetrophore.    Douliot.    Compt.  rend. 

LXXXTI,  1262.. 

90.  Zur  Messung  der  elektromotorischen  Kräfte  von  Stromquellen.    Eülp.    Grün. 

Archiv  LIX,  103. 

91.  Ueber  das  Verhältniss  der  Stromstärken  einer  Kette  zu  einem  einzigen  Ele- 

mente.   Kall).    Grün.  Arohiv  LIX,  106. 
9:2.  Ueber  das  Verhältniss  eines  kleinplattigen  Elements  za  einer  Kette  von  gross- 
plattigen  Elementen.    Külp.    Grün.  Archiv  LIX,  108. 

93.  Ueber  die  Bestimmung  des  Leitmigswiderstandes  der  Metalle.    Külp.    Grün. 

Archiv  LIX,  109. 

94.  Ziu:  Theorie  des  Maximums  der  Stromstärke.    Külp.    Grün.  Archiv  LIX,  111. 
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SUipM. 

96.  Propriät^  de  triangleB  inscrits  ä  une  ellipse  et  dont  le  centre  de  gravitä  oo- 
incide  avec  le  centre  de  la  courbe.  E.  Lucas.  N.  corresp.  math.  III, 
«10. 

96.  Propriät^s  des  cordes  suppl^mentaires.    Orth.    N.  corresp.  math.  III,  330. 

Vergl.  Mazima  und  Minima. 

Elliptoid. 

97.  Le  long  d'une  m^me  ligne  de  courbure  de  rellipsoKde  le  rayon  principal  varie 

en   raison  inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent.    Jamet 
N.  corresp.  math.  III,  326.  —  D  üb  eis  ibid.  422. 
Vergl.  Gomplanation  49.    Hydrodynamik  172.    Oberflächen  zweiter  Ordnung 
270.    Potential. 

EUiptttohe  Tnaueendenten. 

98.  Ueber  die  Discriminante  der  Modulargleichuugen  der  elliptischen  Functionen. 

Krause.    Mathem.  Annal.  IX,  564.    [Vergl.  Bd.  XXil,  Nr.  344.] 

99.  Sar  la  transformation  des  fonctions  eUipüqaes.     Lasruerre.    Compt   rend. 

LXXXII,  1257. 

100.  Sur  le  d^veloppement  en  säries  des  fonctions  Al{x).    F.  Joobert.    Oompt. 

rend.  LXxXTI,  1259,  1326. 

101.  Ueber  einige  Anwendangen  der  elliptischen  Functionen  auf  sphärische  Kegel- 

schnitte.   Enneper.    Zeitschr  Math.  Phys.  XXII,  244. 

102.  Ueber   die  Verwerthang   der   elliptischen  Functionen  fUr  die  Geometrie  der 

Curven  dritten  Grades.    Harnack.    Mathem.  Annal.  IX,  1. 

103.  Application  des  fonctions  elliptiques  a  la  throne  des  perturbations.    Gyld^n. 

Joum.  mathem.  Sär.  3,  II,  411. 
VergL  Gomplanation.    Mechanik  222.    Oberflächen  264. 

•  « 

F. 

Factoreafolge. 

104.  Product  einer  unendlichen  Factorenreihe.   Dobiciecki.   G run.  Archiv  LIX,  98. 

Fnnetionen. 
106.  Th^or^me  gän^ral  Bur  les  fonctions  sym^triqaes  d'un  nombre  quelconque  de 
variables.    Jung.    Compt   rend.  LXXXII,  988. 

106.  Beweis  eines  Satzes  über  rationale  Curven.    Lüroth.    Mathem.  Ann.  IX,  163. 

107.  Ein   auf  die  Einheitswurzeln  bezügliches  Theorem  der  Functioneulehre.     £. 

Schroeder.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  188. 

108.  Sur  la  fonction  f^r  2  +  ^2  +  ^^277.    Realis.    N.  corresp.  math.  III,  193,  384.  — 

E.  Lucas  ibid.  815. 
Vergl.  Bemoulli'sche  Zahlen.  Bestimmte  Integrale.  BinomialcoefficieDten. 
Gylinderfunctionen.  Determinanten.  Differentialquotient.  Elliptische 
Transcendenten.  Factorenfolge.  Homogene  Functionen.  Invarianten- 
theorie.  .  Kugelfunctionen.  Oberflächen.  Singularitäten.  Ultraelliptische 
Transcendenten.    Würfe. 

Geodäsis. 

109.  Sur  la  formule  barom^triqne  de  Laplace.    Roche.    N.  corresp.  math.  III,  97. 

Gtoometrie  (dsscriptive). 

110.  Sur  quelques  th^oremes  de  Desargues.    Freson.    N.  corresp.  math.  III,  414. 

Vergl.  Kegelschnitte  186. 

Geometrie  (höbere). 

111.  Beitiftge  zur  abzählenden  Geometrie.    H.  Schubert.    Mathem.  Annal    X,  1. 

112.  Moduln  vielfacher  Bedingungen  bei  Flächen  zweiter  Ordnung.    H.  Schubert. 

Mathem.  Annal.  X,  318. 

113.  Das  Problem  der  Collineation.    B.  Sturm.    Mathem.  Anoal.  X,  117. 

114.  Th^or^mes  relatifs  au  d^lacement  d'uue  figure  plane  dont  de\u  points  glissent 

sur  deux  courbes  <r ordre  et  de  classe  quelconques.    Chasles.    Compt. 
rend,  LXXXII,  431.  ^  ^  *' 
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116.  Th6oThme»  relatÜB  ä  des  courbes  d'ordre  et  de  classe  qaelconqnes,  dans  les- 
quels  on  considäre  des  couples  de  Beffments  reciiligneB  ayant  an  prodnit 
constant.    GhasleB.    Compi  rend.  LXXXII,  1399. 

116.  Lienx   gäomdtriques  et  coorbes  enveloppes  satiBfaisant  ä  des  conditions  de 

grodoit  couBtant  de  deax  Begments  variables.    G^näralisation  de  qaelques 
läor^mes  exprim^s  en  rayons  vecteurs.   Ghasles.    Compt.  rend.  CXXXU, 
1463. 

117.  Ueber  die  Yieltheiligkeit  der  ebenen  algebraischen  Curven.   Harnack.   Math. 

Annal.  X.  189. 

118.  Sur  Temploi  dans  la  gäom^trie  d*iin  nouyeaa  principe  des  signes.    E.  Lacas. 

N.  corresp.  math.  III,  1.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  70.] 

119.  De  rapplication  des  systömes  de  coordonn^es  tricircolaires  et  tätrasph^riques 

ä  r^tude  des  figures  anallagmatiques.    E.  Lucas.    N.  conesp.  math.  lll, 
226,  267.     [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  71.] 

120.  Sor  one  särie  de   courbes  analogn^es  aux  ddveloppäes.     Halphen.    Joum. 

mathäm.  S^r.  3,  II,  87. 

121.  Du  nombre  des  points  de  contact  des  coorbes  alg^briques  ou  trasBcendantes 

d*im    Bysttoe    avec  une   courbe  algäbrique.     Fouret.     Compt.   rend 
LXXXII,  1828.       ' 

122.  Du  contact  des  sorfaces  d'nn  implexe  avec  une  sur£ftce  alg^brique.    Fouret. 

Compt.  rend.  LXXXII,  1497. 

123.  Zur  Construction  eines  äquianharmonischen  Systems.    Schroeter.    Mathem . 

Annal.  X,  420. 

124.  Eline  geometrische  Ableitung  der  Polareigenschaften  der  ebenen  Curven.  S  ch  ur. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  220. 
126.  Ueber  den  Zusammenhang  gewisser  Sätze,  welche  sich  aufgeschlossene  Reihen 
geometrischer  Gebilde  beziehen.     F.  August.     Grün.  Archiv  LIX,   1. 
[Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  287.J 

126.  Etüde  d'nne  särie  des  cercles,  de  droites  ou  de  points,  se  d^duisant  les  uns 

des  autres.    DeLongchamp.    N.  corresp.  math.  III,  306,  340. 

127.  Identitä   de   la   transformation   linäaire   avec   la   transformation  projective. 

P.  Mansion.    N.  corresp.  math.  III,  14. 

128.  üeber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Curven.    Krey.   Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXÜ,  396. 

129.  Ueber  lineare  Uonstructionen  von  ebenen  Curven  dritter  Ordnung.   Harnack. 

Zeitfichr.  Math.  Phys.  XXII,  38. 

130.  Demonstration  gdom^tnque  d^une  relation  due  k  Mr.  LagueiTC  et  ayant  rap- 

port  ä.  deux  courbes  tangentes  entre  elles.    Mannheim.    Compt.  rend. 
LXXXII,  654. 

131.  Position  limited'imes^rie  de  points  du  plan.  Brocard.  N.  corresp.  math.  III,  269. 
182.  Engendrement  d*un  plan.    Modard.    N.  corresp.  math.  III,  168. 

133.  Ligne  de  poursuite  oe  3  chiens  plac^s  auz  sommets  d*un  triangle  äquilat^ral. 

Brocard.    N.  corresp.  matn.  III,  280. 

134.  Propriätä  d'une  hälice.    Dewulf.    N.  corresp.  math.  III,  88. 

136.  Six  Segments  en  Involution  sur  les  trois  cötäs  d'un  triangle.  Van  Aubel. 
N.  corresp.  math.  III,  390. 

136.  Application  de  Ja  m^thode  des  äquipoUences  ä  la  d^monstration  d'un  theo- 

röme  sur  le  triangle.    Van  Aubel.    N.  corresp.  math.  III,  250. 
Vergl.  Abbildung.   Determinanten  in  geometrischer  Anwendung.   Elliptische 
Transcendenten  102.    Gleichungen  162.    Singularitäten.    Würfe. 
Oetchiehto  der  MathematÜE. 

137.  Die  homocentrischen  Sphären  des  Eudoxus,  des  Eallippus  und  des  Aristoteles. 

Schiaparelli  (übersetzt  von  Hörn).    Zeitschr. Math. Phys.  XXII,  Supp- 
lementhefb  101. 
188.  Ueber  den  Himmelsglobus  des  Archimedes.    Hultsch.    Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXII,  bist.  Ab&.  106. 

139.  Ueber  die  Lebenszeit  des  Zenodorus.    Cantor.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII, 

bist.  Abth.  173. 

140.  Gr&ko-indische  Studien.    Cantor.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  bist.  Abth.  1. 

141.  Pentagone  d' Albrecht  Dürer.    Van  Aubel.    N.  corresp.  math.  HI,  386. 

142.  Zur  Geschichte  der  cubischen  Gleichungen.    Cantor.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXII,  bist.  Abth.  133. 

143.  Das  Rechnen  im  XVI.  Jahrhundert    Treutlein.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII, 

Supplementh.  1. 
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144.  Zur  Biographie  Tycho  Brahe's.    Gantor.    Zeitschr.  Math.  Pbys.  XXII,  bist 

Abth.  150. 

145.  Sor  Torthographe  de  Hujgens.    Van  Triebt.    N.  corresp.  math.  III,  209. 

146.  Un   commentateor  du  Marquis   de  rHospital.    Laisaut,    N.  corresp.  math. 

III,  312. 

147.  Aufruf  zur  Errichtung  eines  Standbildes  für  Carl  Friedrich  Gauss.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXII,  203. 

148.  Zur  Geschichte  des  Problems  der  Fortpflanzung  ebener.  Lufkwellen  von  end- 

licher Schwingungsweite.    H.  Weber.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  bist 
Abth.  71.     [\^rgL  Bd.  XXII,  Nr.  94.J. 
Yergl.   Analytische  Geometrie  der  Ebene  9.     Analytische  Geometrie  des 
Saumes  19.   Astronomie  27.   Kugelfunctionen.  Mechanik  220,  229.  Zahlen- 
theorie 356,  357,  358. 

Oleiohungsn. 

149.  Ueber  den  Fundamentalsatz  der  Algebra.    Gordan.    Mathem.  Ann.  X,  572 
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286.  Les  *polygone8  rayonnds    et  les  polygones    ^toil^s.    Dostor.     Grün.  Archiv 

LIX,  375. 

287.  D^composition   d'un   carr^   en   segments   d'un   nombre.  donne.     Coatpont 
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329.  Dans  tont  t^traklre  tronqu^  ä  bases  paralleles  les  droites  qui  joignent  le 

milieu  d'une  ardte  latärale  au  point  de  concours  des  diagonales  de  la  face 
oppoB^e  se  coupent  en  un  mdme  point.  Brocard.  N.  corresp.  math.  UI, 
52.  —  Chenu  ibid.  58. 

Tiigonometrie.  ^ 

330.  Sur  une  certaine  relation  entre  les  fonctions  tri^onomätriques  des  trois  angles 

d'un  triangle  rectili^e.    Niewenglowski.    N.  corresp.  math.  III,  25. 

331.  Belations  entre  les  fonctions  trigonom^triques  des  angles  d*nn  triangle  recti- 
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üeber  eine  Stelle  des  Fappus. 

Von 

J.  L.  Heibebg. 


ffierzu  Taf.V,  Fig.  1  —  5. 


In  der  schönen  neuen  Ausgabe  der  Collectiones  des  Pappns  von 
Herrn  Hnltsch  ist  mir  eine  Stelle  aufgefallen,  die,  wie  mir  scheint, 
vom  gelehrten  Herausgeber  gänzlich  missverstanden  ist.  Es  ist  die  lücken- 
hafte und  sehr  verdorbene  Stelle  I,  S.  302.  Zu  deren  Erläuterung  möge 
Folgendes  dienen. 

Pappns  nennt  S.  272  als  Exempel  einer  fehlerhaften  Anwendung 
der  Kegelschnitte  zur  Lösung  von  elementaren  Problemen :  iy  iv  xa  tcbqI 
xrjg  skiKog  vno  'jlQUiJ^i^Sovg  XafAßavo^iivrj  arsgid  vevatg  in\  xvXAov;  atSQBa 
ifit  die  Lesart  der  Handschriften  und  darf  nicht  in  ovegeov  mit  Hultsch 
corrigirt  werden;  aveQia  vsvoig  ist  eine  Inclination,  die  durch  Kegel- 
schnitte gefunden  wird,  wie  ja  Pappus  selbst  S.  270  die  ngoßXrjftara 
(SiBQid  definirt:  oaci  öi  Xvsroci  ngoßki^fiata  nagaXafißavoiiivrjg  dg  ti^v  evQs- 
0iv  (iiag  t(ov  xov  xdvov  roficov  ij  xal  nXeiovwVy  axegea  xccvta  xixAi/rai  * 
ngog  yag  ttjv  TWxaßKevrjv  %Qijaaa^ai  cxsQBciv  ff^i/fiaTov  lniq>ctvBiaigy  Xiyna 
5g  xalg  xiovixar^y  ivayuctlov. 

Auf  diese  gxbqbo,  vevaig  des  Archimedes  kommt  Pappus  nach 
einem  langen  Ezcurs  über  Apollonios  endlich  S.  298  zurück.  Hultsch 
sagt  dort  in  einer  Note  S.  299,  dass  im  ganzen  Buche  Archimedes* 
mgl  bXIkoüv  AWeB per  plana.  Nichts  per  solida^  wie  Pappus  andeutet,  bewie- 
sen wird.  Er  glaubt  daher  annehmen  zu  müssen,  dass  Pappus  eine  inter- 
polirte  Ausgabe  des  A.  vor  sich  hatte.  Dies  ist  an  und  für  sich  sehr  un- 
wahrscheinlich;  das  einzig  Richtige  deutet  aber  Hultsch  selbst  an:  De- 
nique  ierüum  reslat,  quod  in  cogitationem  inducamus:  fieri  potuisse  ut  hie 
Bcriptor  in  Archimedis  per  plana  demonsiralione  occuUam  latere  solidorum  pro- 
blematum  raiionem  iudicarety   quae  quidem  qtiaesiio  his  paucis  dissolvi  nequit. 
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Dass  Papp  US  den  18.  Satz  im  Buche  Archimedes*  ntgi  lA/xov 
meint ,  erhellt  deutlich  aus  S,  272 :  firjÖByi  yag  nQogxgtoiisvov  cxegBrn  dv- 
vctrdv  evQBtv  to  in  avzov  yQaq>6fisvov  ^saSgrjfia^  Xiym  ötj  xo  tiJv  n^gifpignav 
xov  Iv  T^  Ttgoaxi^  7tegiq>oga  Kvxkov  faijv  aTtoösl^ai.  ty  ngog  og^dg  ayofiivij 
iv&ila  TiJ^  ift  xijg  yeviatmg  Smg  rrjg  icpanroiiivrig  rrjg  SXixo^,  und  ist  auch 
von  Units ch  angenommen  worden.  Der  18.  Satz  bei  Archimedes 
S.  235flgg.,  ed.  Tor  eil  i  (Oxon.  1792  fol.)  lautet:  at  xa  zag  ÜLKog  rag 
iv  Ttt  Tcgoira  nsgKpoga  ysyga(A(iivag  tv&iicc  yga(i^\a  initffccvfj  xatci  xo  nigag 
xag  ?ki7iogy  ano  öi  xov  accfielovy  o  iaxiv  agxä  (so  die  Handschriften)  xag 
sUaog  nox  og^ag  ax^y  xig  xu  agx9  ^^S  nsgig>ogäg ,  a  ax&nöa  avfinffSsixai 
XU  ifCiipavovaa^  xofl  a  fitxcc^v  Bv&Bla  rag  iTHtlfavovüag  xal  xag  agxäg  xag 
?UKog  ißa  iaaslTai  xa  xov  ngaSxov  xvxiloi;  TtsgiqxgEla.  Der  Beweis  wird 
indirect  geführt  und  stützt  sich  (S.  236,  30  flgg.)  auf  prop.  7  und  (S.  237, 
15  flgg-)  auf  prop,  8.  Beide  Sätze  führen  auf  quadratische  Gleichungen, 
wie  schon  Nizze  in  seiner  trefflichen  Uebersetzung  S.  122  und  124  be- 
wiesen hat.  Es  kann  kaum  zweifelhaft  sein,  dass  Papp us  unter  seiner 
arsgEci  vBvoig  ngog  xov  kvkIov  die  zweite  {prop.  8)  verstand.  Der  achte 
Satz  (S.  224  flg.)  geht  darauf  hinaus,  in  einem  gegebenen  Zirkel  ACD 
(Fig.  1)  eine  Linie  aus  dem  Centrum  (AV)  zur  Tangente  Z^  im  End- 
punkte der  gegebenen  Linie  ^^C  so  zu  legen,  dass  BE\CJ  ein  gegebenes 
Verhältniss  hat.  Im  Beweise  (S.  224  am  Ende)  postulirt  Archimedes, 
es  sei  möglich,  im  Zirkel  XML  Ew^ochen  der  Peripherie  und  der  gegebe- 
nen Linie  LX  eine  der  CM  gleiche  Linie  JN  so  zu  legen,  dass  sie  hin- 
länglich verlängert  den  Punkt  K  treffe  {vBvovaav  htl  xo  A',  S,  225,  1). 
Die  Lösung  dieser  vBvaig^  auf  der  also  wirklich  der  18.  Satz,  wie  er 
behauptet,  beruht,  wollte,  glaube  ich,  Pappus  geben  S.  298:  xilg  vno 
^AgxnAfjöovg  iv  xtp  nBgl  iklKtov  ßißkla  XaiißavofAivrjg  vBvßBmg  ti/v  avdXvalv 
aoi  xaxixa^Uy  Iva  xo  ßißXiov  8i>Bg%6^Bvog  (irj  öianog'jg  (weil  A.  selbst  die 
Lösung  dieses  Problems  nicht  «littheilt,  sondern  nur  die  Möglichkeit 
postulirt).  Xafißdvovxai  6h  Blf  avxfjv  ot  vnoyByga(jL(jLivoi  xoitoi  xcrl  itgog 
aXXa  TtoXXa  toov  axBgBcSv  ngoßXri(idxmv  ^^iftfifAOt.  Er  führt  demnächst  fol- 
gende zwei  Uilfssätze  an  und  beweist  sie  (man  vergl.  die  Erläuterungen 
bei  Hultsch): 

1.  Wenn  eine  Linie  AB  und  ein  Punkt  C  gegeben  ist,  und  aus  C 
eine  Linie  DC  nach  AB  gezogen  und  in  D  eine  Perpendiculaire  DE  auf- 
gerichtet wird ,  dann  wird  der  Punkt  E  auf  einer  Hyperbel  liegen ,  w^enn 
das  Verhältniss  CD\DE  gegeben  ist.     (Fig.  2.) 

2.  Wenn  eine  Linie  A  B  gegeben  ist  und  auf  sie  die  Perpendiculaire 
CD  hinabgefällt  wird,  dann  wird  der  Punkt  D  auf  einer  Parabel  liegen, 
wenn  ACXCß  dem  Producte^der  CD  und  einer  gegebenen  Linie  gleich 
ist.     (Fig.  3.) 

Wie  Pappus  diese  beiden  Sätze  zur  Lösung  des  Archimedischen 
Problems  angewendet  hat,    kann  mit  ziemlicher  Sicherheit  aus  dem  ver- 
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dorbenen  Texte  gerathen  werden.  Die  Figur  bei  Hnltscb  S.  303  ist 
unrichtig  und  rührt  von  ihm  selbst  her  (S.  301:  figuram  noslra  coniechira 
delineavimus).  Der  Anfang  S.  300  ist  heillos  corrupt,  aber  auch  weniger 
bedeutend.  Das  Problem  lautet:  diae»  ovxog  %v%kov  xov  ABF  %cil  ^iasi 
h  atliw  ev&fiag  z^qg  BF  xal  do^ivrog  in\  xilg  neQicpsQilag  zov  A,  ^slvai 
fifxa^v  rijg  BF  Bv^dag  xa\  rijg  BZV  (ich  lese  BEI*)  neQups^siag  lö^v 
ty  TS^dari  vBvovaav  ngog  xo  F  (ich  lese  ngog  to  A),  Dass  dies  eben  das 
von  Archimedes  in  nsgl  iXln.  prop,  8  angedeutete  Problem  ist,  fällt  in 
die  Augen. 

Ich  gebe  jetzt  die  Beweisführung  des  Pappus  aus  diesem  Gesichts- 
punkte wiederhergestellt  (Fig.  4): 

yiyovixG)  yag^  xal  xBia^oD  iy  (die  Hds.  t^)  EA  (so  die  besten  Hds.) 
ht}  (nämlich  der  gegebenen  Linie)  (vielleicht  wäre  zu  lesen  TtsliS&G}  avti]  ij) 
xßl  Tri  BF  ^Q^S  oQ^dg  ^'x^w  i]  A Z  Xatj  vj  AA.  inel  ovv  nqog  ^iaei  xriv 
BF  dno  öo^ivxog  xov  A  nQogßißkrixai  r^  AA  xal  Tcriy  avr^  nqog  lq%ag 
itpigrrixev  if  d7coxo[y  Z,  to  Z  äga]  (so  supplire  ich  die  Lücke,  wesentlich 
Dach  Hnltscb)  itQog  vnsQßoky  (nach  dem  ersten  Hilfssatz;  denn  das 
Verhältniss  AAiAZ  ist  gegeben  =1).  [Äal]  ixtl  (xal  fehlt  in  den  Hand- 
fichriften)  löov  iax\v  xo  vno  BFA  (a:  BAXAF)  reo  vno  AAE  (so  richtig 
Hultsch,  ^-^Z'  die  Hds.)  (nach  Euclid  III,  35),  xovxiaxiv  reo  vno 
ZAE  (denn  ZA=AA  nach  der  Construction) ,  %al  hxiv  öo^siöa  i^  A  E 
(nach  der  Constr.),  to  Sga  vno  BAF  laov  iaxlv  toJ  vno  öo^eLar^g  xal  Tijg 
AZ.  10  Z  aga  ngog  naQaßokiQ  (so  Hultsch,  vitBQßokn]  die  Hds.)  doOiv 
uQu  TO  Z  (durch  den  Schneidepunkt  der  Parabel  mit  der  Hyperbel).  Das 
Folgende  ist  nicht  mit  Sicherheit  wiederherzustellen ,  geht  aber  nicht  den 
Beweis  an. 

Die  Analysis  ist  also  ziemlich  ins  Reine  gebracht;  die  Sjnthesis,  die 
von  Pappus  übergangen  ist,  möchte  etwa  die  folgende  sein  (Fig.  5): 
Es  sei  die  gegebene  Linie  x.  Man  ziehe  ciri^_ßy  und  mache  ?^x=aiy; 
mit  a%  als  Diameter  zeichne  man  eine  gleichseitige  Hyperbel.     Die  Linie 

ßy  sei  halbirt  in  q  und  (ik  sei  =- — —\  durch  /3,  k  und  y  lege  man  eine 

Parabel  mit  der  Axe  m  kq  und  dem  Scheitelpunkt  in  k.    Man  hat  dann 

o    %  i 

~5  = ^-—   (ApoUon.  con.  /,  20;  Archimedes  quadr,  parab.  prop,  3 

bf*       kQ  —  iö 

7>.  19)  o:  ipi'.kQ  =  ßQKkQ-ßQ\t^',  Ol 

ßi>^.  tö==kQ.  (ßQ^  -  ffi«)  =  kg  {ßQ  +  M  {ßQ  -  tfi)  =  A(»  .  y  d  ■  ßd 

X  X 

Weiter,  weil  in  der  gleichseitigen  Hyperbel  der  Parameter  (p)  dem 

Diameter  gleich  ist,  ist  (T^^=0x.0o  (denn  nach  Apollonius  con.  ly 
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ist  -^^  =  — )  =  a»«+tf».««  (Euclid.  II,  3)  =tfjc«  +  2ffx.xti 

Es  ist  aber  «6*=  176*  +  aiy*=  iyd*  +  ««?*  niid  {:d*  =  tfi/*  =  ffx* 
+  2tfx  .X17  +  XI}'  0:  ord={;d.  Es  wird  also  x  ,aö  =  y6 .  ßS]  aber 
yd .  ßd=^öe.ad  (Euclid.  I,  35)  ;>:  a:  =  de,  was  zn  beweisen  war. 


üeber  eine  Maximnmanfgabe. 

Von 

Ad.  Lorsch, 

sind.  math. 


ffierzu  Taf.  V,  Fig.  6. 


Regiomontan  erwähnt  in  einem  Briefe  an  den  Magister  Chri- 
stian Roder  (s.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phjs.  XIX,  Literatnrztg.  S.  53) 
folgende  Aufgabe.  In  einer  Geraden  ist  ein  Punkt  aufzufinden,  von  dem 
aus  eine  in  einer  gewissen  Entfernung  befindliche,  zu  der  ersten  Gera- 
den senkrechte  zweite  Gerade  am  grössten  erscheint.  Diese  Aufgabe,  die 
mittelst  Differentialrechnung  sehr  leicht  gelöst  werden  kann  —  sie  ist  eine 
Aufgabe  über  Maximum  — ,  findet  durch  folgende  Betrachtung  auf  geo- 
metrischem Wege  ihre  Lösung. 

Die  erste  Gerade  sei  CDy  AB  die  andere  Gerade;  es  ist  also  mit 
anderen  Worten  in  CD  ein  Punkt  X  zu  finden,  dass  Winkel  AÄß  ein 
Maximum  ist.  Denken  wir  uns  den  Punkt  X  gefunden  und  legen  wir 
durch  Ay  B^  X  einen  Kreis,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich:  1.  der  Kreis 
schneidet  CD  ausser  in  X  auch  noch  in  F,  oder  2.  er  berührt  die  Ge- 
rade in  X. 

Der  erste  Fall  ist  unmöglich;  denn  abgesehen  davon,  dass  LAYB 
=  LAXB  ist,  ist  jeder  Winkel,  den  ein  Punkt  auf  XT  mit  A  und  B 
bildet I  grösser  als  LAXB,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Es  ist 
also  nur  der  zweite  Fall  übrig,  der  alsdann  durch  eine  sehr  einfache 
Construction  X  uns  finden  lässt.  Ziehen  wir  nämlich  den  Kreis,  der 
durch  A^  B  geht  und  CD  berührt,  so  giebt  dieser  Berührungspunkt  den 
gesuchten  Punkt  X,  Durch  eine  Betrachtung  auf  der  Figur  sieht  man 
sogleich,  dass  LAXB  wirklich  der  grösste  Winkel  ist,  indem  dieser 
Winkel  auf  arcAB  steht,  während  die  anderen  Punkte  Winkel  liefern, 
welche  arc  A B  minus  einem  Bogen,  der  von  der  Lage  des  Punktes  ab- 
hängig ist,  zum  Mass  haben. 
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Veber  eine  specielle  Claue  Abersoher  FnnotionexL    Von  Thomae.    Halle 

1877. 

Die  vorliegende,  57  Seiten  umfassende  Schrift  behandelt  die  Theorie 
derjenigen  Abel' sehen  Functionen,  die  aus  algebraischen  Integralen  ent- 
springen, welche  als  Irrationalität  die  Kubikwurzel  aus  einer  rationalen 
Function  enthalten.  Diese  rationale  Function  ist  überdies  als  gebrochene 
Function  vorausgesetzt,  deren  Zähler  und  Nenner  von  gleichem  Grade 
sind  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sie  ist  als  ganze  Function  vor* 
ausgesetzt,  welche  eine  gleiche  Anzahl  einfacher  und  doppelter  Factoren 
enthält.  Diese  Annahme  hat  zur  Folge,  dass  die  Verzweigungspunkte 
der  Rie  mann 'sehen  Fläche,  welche  den  Verlauf  der  Kubikwurzel  dar- 
stellt, in  Paare  zerfallen  in  der  Art,  dass  d!^  Kubikwurzel  ihren  Werth 
nicht  ändert,  wenn  man  beide  Verzweigungspunkte  eines  solchen  Paares 
umkreist,  und  dadurch  wird  die  Anlegung  der  Querschnitte,  welche  die 
Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandeln ,  leichter  und  über- 
sichtlicher. Andere  Fälle  *  der  Kubikwurzel  können  als  Grenzfälle  aus 
diesem  hergeleitet  werden ,  indem  man  die  Verzweigungspunkte  theilweise 
zusammenfallen  lässt. 

Die  Theorie  dieser  speciellen  Functionen  gestattet  der  allgemeinen 
gegenüber  wesentliche  Vereinfachungen  und  nimmt  eine  Oestalt  an, 
welche  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  in  vielen  Stücken 
ganz  analog  ist.  Fragt  man  nach  dem  allgemeinen  Grunde,  weshalb  bei 
diesen  Functionen  diese  einfacheren  Methoden  zum  Ziele  führen,  so  ist 
er  wohl  vorzugsweise  darin  zu  suchen,  dass  hier  wie  die  Riemann'sehe 
Fläche  T  verzweigte,  also  rationale  Functionen  der  Variablen  ;,  z  exi- 
stiren,  die  nur  in  je  einem  Punkte  unendlich  gross  und  unendlich  klein, 
im  vorliegenden  Falle  von  der  dritten  Ordnung,  werden.  Wenn  nämlich 
solche  Functionen  in  hinlänglicher  Anzahl  vorhanden  sind,  so  lassen  sich 
nach  dem  AbeT sehen  Theorem  die  Periodensysteme  alle  durch  ganz- 
zahlige Vielfache  je  eines  einzelnen  Integrals  erster  Gattung  ausdrücken, 
und  wenn  solche  Integrale  in  den  Thetafunetionen  auftreten,  so  kann 
man  dieselben  sofort  durch  die  entsprechenden  Bruchtheile  der  Perioden- 
systeme  ersetzen.     Hierin  vielmehr,   als  in  der  algebraischen  Gleichung, 
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welche  zur  Bestimmung  der  sogenannten  AbeT sehen  Functionen  im 
engeren  Sinne  dient,  glauben  wir  den  Grund  der  Vereinfachungen  zu 
erblicken,  welche  dieser  specielle  Fall  dem  allgemeinen  gegenüber  zu- 
lässt.  Denn  indem  man  die  der  Functionenclasse  zu  Grunde  liegende 
algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein  von  vornherein  in  einer 
Form  annimmt,  in  der  die  Ab eT sehen  Functionen  sich  leicht  bestimmen 
lassen,  macht  mau  (wenigstens  in  dem  Falle  p  =  3)  eine  Annahme,  za 
der  genau  dieselbe  Berechtigung  vorliegt,  wie  dazu,  die  Function  unter 
dem  Wurzelzeichen  bei  den  hyperelliptischen  oder  den  hier  behandelten 
Integralen  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegt  anzunehmen. 

Sehen  wir  nun  zu,  in  welcher  Weise  der  Verfasser  die  Hauptauf. 
gaben  der  Theorie  in  Angriff  genommen  bat.  Bezeichnet  man  mit  ui  die 
Normalintegrale  erster  Gattung  und  setzt 

r 


so  sind  dadurch  die  von  einander  unabhängigen  oberen  Grenzen  (s^jZ,) 
als  2p  •  fach  periodische  Functionen  der  p  Veränderlichen  vx  bestimmt  und 
es  ergeben  sich  hieraus  zwei  Aufgaben:  erstens  diese  oberen  Grenzen  oder 
symmetrische  Functionen  derselben  durch  Thetafunctionen  der  Variabein 
vx  darzustellen,  sodann  umgekehrt,  gegebene  2 j9- fach  periodische  Theta- 
quotienten  algebraisch  durch  5,,  z^  auszudrücken.  Das  erste  Problem 
ist  das  Jacob  lösche  UmFehrproblem,  das  zweite  kann  man  das  Rie- 
mann 'sehe  nennen.  Summen  von  mehr  als  p  Integralen  dieser  Art  zn 
betrachten,  erweitert  principiell  die  Aufgabe  nicht,  da  mittelst  des  Ab  ei- 
schen Theorems  jedes  System  von  solchen  Summen  auf  eines  mit  pglied- 
rigen  Summen  zurückgeführt  werden  kann ,  in  welchem  überdies  die  un- 
teren Grenzen  beliebig  gegeben  sind.  Dass  Riemann  Summen  betrach- 
tet, die  ein  Glied  mehr  enthalten  (Riemann's  Werke  S.  134),  ist  durch 
seine  Methode  geboten  und  man  kann  schliesslich  einer  der  oberen  Gren- 
zen einen  beliebigen  speciellen  Werth  ertheilen,  ohne  dass  dadurch  die 
Allgemeinheit  der  betrachteten  2p -fach  periodischen  Functionen  ge- 
schmälert würde.  In  ihrer  Allgemeinheit  gefasst,  sind  freilich  die- beiden 
oben  angegebenen  Probleme  nicht  wesentlich  verschieden ,  allein  es  trifft 
sich  nicht  immer,  dass  die  einfachsten  Fälle  der  Lösung  des  Riemann - 
sehen  Problems  schon  zur  Lösung  des  Jacob  loschen  Problems  aus- 
reichen und  es  ist  daher  eine  Hauptaufgabe  der  Theorie,  die  Lösung  des 
Riemann* sehen  Problems,  dessen  vollständige  Lösung  auf  stets  höhere 
und  höhere  algebraische  Gleichungen  führen  würde,  soweit  zu  fördern, 
dass  die  Lösung  des  Jaco hinsehen  Problems  daraus  geschöpft  werden 
kann. 

Im  Allgemeinen  ist  der  einfachste  Fall  des  Riem an  naschen  Pro- 
blems der,  in  dem  sich  die  Argumente  der  Thetafunctionen,  deren  Quo- 
tienten  algebraisch   bestimmt  werden  sollen,   um  halbe  Periodensysteme 
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von  einander  zu  unterscheiden.  Diese  Aufgabe  wird  durch  die  Ab  ei- 
schen Functionen  im  engeren  Sinne  gelöst  und  reicht  bei  den  hyper- 
elliptischen Functionen,  aber  auch  nur  bei  diesen,  zur  Lösung  des 
Jaco hinsehen  Problems  aus.  Im  allgemeinen  Falle  p  =  d  z.  B.  muss 
man  noch  solche  Thetaquotienten  betrachten,  deren  Argumente  sich  um 
Viertel  der  Perioden  unterscheiden,  eine  Aufgabe,  die  indessen,  wenn 
die  Ab  er  sehen  Functionen  bekannt  sind,  durch  quadratische  Gleich- 
ungen lösbar  ist. 

In  besonderen  Fällen,  wie  der,  welcher  den  Gegenstand  der  vor- 
liegenden Schrift  bildet,  sind  es  andere  Thetaquotienten,  welche  die 
einfachste  algebraische  Darstellung  gestatten,  in  diesem  Falle  solche, 
deren  Argumente  sich  um  Systeme  von  Dritteln  der  Perioden  unterschei- 
den, wobei  freilich  nicht  alle  diese  Systeme  zulässig  sind,  sondern  nur 
solche,  die  gewissen  Bedingungen  genügen.  Während  die  Anzahl  sämmt- 
licher  Systeme  von  Dritteln  der  Perioden  3^P  beträgt,  ist  nur  für  3P  von 
ihnen  die  in  Rede  stehende  einfache  Darstellung  möglich,  welche  im 
zweiten  Theile  der  vorliegenden  Schrift  behandelt  ist. 

Auf  das  Jacobi' sehe  Problem  ist  der  Verfasser  nicht  eingegangen; 
es  scheint  aber,  als  ob  die  durch  seine  Methoden  darstellbaren  Functio- 
nen  zur  Lösung  desselben   ausreichend  seien.     Wenigstens   ergiebt  sich 
für  den   einen  Theil   desselben    aus   den  Formeln  Nr.  38   eine  sehr  ele- 
gante Lösung.     Setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 
q>{z)  =  {z-z^){Z'--z^)  ...  {z  —  Zp), 
Ä(z)  =  (z~Ar,)(z-Ar,)...(t-Ä^+2), 
wenn   k^,  Ar,,  ...  A-p^.^   die  sämmtlichen  Verzweigungspnnkte  sind,   so  ist 
y(0  _  "^T  v(K)      1     _ 
ÄW    ,,^^2  «'(M  ^-*» 

eine  Gleichung  p**"  Grades,  deren  Wurzeln  Zj,  Zg,  ...  Zp  sind.  Da  nun 
durch  die  Formeln  Ster,  38  die  Verhältnisse  der  Grössen  j/  jy\j.  mittelst 

der  Thetafunctionen  durch  die  Variabein  vi  ausgedrückt  sind ,  so  sind  die 
Coefficienten  dieser  Gleichung  in  der  Weise  dargestellt,  wie  es  das  Ja- 
cobi'sche  Problem  verlangt.  Es  erübrigt  dann  noch,  zu  jedem  der 
^1)  ^8)  '•'  Zp  den  zugehörigen  Werth  s^y  s^y  .».  Sp  unter  den  drei  mög- 
lichen Werthen  eindeutig  auszuwählen.  Es  scheint,  als  ob  hierzu  aus 
den  in  §  20  angedeuteten  Formeln  die  Mittel  erhalten  werden  könnten. 
Indessen  müssten  diese,  um  darüber  zu  entscheiden,  vollständiger  ent- 
wickelt sein. 

Die  Untersuchung  schreitet  femer  zur  Theorie  der  Integrale  zweiter 
Gattung  fort,  Integrale  zweiter  Gattung  sind  solche,  welche  in  einem 
oder  in  einigen  Punkten  unendlich  gross  iu  endlicher  Ordnung  werden, 
während   die  Integrale  dritter  Gattung   logarithmisch  unendlich  werden. 
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Alle  Integrale  zweiter  Gattung  lassen  sich  mit  Zuziehung  Yon  solchen 
der  ersten  Gattung  und  von  algebraischen  Functionen  linear  durch  p 
specielle  unter  ihnen,  die  in  beliebig  gegebenen  Funkten,  etwa  in  Ver- 
zweigungspunkten, unendlich  werden,  darstellen,  so  dass  diese  Functio- 
nen nicht  von  einem  Parameter  in  transcendenter  Weise  abhängen ,  wäh- 
rend ein  solcher  in  den  Integralen  dritter  Gattung  nothwendig  vorkommt 
Im  ersten  Theile  hat  der  Verfasser  die  Darstellung  dieser  Functionen  als 
algebraische  Integrale  gegeben.  Dm  die  Theorie  derselben  zu  erledigen, 
ist  es  erforderlich,  Summen  von  p  gleichartigen  Integralen  dieser  Art  mit 
unabhängig  veränderlichen  oberen  Grenzen  als  eindeutige  Functionen  der 
entsprechenden  Integralsummen  erster  Gattung  durch  die  logarithmischen 
Ableitungen  der  Thetafanctionen  darzustellen.  Diese  Aufgabe  ist  in  den 
§§  25  bis  30  gelöst.  Die  umgekehrte  Anfgabe,  die  Darstellung  der  lo- 
garithmischen Ableitungen  der  Thetafunctionen  durch  algebraische  Inte- 
grale und  algebraische  Functionen,  ist  in  §  32  angedeutet  und  mag  bei 
der  Durchführung  noch  erhebliche  Schwierigkeiten  haben. 

Den  Schluss  der  ganzen  Arbeit  bildet  eine  interessante  Untersuch- 
ung, welche  die  Bestimmung  des  Werthes  von  0(0, ...  0)  durch  die  Moduln 
(die  Verzweigungswerthe)  zum  Zwecke  hat,  mittelst  einer  Methode,  welche 
der  Verfasser  schon  früher  mit  Erfolg  auf  die  hyperelliptischen  Functio- 
nen angewendet  hat  Die  Methode  ist  von  Biemann  angedeutet  und 
ist  die  Verallgemeinerung  der  von  Jacob i  zu  gleichem  Zwecke  bei  den 
elliptischen  Functionen  benutzten.  Sie  beruht  auf  der  Darstellung  des 
Differentials  d/^0(0,...0)  durch  die  unabhängigen  Veränderlichen  ^i,^s>-' 
^P+2i  welches  in  dieser  Form  die  Integration  gestattet. 

Königsberg,  im  September  1877.  H.  Wbber. 


Handbuch'  der   elektrischen  Telegraphie.     Unter  Mitwirkung   mehrerer 
Fachmänner  berausgegeben   von  Dr.  K.  E.  Zbtzsche,   Professor 
der  Telegraphie    am  Polytechnikum   zu  Dresden.     Erster  Band: 
Geschichte'  der  elektrischen  Telegraphie.     8^,  mit  335  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.     1877.     Berlin,  Julius  Springer.     Preis 
18  Mark. 
Das  uns  vorliegende  Werk ,  dessen  Verfasser  längst  als  Autorität  auf 
dem  Gebiete  der  Telegraphie  bekannt  ist,  zeichnet  sich  vor  allen  anderen 
Lehrbüchern   vornehmlich   dadurch   aus,    dass   die  Anordnung  des  reich- 
haltigen Stoffes  eine  ganz  neue  ist.    Gerade  diese  Fülle  des  Stoffes  jedoch 
machte   es   für  den  Einzelnen   fast  unmöglich,   das  Ganze  allein  zu  be- 
arbeiten.    Aus  diesem  Grunde  hat  der  Herr  Verfasser  vorgezogen,   sein 
Werk   in   vier  von  einander  unabhängigen  Bänden,   deren  jeder  ein  für 
sich  abgeschlossenes  Ganzes  bildet,  erscheinen  zulassen,  wobei  die  Hilfe 
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bewährter  Fachgenossen  thütig  einzugreifen  im  Stande  ist.  Da  bis  jetzt 
nur  der  erste  Band,  der  Geschichte  der  Telegraphie  gewidmet  und  von 
Zetzsche  selbst  bearbeitet,  vollständig  vorliegt,  möge  uns  gestattet  sein, 
unsere  Besprechung  auf  diesen  zu  beschränken. 

In  der  im  üebrigen  so  reichhaltigen  Literatur  des  Telegraphen wesens 
machte  sich  bis  jetzt  immer  eine  empfindliche  Lücke  fühlbar,  es  fehlte 
eine  wahrheitsgetreue,  alle  Quellen  möglichst  erschöpfende  Darstellung 
des  Entwickelungsganges  der  Fernschreibekunst.  Wohl  hat  Zetzsche 
1874  einen  kurzen  Abriss  einer  solchen  publicirt,  auch  finden  sich  in 
den  Werken  von  M.  M.  v.  Weber,  Kuhn,  Schellen,  Du  Moncel 
manche  bemerkenswerthe  historische  Daten,  allein,  abgesehen  von  der 
Unvollständigkeit  dieser  Notizen  fehlte  es  an  einer  eingehenden  Kritik, 
und  die  Erfüllung  dieser  letzteren  Forderung  ist  es  gerade,  die  dem  uns 
vorliegenden  Werke  einen  durchaus  originalen  Charakter  verleiht.  Das 
immense  Quellenstudium,  welches  als  Grundlage  einer  derartige^  Arbeit 
unerlässlich  ist,  manifestirt  sich  auf  jeder  Seite  des  Buches ,  umsomehr, 
als  der  Herr  Verfasser  vorgezogen  hat,  alle  Citate  entweder  in  Paren- 
these oder  als  Anmerkung  dem  Texte  beizufügen.  In  Kuhn *s  Lehrbuch 
der  angewandten  Elektricitätslehre  sind  im  Gegentheil  alle  Quellencitate 
jedem  Abschnitte  in  Form  eines  Anhanges  beigegeben;  behufs  rascher 
Orientirung  dürfte  freilich  die  erstere  Methode  vorzuziehen  sein,  wenn 
gleich  das  Auge  des  Lesers  stellenweise  durch  sie  etwas  ermüdet  wird. 
Der  Herr  Verfasser  hat  die  Geschichte  der  Telegraphie  in  zwei  Zeiträume 
getheilt,  von  denen  der  erste  die  Erfindung,  der  zweite  die  Ausbil- 
dung der  Telegraphen  nmfasst. 

Wir  lernen  zunächst  die  grösstentheils  fruchtlosen  Versuche,  die  Rei- 
bungselektricität  zum  Zeichengeben  zu  verwenden,  kennen;  an  die  wissen- 
schaftlichen Spielereien  eines  Bayle,  Gilbert,  O.  v.  Guerike  schlös- 
sen sich  die  schon  vollkommeneren  Apparate  von  Beusser,  Böck- 
mann, Lesage,  Ronalds,  Salva;  auch  des  geheimnissvollen „(^/^^opAe 
intime"  von  Alexandre,  dessen  Wesen  nie  aufgeklärt  worden,  ist  hier 
Erwähnung  gethan.  Wie  ein  bewährter  Fachmann  schreibt,  war  man 
nahe  daran,  fernere  Versuche  aufzugeben,  als  zwei  neue  grosse  Ent- 
deckungen, nämlich  Oersted^s  Beobachtung  der  Nadelablenkung  und 
diejenige  Arago^s,  welche  lehrt,  dass  vom  Strome  umflossenes  Eisen 
magnetisch  wird,  der  weiteren  Entwickelung  der  Fernschreibekunst  Thor 
und  Thür  öffneten.  Wenngleich  schon  Sömmerring's  Telegraph  auf  die 
zersetzende  Kraft  des  Galvanismus  basirt  war,  so  blieb  es  doch  dem 
schöpferischen  Geiste  eines  Schilling  vorbehalten,  das  Agens  richtig 
anzuwenden.  Zwar  war  es  diesem  Erfinder  nicht  vergönnt,  die  Früchte 
seines  Strebens  zu  gemessen,  allein  unter  den  Händen  Cooke*s  und 
Wheatstone's  erlangte  sein  Apparat  alle  Verbesserungen,  deren  es 
bedurfte,  die  Telegraphie  einer  neuen  Entwickelungsperiode  eutgegenzu- 
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führen.  Vor  der  üebertragung  des  Schilling' scheo  Telegraphen  nach 
England  hatten  Gauss  und  Weber  in  Göttingen  ihren  anfänglich  durch 
galvanische,  später  durch  Inductionsströme  betriebeneu  Nadelapparat  auf- 
gestellt, worauf  dann  Stein  hei  l's  schöpferische  Hand  einen  für  die 
damalige  Zeit  vorzüglich  construirten  Schreibapparat  herstellte.  Die  aus- 
führliche Darstellung  der  successiven  Verbesserungen,  welche  Wheat- 
stone  und  Cooke  am  Nadeltelegraphen  anbrachten,  die  ersten  Zeiger- 
apparate dieser  Erfinder  und  endlich  die  sehr  interessanten  Daten  der 
Erfindung  des  Morse' sehen  Schreibapparates  schlieasen  den  ersten  Zeit- 
raum. 

Die  Ausbildung  nun  der  Telegraphie  historisch  und  kritisch  dar- 
zustellen, muss  als  eine  sehr  schwierige  Aufgabe  bezeichnet  werden;  die 
häufigen,  mehr  oder  weniger  begründeten  Prioritätsansprüche,  die  Ent- 
würfe von  Apparaten,  die  nie  in  die  Praxis  Eingang  gefunden  haben, 
zu  sichten  und  kritisch  zu  beleuchten ,  erfordert  ungleich  mehr  Aufwand 
an  Arbeitskraft,  als  die  Darstellung  des  ersten  Zeitraumes.  Der  erste 
Abschnitt  des  zweiten  Zeitraumes  behandelt  die  Telegraphenapparate. 
Nach  einer  kurzen  Besprechung  der  verbesserten  Systeme  von  Nadeltele- 
graphen widmet  der  Herr  Verfasser  einen  grösseren  Raum  der  Beschrei- 
bung der  Zeigertelegraphen.  Wir  begegnen  hier  einigen  sehr  bemerkens- 
werthen  Daten,  namentlich  verschiedenen,  bisher  noch  nicht  allgemein 
bekannten  Anordnungen  der  Mechanismen,  so  z.  B.  die  Vorrichtung 
zum  Geheimsprecheq^  an  den  Zeigern  von  Fardely  und  Siemens.  In 
Bezug  auf  den  Kr  am  er 'sehen  Apparat  überrascht  uns  der  Umstand, 
dass  derselbe  hier,  wie  in  den  ersten  Auflagen  von  Schellen 's  Lehr- 
buch als  mit  Relais  (Pendel)  und  Localbatterie  arbeitend  dargestellt  ist, 
während  doch  bei  seiner  späteren  Anwendung  zum  Eisenbahndienste  das 
Relais  in  Wegfall  kam. 

Unmittelbar  auf  die  Besprechung  der  Zeigerapparate  folgt  diejenige 
der  Typendrucker;  es  hat  dies  wohl  seinen  Grund  darin,  dass  einige 
Apparate  dieser  Art  sich  direct  aus  ersteren  entwickelten  (System  von 
Siemens  u.  A.).  Wie' bekannt,  vermochten  nur  wenige  dieser  Instru- 
mente sich  eine  dauernde  Verwendung  in  der  Praxis  zu  sichern ;  zu  die- 
sen gehören  unseres  Wissens  die  Typentelegraphen  von  Hughes  und 
von  Phelps,  der  erstere  in  Europa,  der  letztere  in  den  Vereinigten 
Staaten  sehr  verbreitet.  Die  Besprechung  der  neuesten  Formen  behält 
der  Herr  Verfasser  dem  dritten  Bande  seines  Werkes  vor. 

Unter  den  „Drucktelegraphen  für  vereinbarte  Schrift"  findet  sich 
auch  der  1873  in  Wien  ausgestellte  „Fernschreiber**  von  G.  Jaite;  der 
Umstand,  dass  die  Beschreibung  dieses  sinnreichen  Apparates,  der  seinem 
Wesen  nach  eigentlich  in  die  neueste  Zeit  gehört,  schon  hier  Platz  ge- 
funden hat,  scheint  darauf  hinzudeuten,  es  sei  derselbe  nirgends  defini- 
tiv adoptirt. 
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Mit  besoDderer  Vorliebe  ist  die  EDtwickelnng  des  Morse 'sehen 
Scbreibapparates  behandelt;  wir  finden  hier  znm  ersten  Male  in  chrono- 
logischer Ordnung  die  mannigfachen  Abänderungen,  welche  namentlich 
Siemens  &  Halske  im  Laufe  der  Zeit  diesem  Instrumente  gegeben 
haben  und  welche  theils  auf  erhöhte  Prftcision  des  Ganges,  theils  auf 
möglichsten  Schutz  der  feineren  Theile  des  Mechanismus  zielten.  Auch 
der  von  vielen  Lehrbüchern  gänzlich  ignorirte  Stiftschreiber  von  M.  Hipp, 
bei  welchem  der  Schreibstift  in  sinnreicher  Weise  mit  den  Organen  des 
das  Papier  band  bewegenden  Uhrwerkes  verbünden  ist,  hat  hier  ein  Plätz- 
chen gefunden.  Es  hat  dies  um  so  mehr  Berechtigung,  als  Hipp's 
Apparat,  wenn  auch  längst  von  unseren  Staatslinien  durch  den  Farb- 
schreiber verdrängt,  bis  vor  Kurzem  auf  den  Eisenbahnlinien  der  West> 
Schweiz  in  Anwendung  war. 

Es  folgt  nun  ein  Abschnitt:  „die  Telegraphenleitung^',  derselbe  ist 
jedoch  etwas  kurz  gehalten;  es  bietet  indessen  die  Besprechung  der 
unterirdischen  Linien  insofern  grosses  Interesse,  als  die  Umstände  ein- 
gebender behandelt  werden,  welche  zum  baldigen  Versagen  der  Ende 
der  vierziger -Jahre  gelegten  Guttaperchadrähte  führten.  Gegenwärtig 
functioniren  bekanntlich  in  Deutschland  Erdkabel  von  bedeutender  Länge 
ganz  vorzüglich. 

Die  dritte  und  letzte  Abtheilung  des  Werkes,  „das  Telegraphiren*' 
betitelt,  dürfte  namentlich  in  den  späteren  Capiteln  das  Interesse  des 
Fachmannes  ganz  besonders  auf  sich  ziehen. 

Nach  einer  kurzen  Einleitung,  die  Besprechung  der  telegraphischen 
Nebenapparate  enthaltend  (auffallend erweise  sind  den  gedrängten  Be- 
schreibungen der  Relais  keine  Figuren  beigegeben) ,  lernen  wir  die  auto- 
matischen Sender  kennen,  welche  übrigens  der  Herr  Verfasser  in  einer 
Schrift:  „Die  Entwickelung  der  automatischen  Telegraphier*,  Berlin  1875, 
eiDgehender  behandelt  hat.  Die  Theorie  der  Translation  ist  uns  schon 
aus  des  Herrn  Verfassers  Aufsätzen  im  Journal  teiegraphique  1876  bekannt; 
die  verschiedenen  Methoden  sind  in  bestimmte  Classen ,  je  nach  der  Art 
ihrer  Wirkung,  getheilt. 

Mit  besonderer  Vorliebe  ist  das  letzte  Capitel  des  Werkes,  welches 
die  Doppeltelegraphie  umfasst,  behandelt.  Nach  ein^r  kurzen  Uebersicht 
der  älteren  Versuche,  welche  namentlich  die  absatzweise  mfBhrfache  Tele* 
graphie  bezweckten  (die  Beschreibung  des  hierher  gehörigen  vierfachen 
Apparates  von  B.  Meyer  wird  dem  dritten  Bande  vorbehalten),  ist  zu- 
nächst das  Gegensprechen,  hierauf  das  Doppelsprechen  und  schliesslich 
die  Verbindung  beider  behandelt.  Ohne  die  Verdienste  GintTs  zu 
schmälern,  sind  auch  diejenigen  Petrina's  um  die  logische  Erklärung 
der  Vorgänge  beim  gleichzeitigen  Sprechen  gehörig  betont.  Die  älteren 
Einschaltungen  von  Gintl,  Frischen,  Siemens,  Stark,  Edlund, 
Maren  u.  A.  sind  uns  schon   aus   des  Herrn  Verfassers  Schrift:    »Die 
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Copirtelegraphen,  Drucktelegraphen  und  die  Doppeltelegraphie",  Leipzig 
1865,  bekannt,  ebenso  die  neueren  Einschaltungen  von  Vaes,  Stearns, 
Preece,  Winter  durch  seine  Kritik  \m  Journal  ielegraphique  1874,  über 
welche  sich  (mit  Unrecht)  Du  Moncel  so  sehr  ereiferte.  Es  heisst  ja 
lediglich  einer  Forderung  der  Gerechtigkeit  und  der  geschichtlichen  Wahr- 
heit genügt ,  wenn  dargethan  wird ,  dass  sich  die  meisten  neuesen  Gegen- 
Sprechmethoden  nur  in  unwesentlichen  Details  von  den  älteren  unter- 
scheiden. Der  Herr  Verfasser  bemerkt  auch  ganz  ausdrucklich,  dass 
namentlich  Stearns  sich  insofern  grosse  Verdienste  um  das  Gegen- 
sprechen erworben  habe,  als  durch  seine  Ausdauer  die  Bemühungen  um 
die  Durchführung  der  Doppeltelegraphie  so  vielseitig  wieder  aufgenommen 
worden  seien. 

Im  Gegensatz  zur  ersten  Hälfte  des  Bandes  sind  die  letzten  Capitel 
verhältnissmässig  kurz  gehalten.  Es  mag  dies  bei  der  grossen  Fülle  des 
Stoffes  wohl  in  der  Absicht  geschehen  sein,  um  den  Umfang  des  Buches 
nicht  gar  zu  bedeutend  werden  zu  lassen.  Ueberdies  müssen  ja  gerade 
diese  Partien  im  dritten  Bande  eingehend  abgehandelt  werden. 

Nicht  wenig  zum  Verständniss  des  Werkes  tragen  die  vielen  trefflich 
ausgeführten  Holzschnitte  bei,  die  Ausstattung  ist  eine  des  Inhalts  durch* 
aus  würdige.  Möge  uns  gestattet  sein ,  das  Buch  Allen ,  die  sich  mit  dem 
Studium  der  Telegraphie  beschäftigen,  auf^s  Wärmste  zu  empfehlen. 

Zürich,  14.  December  1877.  Dr.  A.  Toblbb. 


Le  proprieiä  cardinali  degli  strumenii  diotirici,  esposizione  elemen- 
tare della  teoria  di  Gauss  e  delle  sue  applicazioni,  deWingegnere  Ga- 
lileo FerrariSt  Membro  della  facoUä  di  scienze  tnalematichey  fisiche 
e  naturali  della  Ä.   üniversitä  di  Torino,   Incaricaio  delT  insegnamenio 
della  fisica  tecnologica  nel  R.  Museo  Indusiriale  iialiano.     Con  68  in- 
eisioni.     Torino,  Ermanno  Loescher,  1877.     201  p.     Prezzo  L.  5. 
Wie  das  früher  besprochene  Werk  von  Matthiessen  in  seinem  ersten 
Haupttheile,  so  stellt  sich  auch  das  ebengenannte  die  Aufgabe,  die  Theorie 
von  Gauss  zu  elementarisiren.«  Dass  demnach  beide  Werke  in  der  Dar- 
legung der  allgemeinen  Theorie  nach  Inhalt  und  Methode  im  Wesentlichen 
übereinstimmen,   ist  wohl  zu  erwarten;   allein   in   der  Ausarbeitung  der 
Details  gehen  sie  ziemlich  weit  auseinander.    Dieses  ist  theilweise  bedii^gt 
durch  die  Anwendungen,  die  von  der  allgemeinen  Theorie  gemacht  wer- 
den  sollen,   die,   wie  schon   der  Titel  des  Buches  von  Ferraris  zeigt, 
bei  diesem  auf  eine  Theorie  der  dioptrischen  Instrumente  gerichtet  sind. 
Doch  sind  diese  Anwendungen  nicht  eigentlichster  Zweck  des  Verfassers; 
er  sagt  sehr  richtig  in  der  Vorrede,  dass  die  trefflichen  elementaren  Dar- 
stellungen der  Gauss 'sehen  Theorie,   die  wir  besitzen,   viel  mehr  ^in- 
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gang  gefnnden  hätten,  würden  sie  sich  nicht  von  Anwendungen  auf 
optische  Instrnmente  meist  sehr  fern  gehalten  hahen.  Das  Bach  soll  also 
vor  allem  Andern  beitragen  zur  Einfühmng  der  genannten  Theorie  in  die 
elementaren  Lehrcnrse  der  Physik  und  der  praktischen  Geometrie  und 
hiernach  rechtfertigt  sich  auch  die  Wahl  der  geometrischen  Methode,  die 
der  Darstellung  des  Gegenstandes  zu  Grunde  liegt. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aas  erklären  sich  einige  Beschränkungen, 
die  der  Verfasser  glaubte  sich  auferlegen  zu  müssen,  um  die  Schwierig- 
keiten nicht  über  Gebühr  zu  vergrössern.  So  vermissen  wir  die  Erwäh- 
nung der  Listing' sehen  Symptosen,  der  Töpl  er 'sehen  Hauptebenen 
und  Knotenpunkte,  die  Anwendungen  auf  Spiegelinstrumente  etc.,  und 
zwar  ungern ,  da  wir  überzeugt  sind ,  dass  bei  der  Klarheit  und  Einfach- 
heit, die  den  Darstellungen  des  Verfassers  eigen,  auch  ein  Leser  von 
solchen  Vorkenntnissen,  wie  sie  das  Buch  voraussetzt,  die  Schwierigkeiten 
nicht  gefühlt  haben  würde. 

In  der  That  gelingt  es  dem  Verfasser  durch  wohlüberlegte  Anord- 
nung des  Stoffes,  mit  den  elementarsten  geometrischen  Sätzen  auszukom- 
men und  doch  die  Betrachtungen  allgemeiner  zu  halten,  als  dies  in  Dar- 
stellungen .  möglich  ist,  die  sich  zu  lange  bei  den  Betrachtungen  couju- 
girter  Axenpunkte  und  deren  Strahlen  aufhalten. 

So,  um  diesbezüglich  Einiges  hervorzuheben,  beginnt  die  Betrach- 
tung über  den  Fall  einer  brechenden  Fläche  mit  dem  Nachweis  des 
Satzes,  dass  die  Ordinaten  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  im 
Krümmungsmittelpunkte  sich  verkehrt  verhalten  wie  die  Brechungsindices 
der  aneinander  grenzenden  Medien,  wenn  man  nur  Strahlen  betrachtet, 
die  unendlich  nahe  der  Aze  verlaufen.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  wird 
dann  gezeigt ,  dass  Strahlen ,  die  aus  einem  Punkte  auslaufen ,  nach  der 
BrechuDg  wieder  in  einem  Punkte  zusammentreffen.  Daran  knüpfen  sich 
unmittelbar  die  Beziehungen  zwischen  Abscissen  und  Ordinaten  beliebig 
gelegener  conjugirter  Punkte  und  zwischen  den  Winkeln  zweier  conju- 
girter  Strahlenpaare  in  denselben.  Hiermit  sind  dann  die  Eigenschaften 
conjugirter  Ebenen  normal  zur  Axe  in  voller  Allgemeinheit  gegeben  und 
die  Einführung  der  Brennebenen  als  specielle  Fälle  solcher  conjugirter 
Ebenen  unterliegt  keiner  weiteren  Schwierigkeit.  Mit  der  Lösung  der 
Aufgaben:  zu  einem  Strahle  den  gebrochenen  und  zu  einem  Punkte  den 
conjugirten  zu  finden,  schliesst  das  erste  Capitel,  dessen  Hauptergebnisse 
in  vier  Theoremen  und  in  vier  Gleichungen  übersichtlich  zusammengefasst 
werden  (Gleichungen  I  —  IV). 

Die  aufgestellten  Theoreme  und  Gleichungen  werden  dann  im  zwei- 
ten Capitel  allgemein  für  eine  beliebige  Zahl  brechender  Medien  nach- 
gewiesen, die  Hauptebenen  und  Knotenpunkte  eingeführt  und  die  Auf- 
gaben über  conjugirte  Punkte  und  Strahlen  gelöst.  Die  Bestimmung  der 
Haupt-   und  Brennpunkte  wird   gezeigt  für  die  Combination  zweier  Sy- 
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Sterne,  deren  Haupt-  und  Brennpunkte  gegeben  sind,  nnd  zwar  durch 
Constmetion  nnd  Bechnnng  nach  zwei  verschiedeDen  Methoden,  sowie 
durch  experimentelle  Hilfsmittel.  Endlich  folgt  eine  ausführliche  Exposi- 
tion des  Ausnahmefalles,  in  welchem  die  Brennweiten  unendlich  gross 
werden ,  also  eines  teleskopischen  Systems.  Hervorheben  wollen  wir  noch 
den  sehr  einfachen  Beweis  für  den  bekannten  Satz  vom  Verhältniss  der 
beiden  Brennweiten  auf  S.  29  und  30,  dem  der  Satz  vom  Verhältniss  der 
Neigungswinkel  zweier  conjugirter  Strahlenpaare  zu  Grunde  liegt. 

Der  zweite  Theil  unseres  Buches,  doppelt  so  stark  (135  S.)«  als  der 
erste,  beschäftigt  sich  mit  Anwendungen  auf  das  Auge,  auf  Linsen  und 
Combinationen  von  zwei  Linsen  (Ocular  von  Ramsden  und  Camp  an  i), 
die  sehr  ausführlich  discutirt  werden,  und  auf  dioptrische  Instrumente. 
Diese  theilt  der  Verfasser  in  zwei  Gruppen,  in  einfache  und  zusammen- 
gesetzte, und  definirt  erstere  als  solche,  deren  Effect  gleichwerthig  ist 
dem  einer  einzigen  Linse  von  geringer  Dicke,  die  letzteren  als  solche 
Instrumente,  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist.  Die  einfachen  Instru- 
mente zerfallen  dann  weiter  in  solche  mit  reellen  Bildern  und  in  solche, 
welche  virtuelle  Bilder  zu  erzeugen  bestimmt  sind  (einfache  Mikroskope 
und  Brillengläser). 

An  einem  System,  bestehend  aus  Objectiv  und  Ocular,  werden  die 
den  zusammengesetzten  Instrumenten  (Mikroskop  und  Fernrohr)  gemein- 
samen Betrachtungen  näher  ausgeführt  und  zwar  sowohl  für  den  Fall 
eines  convergenten ,  wie  für  den  eines  divergenten  Oculars.  So  werden 
abgeleitet  die  Formeln  für  die  VergrÖsserung,  das  Verfahren,  um  den 
Augenpunkt  zu  finden,  der  Radios  des  Ocularkreises  bestimmt  und  Aus- 
drücke abgeleitet  für  die  Helligkeit  der  Bildpunkte.  Hieran  schliesst  sich 
eine  Definition  des  Gesichtsfeldes,  die  etwas  von  der  gewöhnlichen  ab- 
weicht. Der  Verfasser  versteht  unter  Gesichtsfeld  die  Oeffnung  eines 
Kegels,  der  seine  Spitze  im  ersten  Hauptpunkte  des  Objectivs  hat  und 
jenen  Theil  des  Objectraumes  begrenzt,  dessen  Funkte  mit  gleicher  Hel- 
ligkeit gesehen  werden.  Sie  entspricht  in  der  That  besser  den  Verhält- 
nissen an  wirklich  gut  ausgeführten  Instrumenten,  als  die  gebräuchliche 
Art,  das  Gesichtsfeld  zu  bestimmen  durch  jenen  Kegel,  der  alle  gleich- 
zeitig durch  das  Instrument  sichtbaren  Raumpunkte  enthält.  Auf  Grand 
dieser  neuen  Definition  werden  Ausdrücke  für  die  Grösse  des  Gesichts- 
feldes aufgestellt  für  Instrumente,  bei  denen  der  Augenpunkt  ausserhalb 
desselben  gelegen  ist,  und  für  solche  mit  innerem  Augenpunkt  Den 
specielleren  Ausführungen  für  Mikroskope  und  Fernrohre  sind  noch  die 
Beschreibungen  experimenteller  Methoden  zur  Bestimmung  der  VergrÖs- 
serung beigefügt. 

Wir  brauchen  kaum  hinzuzufügen ,  dass  sich  auch  in  diesem  zweiten 
Theile  die  Darstellung  des  Verfassers  als  eine  vorzüglich  klare,  einfache 
und   übersichtliche  bewährt  und   so   sind   wir   überzeugt,    dass   sich    das 
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Buch  einen  grossen  Leserkreis  erwerben  und  eine  Lücke  in  der  Literatur 
der  elementaren  Dioptrik  in  trefflichster  Weise  ausfüllen  wird.  Wenn 
wir  zum  Schluss  doch  noch  Etwas  aussetzen,  so  bezieht  sich  dieses  auf 
die  Ausführung  einiger  Figuren,  die  oft  die  beigesetzten  Buchstaben 
kaum  erkennen  lässt. 

Prag,  im  November  1877.  F.  Lip^ich. 


Die  Statik  der'Oewölbe,  mit  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung,  von  0.  Ort- 
mann.    Halle,  Commissionsverlag  von  G.  Knapp.     123  S. 

Dass  die  bisherigen  Theorien  der  Gewölbe  in  hohem  Grade  verbes- 
serungsbedürftig sind,  darin  wird  mit  dem  Verfasser  vorstehenden  Werk- 
chens gewiss  Jedermann  übereinstimmen;  dass  jedoch  die  von  ihm  ge- 
lieferte neue  Theorie  die  älteren  Theorien  zu  verdrängen  geeignet  ist, 
müssen  wir  trotz  mancher  uns  entgegengetretener  guter  Gedanken  ent- 
schieden in  Abrede  stellen. 

Von  einigen  untergeordneten  Funkten ,  wie  der  theoretisch  richtigen 
Auffassung  der  Belastung  eines  aus  losen  Steinen  bestehendm  Gewölbes 
in  §  1,  der  weniger  begründeten  Ansicht  in  Bezug  auf  die  Belastung 
übermauerter  Gewölbe  in  §  17  u.  s.  w.,  kann  hier  abgesehen  werden. 
Der  Schwerpunkt  der  ganzen  Untersuchungen  liegt  in  den  §§  3  und  4, 
welche  zur  Bestimmung  des  Scheiteldruckes  führen.  Der  Verfasser  kommt 
hier  zu  dem  merkwürdigen  Resultat,  dass  der  Horizontalschub  im  stabi- 
len Gewölbe  immer  ein  Maximum  sei.  Er  findet  femer,  dass  auch  bei 
unsymmetrischer  Form  und  Belastung  in  der  Scheitelfuge  niemals  eine 
Transwersalkiaft  entstehen  könne.  Leider  sind  die  Entwicklungen,  aus 
welchen  solche  Schlüsse  gezogen  werden,  keine  mathematischen  Beweise, 
sie'  fallen  in  eine  Kategorie  mit  manchen  anderen  Kaisonnements ,  durch 
welche  die  Theorie  ddr  Gewölbe  reformirt  werden  sollte,  die  aber  Nie- 
mand tiberzeugt  haben. 

Glaubt  der  Verfasser  wirklich,  dass  jede  auf  einer  Seite  des  Schei- 
tels aufgebrachte  Belastung  nur  den  Verticaldruck  im  diesseitigen  Käm- 
pfer erhöht,  den  Verticaldruck  im  jenseitigen  aber  ganz  unberührt  lässt? 
Denn  so  ergiebt  es  sich,  wenn  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Transversalkraft  im  Scheitel  gleich  Null  sei,  die  Gleichgewichtsbedingung 
„Summe  aller  Verticalkräfte  gleich  Null"  für  eine  Gewölbehälfte  aufstellt. 
Ebenso  unwahrscheinlich  werden  die  Verhältnisse  der  Kämpferdrucklinie 
und  der  Kämpferd ruckumhüllungslinien.  Betrachtet  man  nun  gar  den 
Einfiuss  einer  Einzellast,  so  zeigt  sich,  dass  die  Last  sich  gar  nicht  auf 
beide  Widerlager  vertheilt:  so  lange  sie  vor  dem  Scheitel  liegt,  gleich- 
giltig  an  welcher  Stelle,  reagirt  nur  das  diesseitige  Widerlager;  im  Augen- 
blicke aber,  wo  die  Last  den  Scheitel  passirt,  springt  die  ganze  der 
Last  gleiche  Reaction  von  diesseits  nach  jenseits  über. 
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Auch  die  AnsführuDgen  der  §§  23  und  29,  in  welchen  der  Verfas- 
ser sich  darüber  verbreitet,  inwieweit  das  wirkliche  Gewölbe  mit  dem 
früher  vorausgesetzten  Körpersystem  übereinstimmt,  halten  wir  keines- 
wegs für  überall  zutreffend.  Der  Verfasser  selbst  giebt  zu,  dass  ein  in 
den  Fugen  durch  Cement  gebundenes  und  sonst  angemessen  behandeltes 
Gewölbe  nicht  nach  seiner  Theorie  beurtheilt  werden  kann.  Für  ein  nur 
auf  Druck  und  Schub  beanspruchtes  Gewölbe  Iftsst  sich  aber  der  zwischen 
Cementverband  und  Mörtelverband  etablirte  Unterschied  schwerlich  auf- 
recht erhalten. 

In  Bezug  auf  das  Aeussere  des  Buches  ist  zu  bemerken ,  dass  weder 
ein  Inhaltsverzeichniss ,  noch  Capitelüberschriften  die  Orientirnng  erleich- 
tern ,  ja  sogar  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  fehlt.  Trotz  Allem  müssen 
wir  anerkennen,  dass  viel  Fleiss  und  Liebe  auf  das  Werkchen  verwendet 
worden  ist.  Wir  würden  uns  freuen,  wenn  es  dem  Verfasser  gelingen 
sollte,  aus  dem  vorgeführten  Guten  im  Verein  mit  neuen  Gedanken  ein 
einheitliches  Ganzes  zu  schaffen. 

Stuttgart.  Wevrauch. 


Von  den  Elementen  und  Oundgebilden  der  synthetischen  Geometrie. 
Versuch  einer  Erweiterung  der  Lehre  von  den  Formen  unserer 
Kaumanschauung,  von  K.  Rudel,  Bector  der  königl.  Gewerbe- 
schule in  Bamberg.  Bamberg  1877. 
Vorliegendes  Schriftchen,  24  Seiten  lang,  hat  den  Zweck,  den  Nach- 
weis zu  liefern,  dass  unsere  Anschauungsform  nicht  die •  einzige,  die 
höchste  und  letzte  sein  wird,  dass  die  Möglichkeit  der  Anschauungsfor- 
men unbegrenzt ,  ja  dass  die  Erscheinungswelt  höchst  wahrscheinlich  weit 
über  den  Kreis  unserer  Anschauungsform  hinausgeht;  es  geht  davon  aus, 
dass  unser  Raumbegriff  lediglich  eine  durch  unsere  Existenz  als  Ranm- 
theile  bedingte  Anschauungsform  ist  —  Die  beiden  Theile,  in  welche  es 
zerfällt,  haben  die  Ueberschrift:  „Betrachtungen  vom  Standpunkte  ge- 
wöhnlicher Raumanschauung  aus''  (S.  5  — 12)  und  „Betrachtungen  vom 
Standpunkte  einer  höheren  Form  der  Raumanschauung  aus"  (S.  15  —  26). 
Der  erste  Theil  bespricht  in  durchaus  bekannter  Art  die  Grundgebilde 
der  synthetischen  Geometrie;  er  theil t  sie  in  Grundgebilde  der  ersten 
Stufe  (Punktreihe,  Strahlen büschel ,  Ebenenbüschel),  der  zweiten  Stufe 
(die  Ebene,  als  Inbegriff  aller  Punkte  und  Strahlen,  und  das  Strahlen- 
bündel) und  der  dritten  Stufe  (der  Raum).  Demgemäss  unterscheidet 
der  zweite  Theil  Wesen  der  zweiten  und  dritten  Stufe,  d.  h.  solche,  die 
als  Theile  einer  Ebene  und  solche,  die  als  Theile  des  Raumes  ezistiren; 
zu  den  letzteren  gehören  wir  Menschen.  Fortschreitend  wird  nun  ein 
Grundgebilde  der  vierten  Stufe,   das  All,  angenommen,  in  welchem  die 
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Wesen  der  yierten  Stnfe  sich  befinden.  Das  Mittel,  einzelne  Formen 
der  Anschaunugs weise  dieser  Wesen  zu  finden,  sind  Analogieschlüsse. 
So  wenig  Wesen  der  zweiten  Stnfe,  für  welche  nnr  die  Geometrie  der 
Ebene  vorhanden  ist,  eine  Vorstellung  von  sich  kreuzenden .  Geraden 
gewinnen  können ,  so  wenig  können  wir  die  den  Wesen  der  vierten  Stufe 
angehörende  Vorstellung  von  sich  kreuzenden  Ebenen,  zu  denen  der 
Verfasser  durch  Analogie  gelangt,  uns  verschaffen.  —  Wie  die  Geometrie 
der  Wesen  der  zweiten  Stufe  aber  nur  ein  Theil  unserer  Geometrie  ist, 
so  muss  diese  nur  ein  Theil  derjenigen  der  Wesen  der  vierten  Stufe 
sein.  Auch  diese  müssen  irgend  zwei  Punkte  des  Alls  durch  irgend  eine 
Gerade  verbinden  können.  Nimmt  man  diese  beiden  Punkte  aber  auf 
zwei  sich  kreuzenden  Ebenen  und  denkt  sich  durch  die  verbindende  Ge- 
rade eine  dritte  Ebene  gelegt,  welche  die  beiden  ersten  in  zwei  Geraden 
schneidet,  so  müssen  diese  selbst  sich  schneiden;  also  hätten  die  sich 
kreuzenden  Ebenen  einen  Punkt  gemeinsam.  Der  Begriff  solcher  Ebenen 
ist  also  unmöglich,  er  widerspricht  unseren  geometrischen  Vorstellungen, 
die  einen  Theil  der  geometrischen  Vorstellungen  der  Wesen  der  vierten 
Stufe  bilden  müssen.  Da  aber  aus  dem  Begriffe  sich  kreuzender  Ebenen 
die  übrigen  Formen  der  Anschauungsweise  der  Wesen  der  vierten  Stufe 
gefolgert  werden,  so  fallen  diese  mit  jenem. 

Daher  ist  der  Versuch  nicht  gelungen,  den  Kreis  unserer  Anschau- 
ungsform zu  erweitern  und  uns  einen  Einblick  in  eine  über  denselben 
hinausgehende  Erscheinungswelt  zu  verschaffen.  Milinowski 


Das  Problem  der  magischen  Systeme  von  Dr.  Thbod.  Hügel,  Rector  der 
Gewerbeschule  zu  Neustadt  a.  d.  H.  Verlag  von  A.  H.  Gott- 
schick-Witter's  Buchhandlung,  Neustadt  a.  d.  H.  1876.  4^  48  S. 
Werden  p"  Zahlen  in  Gruppen  von  je  p  Zahlen  geordnet,  so  dass 
durch  jeweilige  Addition  der  Glieder  einer  Gruppe  stets  die  gleiche 
Summe  erscheint ,  so  nennt  der  Verfasser  diese  Anordnung  ein  magisches 
System  n^^^  Ordnung.  Diese  Definition  wird  dadurch,  dass  das  System 
zweiter  Ordnung  in  den  gewöhnlichen  magischen  Quadraten  erkannt  wird, 
noch  n&her  erläuteirt;  doch  wird  dadurch  nur  um  so  deutlicher,  dass  etwas 
Wesentliches  in  ihr  fehlt,  nämlich  die  Anzahl  der  Gruppen,  in  welcher 
jede  einzelne  Zahl  nur  vorkommen  darf  und  vorkommen  muss.  Aller- 
dings helfen  §§  2,  25  und  37  diesem  Mangel  ab,  indem  sie  die  Beding- 
nngsgleichungen  kennen  lehren,  unter  deren  Voraussetzung  ein  magisches 
Quadrat,  ein  magischer  Würfel,  ein  magisches  System  höherer  Ordnung 
vorhanden  ist;  doch  wäre  eine  genauere  Anfangsdefinition  immerhin  wün- 
schenswerth  gewesen.  Ein  weiterer  Wunsch,  dessen  Erfüllung  Herr 
Hügel    uns    gleich    allen    seinen   Vorgängern    auf  dem   Gebiete    dieser 

Higfc.-Ut  Abthlg.  d.  Z«itt«]ir.  f.  M«th.  n.  Phyi.  ZXIU,  4.  Digifl^d  by  GoOQIc 


134  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

zahlentheoretisch -combinatorischen  Untersuchungen  schuldig  bleibt,  ist 
folgender:  wir  erfahren  nirgends,  wie  viele  magische  Anordnungen  der 
p"  Elemente  möglich  sind,  beeiehungsweise  ob  man  sich  theoretisch  dar- 
über Oewissheit  verschaffen  kann,  dass  man  wirklich  alle  möglichen  An- 
ordnungen gebildet  hat.  In  der  Hervorhebung  dieser  Lticke  soll  keine 
Bemingelung  der  interessanten  uns  vorliegenden  Schrift  vorhanden  sein; 
wir  beabsichtigen  vielmehr  nur  in  erster  Linie  den  Verfasser  derselben 
auf  das  soeben  ausgesprochene  muthmasslich  recht  schwierige,  seiner  Auf- 
merksamkeit nicht  unwürdige  Problem  hinzuweisen.  Seine  durch  jahre- 
lange Beschäftigung  mit  dem  Gegenstände  erworbene  Gewandtheit  dürfte 
ihn  gerade  besonders  befähigen ,  auch  diese  Aufgabe  zu  erledigen ,  ohne 
welche  die  Untersuchung  nicht  abgeschlossen  ist,  so  wenig  als  es  genfigt, 
irgend  eine  Gleichung  —  sei  sie  bestimmt  oder  unbestimmt  —  auflösen 
zu  können,  ohne  den  Beweis  zu  liefern,  dass  man  alle  Wurzeln  an- 
gegeben hat.  Die  beschränktere  Aufgabe,  irgendwelche  magische  Systeme 
zu  bilden,  löst  dagegen  Herr  Hügel  durch  Abzweigung  einer  grossen 
Anzahl  von  Unterfällen,  bei  deren  jedem  das  eigentliche- magische  Sy- 
stem durch  feld weise  Addition  von  n  anderen  an  sich  nicht  magischen 
Systemen,  gebildet  durch  die  sogenannten  Componenten  des  Systems, 
hervorgebracht  wird.  Es  ist  das  dem  Gedanken  nach  eine  ähnliche  Me- 
thode, wie  sie  Sauveur  1710  der  Pariser  Akademie  mittheilte.  Herr 
Hügel  hat  sie  in  selbstständiger  Weise  nacherfunden  und  durch  Anwen- 
dung der  Namen  und  Zeichen  der  modernen  Combinatorik,  vor  Allan 
also  der  Determinanten,  dem  heutigen  Gedankengange  näher  zu  bringen 

«®^*»*-  Cantob. 


Principii  elementari  sulle  probabilitä  eposii  da  G,  B,  Marsano^ 
professore  dt  matematiche  nella  R.  üniversiia  e  nel  R.  Islütäo  iecnico 
di  Genova.    Genova,  Tipografia  del  R.  IsiUulo  Sordo-muii  1876.    153  S. 

Wenn  irgend  ein  Gapitel  der  Mathematik  vorzugsweise  dazu  geeignet 
ist,  dem  Selbststudium  des  Anfängers  überlassen  zu  bleiben,  so  ist  es 
dasjenige,  welches  die  elementaren  Lehren  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung enthält.  Einestheils  sind  die  in  diesem  Capitel  zu  behandelnden 
Aufgaben  von  einem  ziemlich  allgemein  fesselnden  Interesse ,  da  es  wohl 
Wenige  giebt,  welche  Ungewisses  nicht  in  Spannung  erhält ,  in  um  so 
grösserer,  wenn  an  das  Ereigniss  überdies  ein  unmittelbarer  Vermögens- 
vortheil  oder  Nachtheil,  Gewinn  oder  Verlust  sich  knüpft.  Andemtheils 
sind  die  Grenzen  des  ohne  höhere  Kenntnisse  Erreichbaren  hier  ziemlich 
weit  gesteckt  und  die  Entwickelung  des  binomischen  Satzes  genügt,  um 
bereits  ziemlich  verwickelt  aussehende  Fragen  zu  beantworten.  Von  die- 
sem elementaren  Standpunkte  aus  hat  Herr  Marsano  den  Gegenstand 
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zu  behandeln  gewusst.  Es  sind  die  in  allen  ähnlichen  Schriften  wieder- 
kehrenden Aufgaben,  denen  wir  hier  begegnen.  Zahlenlotto,  Karten- 
spiel, Würfel,  Urnen  mit  verschiedenfarbigen  Kugeln  bieten  das  ausser- 
liehe  Oewand  für  die  combinatorischen  Zusammenstellungen,  von  denen 
zuerst  einige  bestimmte  Beispiele  durchgesprochen  werden ,  worauf  in  einer 
zweiten,  mit  8.  51  beginnenden  Abtheilung  die  allgemeineren  Lehrsätze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  entwickelt  werden ,  jeder  wieder  an  Bei- 
spielen geprüft  und  beleuchtet.  Von  Einzelheiten  wäre  etwa  hervorzu" 
heben,  dass  auf  8.25  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  12  ternenmässig  be- 
setzten Nummern  im  Zahlenlotto  mindestens  eine  Terne  zu  gewin- 
nen, zu  0,015929  berechnet  ist  gegenüber  von  dem  falschen  Ergebnisse 

^— : ,  welches  in  einem  sonst  mit  Recht  geschätzten  Elementarwerke  aus 

unrichtigen  Yoraussetzungen  abgeleitet  worden  ist.  Der  Styl  des  Verfassers 
ist  aussergewühnlich  klar,  vielleicht  etwas  zu  breit;  allein  wir  können  darin 
nicht  gerade  einen  tadelnswerthen  Fehler  finden,  vorausgesetzt,  dass  der 
Leser,  nur  auf  das  Büchlein  angewiesen,  sich  mit  den  Anfangsgründen 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bekannt  machen  will.  Was  allerdings 
ein  etwa  vorhandener  Lehrer  noch  mündlich  hinzusetzen  will,  ohne  weit 
über  die  stofflichen  Grenzen  der  Schrift  hinauszugreifen,  ist  uns  un- 

^^^A^^^^'  Cantob. 


Leit&den  der  Elementarmathematik  von  Dr.  Liebe  und  v.  Lühmarn. 
III.  Thl. :  Trigonometrie ,  Stereometrie ,  sphär.  Trigonometrie.  Mit 
2  Figurentafeln.  Beriin,  Simion.  1877.  Preis  1  Mk.  25  Pf. 
Wie  aus  früheren ,  seiner  Zeit  sehr  gut  recensirten  Veröffentlichungen 
der  Herren  Verfasser  (Planimetrie,  trigon.  Aufgaben,  geometr.  Construc- 
tionsaufgaben)  ersichtlich,  lassen  es  sich  dieselben  angelegen  sein,  nach 
und  nach  sämmtliche  Gebiete  der  elementaren  Mathematik  Schülern  und 
Lehrern  in  einer  Weise  vorzuführen ,  welche  so  ganz  geeignet  ist ,  Erstere 
anzuregen,  bei  Letzteren  Accomodation  an  diese  Lehrmethode  zu  erzie- 
len. Ganz  dasselbe  gilt  von  dem  hier  vorliegenden  HL  Theile  des  Leit- 
fadens der  Elementarmathematik.  In  richtigem  Stufengange  und  ohne  die 
praktische  Seite  ausser  Acht  zu  lassen,  wird  zunächst  die  ebene  Trigo- 
nometrie behandelt  und  dem  Satze  von  vier  aufeinanderfolgenden  Stücken 
eines  Dreiecks,  den  Gauss' sehen  Formeln  und  deren  Folgerungen,  wie 
auch  ausser  den  Hauptfällen  für  die  Dreiecksberechnungen  der  Auflösung 
derjenigen  Dreiecksaufgaben ,  welche  sich  nicht  unmittelbar  auf  diese  vier 
Hauptfälle  zurückführen  lassen,  die  erforderliche  Aufmerksamkeit  ge- 
schenkt. Dass  übrigens  die  vielfach  beliebte  Bezeichnung  sina^  statt 
sin^a  nicht  immer  unzweifelhaft  richtig  ist,  mag  der  8.  19  Z.  4  v.  u.  an- 
geführte Werth  sin^(a  +  ßy  bestätigen.    §  14  Gl.  9)  hätte  auch  den  Werth 
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sinn  1  —  cos  a         _     _       .     ^,    -/xv     ,.  .       ,         «r      i 

7-T ,   reap.   — : und   damit  Gl.  10)    die   reciproken  Werthe  mit 

i  +  cosa  '^        sma  '^ 

enthalten    können.      Doch    sind    das   nur  nebensächliche  Bemerknngen, 

welche  der  im  Ganzen  recht  guten  Anlage  keinen  Eintrag  machen.     Dass 

endlich  S.  9  Z.  3  y.  u.  sin{a  +  ß)  statt  sin{a  —  ßy  steht,  ist  ersichtlich  als 

Druckfehler  zu  nehmen. 

Im  zweiten  Abschnitt  wird  in  gedrängter  Kürze,  aber  ohne  Nach- 
theil für  den  Unterricht  das  Pensum  der  Stereometrie  behandelt,  da  die 
mannichfaltigen  und  gut  ausgewählten  Uebungssätze  das  ersetzen,  was 
sich  in  anderen  Lehrbüchern  als  besondere  Lehrsätze  erwähnt  und  be- 
wiesen findet,  während  es  hier  dem  Schüler  überlassen  ist,  auf  Grand 
des  Vorangegangenen  die  Richtigkeit  derselben  nachzuweisen.  Durch 
ihre  Einfachheit  zeichnen  sich  die  Beweise  für  den  Euler*schen  Lehr- 
satz (§  38) ,  für  das  Prismatoid  (§  50)  -r-  das  ,noch  in  vielen  Lehrbüchern 
trotz  seiner  umfassenden  Bedeutung  ignorirt  wird  — ,  wie  für  die  Gul- 
d in' sehe  Begel  (§  81)  aus.     §  6  Z.  3  v.  u.  ist  CFD  sUtt  CAF  zu  lesen. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  wichtigsten  Sätze  der  sphärischen 
Trigonometrie,  einschliesslich  der  Nep er' sehen  Regel  (§  4),  der  Gauss- 
sehen  Gleichungen,  der  Nep er' sehen  Analogien  und  der  L' Hu ili er- 
sehen Formel.  Den  Schluss  bildet  die  Anwendung  der  Lehrsätze  auf 
die  Berechnung  der  schiefwinkligen  sph.  Dreiecke  und  der  Radien  der 
einem  solchen  um-  und  einbeschriebenen  Kreise.  Eine  grössere  Aus- 
dehnung der  Aufgaben  in  diesem  Sinne  würde  gewiss  allseits  willkommen 
geheissen. 

Vorstehendes  Lehrbuch  kann  somit  gleich  den  früheren  Lehr-  und 
Uebungsbüchern  der  Herren  Verfasser  mit  Recht  bestens  für  den  Unter- 
richt empfohlen  werden. 

Kaiserslautern.  Hugbi.. 


Beriehtignng» 

S.  16  Z.  23  statt:  S.  150  lies:  S.  162. 

S.  16  Z.  26  die  Worte:  ,^arte prima,  Della  teoria  Algebraica  deUe  Curvef*  fallen  weg. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Becensionen. 


TJntersnohimgeii  über  das  logarithmisohe  und  Kewton^solie  Potential. 
Von  J)r.  C.  Nbümann.     Leipzig,  Tenbner.     1877.     368  8.  8^. 

Die  vorliegenden  üntersnchnngen  Nenmann^s  gehören  ohne  Zweifel 
zn  den  bedeutendsten  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  Potential- 
theorie und  reihen  sich  den  klassischen  Arbeiten  von  Green,  Gauss 
und  Dirichlet  in  würdiger  Weise  an.  Sie  führen  dieser  Theorie  eine 
Fülle  neuer,  interessanter  und  weitreichender  Resultate  zu  und  zeichnen 
sich  ebenso  durch  eine  ungemein  klare  und  durchsichtige  Darstellung,  als 
durch  Strenge  und  Eleganz  der  Beweisführung  aus. 

Ganz  besonders  hat  es  uns  gefallen,  dass  der  Verfasser  jedem  ein- 
zelnen Capitel  eine  Einleitung  vorangeschickt  hat,  welche  den  Leser  in 
den  Stand  setzen  soll,  „sich  über  Inhalt  und  Tendenz  des  ganzen  Wer- 
kes eine  deutliche  Vorstellung  zu  bilden'*.  Als  ein  weiterer  Vorzug  des 
Neumann'schen  Werkes,  der  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden 
kann,  sei  gleich  hier  erwähnt,  dass  der  Verfasser  überall,  wo  es  nöthig 
ist,  nachdrücklich  und  wiederholt  hervorhebt,  welchen  Einschränkungen 
die  Giltigkeit  der  erhaltenen  Resultate  unterliegt  und  was  in  manchen 
Fällen  noch  zu  wünschen  übrig  bleibt.  Besonders  lobend  sei  auch  die 
äusserst  zweckmässige  und  angemessene  Bezeichnung  hervorgehoben, 
die,  einmal  eingeführt,  consequent  durch  das  ganze  Werk  beibehalten 
wird.  Dies  trägt  ungemein  zur  Orientirung  des  Lesers  bei.  So  wird 
z.  B.  eine  geschlossene  Curve  oder  Fläche  überall  mit  a  bezeichnet,  der 
Raum  innerhalb  derselben  mit  3«  ausserhalb  mit  91,  die  Punkte  der  Ge- 
biete 2!*  ^  fosp.  mit  f,  a,  die  auf  c  gelegenen  mit  a  oder  s.  Ist  von 
zwei  Punkten  der  Kategorie  a  oder  t  die  Rede,  so  wird  im  ersten  Falle 
der  eine  mit  a,  der  andere  mir  or,  im  zweiten  Falle  der  eine  mit  t,  der 
andere  mit  j  bezeichnet.  Ist  von  irgend  einer  in  der  Ebene,  resp.  im 
Raum  ausgebreiteten  Function  F  die  Rede,  so  werden  ihre  Werthe  in 
den  Punkten  /i,  0,  t  resp.  durch  F«)  ^«f*  ^i  bezeichnet.     Auch  wir  wer- 
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den  uns  dieser  Bezeichnungen  im  Folgenden  bedienen.  Besonders  er- 
wähnenswerth  sind  hier  noch  die  auf  S.  130  eingeführten  Bezeichnungen 
(Sg  und  &#,  sowie  die  Schreibweise 

0<r</, 

(Sic!) 

wo  das  hinzugefügte  (sie!)  besonders  hervorheben  soll,  dass  nicht  <, 
sondern  wirklich  ^  gemeint  ist.  Auch  dnrch  einen  passend  gew&hlten 
Vergleich  weiss  der  Verfasser  oft  nnsere  Vorstellungen  zn  fixiren  und  dem 
Vorgetragenen  eine  ungemeine  Anschaulichkeit  zu  geben,  z.  B.-  in  der 
zweiten  Note  S.  170  oder  in  der  Note  S.  303.  An  der  ersten  Stelle  soll 
man  sich  nämlich  eine  Cnrve  oder  Fläche  c  in  irgend  zwei  Theile  a  und 
ß  zerlegt  denken,  von  denen  jeder  aus  beliebig  vielen  einzelnen  Stücken 
bestehen  mag.  Hierzu  bemerkt  der  Verfasser  in  der  Note:  „Ist  z.  B.  n 
eine  Eugelfläche  und  denken  wir  uns  auf  dieser  Kugelfläche  die  Karte 
unserer  Erdoberfläche  aufgemalt,  so  können  wir,  wenn  es  uns  beliebt, 
unter  a  alle  mit  Wasser  bedeckten  Gebiete,  andererseits  unter  ß  den 
Continent  und  die  Inseln  verstehen/* 

Die  Strenge  und  Eleganz  der  Neu  mann' sehen  Beweisführung  zeigt 
sich  besonders,  wenn  man  die  älteren  Beweise  bereits  bekannter  Sätze 
mit  den  von  Neumann  beigebrachten  vergleicht:  der  Verfasser  weiss 
die  Sätze  immer  auf  die  Quelle  zurückzuführen,  aus  der  sie  sich  am  ein- 
achsten  und  natürlichsten  ergeben,  wie  wir  dies  in  dem  nun  folgenden 
Referat  über  den  Inhalt  zu  constatiren  mehrfach  Gelegenheit  haben  werden. 

Ueber  den  Inhalt  sei  zunächst  Folgendes  im  Allgemeinen  bemerkt. 
Der  Verfasser  unterscheidet  zwei  Potentiale,  das  Newton' sehe  und  das 
logarithmische.  Während  der  llieorie  des  ersteren  die  in  der  Natur  vor- 
handene Materie  zu  Grunde  liegt,  für  welche  das  Newton 'sehe  Gesetz 
gilt,  handelt  die  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  bekanntlich  von 
einer  fingirten  Materie  von  der  Beschaffenheit ,  dass  irgend  zwei  Massen- 
theilchen  derselben  sich  mit  einer  Kraft  anziehen,  die  ihrer  Entfernung 
(nicht  dem  Quadrat  der  Entfernung)  umgekehrt  proportional  ist.     Wenn 

das  New  ton 'sehe  Potential  zweier  Massentheilchen  u.m  den  Werth  ~ — 

besitzt,   hat   das   logarithmische  Potential  demnach  den  Werth  fimlog — . 

Bei  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  beschränkt  sich  der  Ver- 
fasser auf  die  Ebene,  d.  h.  er  behandelt  nur  den  Fall,  dass  jene  fingirte 
Materie  auf  beliebige  Weise  in  der  Ebene,  nicht  im  Raum  vertheilt 
sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  findet  nämlich  eine  merkwürdige  Ana- 
logie zwischen  beiden  Theorien  statt,  indem  den  meisten  Sätzen  der  einen 
Theorie  ein  analoger  der  andern  entspricht.  Der  Verfasser  behandelt 
beide  Theorien  meistens  neben  einander  und  beide  „mit  derselben  Sorgfalt'*. 
Die  Note  auf  S.  3,  in  welcher  die  Wichtigkeit  der  Theorie  des  logarithmi- 
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sehen  Potentials  hervorgehoben  wird,  wird  nicht  wenig  dazu  beitragen, 
dass  auch  der  Leser  seinerseits  beiden  Theorien  das  gleiche  Interesse 
entgegenbringt.  Je  zwei  in  beiden  Theorien  einander  entsprechende 
Sätze  werden  vom  Verfasser  neben  einander  gestellt,  gerade  so,  wie  dies 
nach  Steiner's  Vorgang  in  der  neueren  Geometrie  für  die  nach  dem 
Princip  der  Dualität  zusammengehörigen  Lehrsätze  üblich  ist.  Oft  lassen 
sich  Übrigens  beide  Sätze  mit  Hilfe  gewisser,  vom  Verfasser  sehr  passend 
gewählter  „Collectivbezeichnungen"  in  einen  Satz  verschmelzen.  So  wird 
z.  B.  die  Zahl  n  in  der  Ebene  und  die  Zahl  27r  im  Räume  mit  einem 
und  demselben  Buchstaben  dS  bezeichnet.  Dieser  Bezeichnung  werden 
auch  wir  uns  im  Folgenden  bedienen. 

Aber  nur  im  Ganzen  läuft  die  Theorie  des  New  tonischen  Poten- 
tials, wie  der  Verfasser  sich  ausdrückt,  der  des  logarithmischen  parallel: 
nicht  jeder  Satz  der  einen  Theorie  lässt  sich  unmittelbar  auf  die  an- 
dere übertragen,  ja  einzelne  Sätze  der  einen  Theorie  verlieren  für  die  ^ 
andere  geradezu  ihre  Giltigkeit.  So  zeigt  sich  z.  B.  ein  charakteristi- 
scher unterschied  zwischen  dem  Newton'  sehen  und  dem  logarithmischen 
Potential  darin,  dass  *  ersteres  für  unendlich  ferne  Punkte  immer  Null 
wird,  das  zweite  dagegen  unendlich  gross,  wenn  nicht  die- Summe  der 
Massen,  die  das  Potential  zusammensetzen.  Null  ist.  Gerade  dieser 
Unterschied  ist  die  Ursache  von  mancherlei  „Diserepanzen'^  in  den  bei- 
den Theorienl 

Wir  fassen  nunmehr  den  Inhalt  der  einzelnen  Capitel  näher  ins  Auge. 

Gleich  das  erste  Capitel  bereichert  die  Potential theorie  mit  einer 
Reihe  interessanter  allgemeiner  Sätze  von  grosser  Tragweite,  von  denen 
wir  in  erster  Linie  den  folgenden  hervorheben,  der  im  dritten  Capitel 
für  die  Theorie  der  elektrischen  Vertheilung  wiederholt  mit  Vortheil  ver- 
werthet  wird: 

Theorem  (C). 

Denken  wir  uns  einen  schalenförmigen  Raum  S,  der  von 
zwei  beliebigen  geschlossenen  Flächen  begrenzt  ist,  und  den- 
ken wir  uns  ferner  zwei  Massensysteme,  d i e  ausserhalb  dieses 
Raumes  S  gelegen  und  durch  denselben  von  einander  getrennt 
sind,  so  kann  die  Gesammtwirkung  dieser  beiden  Systeme 
innerhalb  des  Raumes  6  nicht  überall  =0  sein,  es  sei  denn, 
dass  die  Wirkungen  dieser  beiden  Systeme  daselbst  einzeln 
=  0  sind. 

In  den  neun  ersten  Paragraphen  werden  zunächst  die  bekannten 
Sätze  über  das  Newton'sche  Potential  von  Laplace,  Green,  Gauss 
aufgestellt,  meistens  nur  historisch,  ohne  Beweis,  indem  zugleich  jeder 
dieser  Sätze  auf  das  logarithmische  Potential  übertragen  wird.  Es  ver- 
dient hier  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Verfasser  für  den  Gauss 'sehen, 
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die  Constanz  des  Potentials  betreffenden  Satz  (Allgemeine  Lehrsätze  etc., 
Art.  21)  einen  neuen  Beweis  giebt,  der  sich  durch  seine  Einfachheit  and 
Strenge  auszeichnet.  Derselbe  stützt  sich  auf  die  bekannte  Entwickelung 
des  Potentials  F=  F^  +  Fr  +  Cr*  +  . . . ,  woraus  sich  der  in  Bede  stehende 
Satz  ohne  Weiteres  ergiebt,  unter  Anwendung  des  vom  Verfasser  bei 
dieser  Gelegenheit  bewiesenen  Hilfssatzes: 

„Ist  die  Function  f{r) i=  A  +  Br+  Cr*  +  •  •  •  innerhalb  eines  beliebig 
kleinen  Intervalls  rc=0...rs=r'  constant,  so  wird  sie  überall  constant 
sein,  so  weit  die  angegebene  Entwickelung  giltig  ist." 

Darauf  werden  eine  Reihe  neuer,  auch  für  das  Folgende  wichtiger 
allgemeiner  Sätze  über  die  extremen  Werthe  des  Potentials  innerhalb 
eines  Gebiets  entwickelt,  aus  denen  jenes  Theorem  {C)^  sowohl  für  den 
Raum,  als  für  die  Ebene,  schliesslich  ohne  Weiteres  resnltirt.  Was  den 
Beweis  jener  Sätze  über  die  extremen  Werthe  des  Potentials  betrifft,  so 
beruht  derselbe  lediglich  auf  dem  vom  Verfasser  zuvor  bewiesenen  Satze, 
dass  das  Potential  gegebener  Massen  in  einem  ausserhalb  dieser  Massen 
befindlichen  Punkte  weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum  haben  kann, 
und  unterscheidet  sich  insofern  vortheilhaft  von  dem  Beweis,  den  Gauss 
im  Art.  26  der  AUgem.  Lehrs.  für  einen  speciellen  Fall  eines  dieser 
Sätze  gegeben  hat.  Der  Gauss 'sehe  Beweis  benutzt  nämlich  diejenige 
geschlossene  Fläche,  welche  durch  die  Gleichung  V^Const,  dargestellt 
ist,  also  „eine  Fläche,  die  ebenso  unbekannt  ist,  als  das  Potential  sel- 
ber". Aebnlich  verfährt  Dirichlet  (S.  134  der  vom  Referenten  heraus- 
gegebenen Dirichlet 'sehen  Vorlesungen  über  die  Potentialtheorie). 
Neu  mann  bemerkt  hierüber  in  der  Vorrede:  „Uebrigens  können  solche 
unzulänglich  determinirte  Flächen  in  doppelter  Weise  auftreten,  indem 
sie  entweder  die  gegebene  Grundlage  betreffen,  von  welcher  die  Unter- 
suchung ausgeht,  oder  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  als  Hilfsmittel 
für  den  weiteren  Fortgang  derselben  in  Anwendung  kommen.  ...  Offen- 
bar sind  solche  ganz  nebelhaft  vorschwebende  Flächen  im  zweiten  Falle 
nicht  minder  unbequem,  als  im  ersten.  Denn  wenn  z.  B.  Gauss  a.  a.  0. 
auf  die  Fläche  V^^Const.  einen  der  Green* sehen  Sätze  in  Anwendung 
bringt,  so  wird  man  zu  beachten  haben,  dass  diese  Sätze  nicht  ohne 
Weiteres  auf  jede  beliebige  Fläche  anwendbar  sind  und  dass  also  ihre 
Anwendung  auf  die  Fläche  F=  Const.  nicht  gutgeheissen  werden  darf 
ohne  eine  vorhergehende  Untersuchung  derselben.  Ja  noch  mehr!  Ueberall, 
wo  solche  unzulänglich  definirte  Flächen  nur  als  Anfangsglieder  der 
Untersuchung  auftreten,  kann  die  in  den  Resultaten  erzeugte  Unsicher- 
heit nachträglich  durch  Hinzufügung  geeigneter  Determinationen  be- 
seitigt werden,  was  offenbar  nicht  mehr  möglich  ist  bei  den  als  Opera- 
tionsmittel eingeführten  Flächen.  ...  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  in 
dem  vorliegenden  Werke  die  Benutzung  unbekannter  Flächen  als  eines 
Operationsmittels  zu  verpueiden  und  die  betreffenden  Gauss* sehen  und 
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Dir ichl et* sehen  Argumentationen  durch  andere  zu  ersetzen  versucht, 
welche  von  diesem  Uebelstande  frei  sind.  Hierdurch  glaube  ich  in  den 
einschlagenden  Gebieten  eine  etwas  grössere  Sicherheit  erreicht  zu  haben, 
als  es  bisher  der  Fall  war/* 

Aus  derselben  Quelle,  nämlich  aus  den  Sätzen  über  die  Extreme, 
leitet  Neu  mann  noch  andere  wichtige  Sätze  auf  die  einfachste  Weise 
ab.  Folgende  drei  mögen  hier  mitgetheilt  werden ,  weil  sie  bei  fast  allen 
folgenden  Untersuchungen  eine  grosse  Rolle  spielen. 

Theorem  {Ä.^. 
Sollen  die  Massen  eines  Potentials  V  ausserhalb  des  Ge- 
bietes 31  oder  auf  seiner  Grenze  (d.  i.  auf  a)  liegen  und  eine 
gegebene  Summe  besitzen,  und  sollen  ferner  die  J'a  von  vor- 
geschriebenen Werthen  fa  nur  durch  eine  unbestimmte  ad- 
ditive Constante  differiren,  so  ist  hierdurch  V  eindeutig 
bestimmt  für  alle  Punkte  von  ^. 

Es  wird  an  einem  einfachen  Beispiel  nachgewiesen,  dass  das  ana- 
loge Theorem  für  den  Raum  3»  welches  mit  (J**'*')  zu  bezeichnen  wäre, 

nicht  existirt. 

Theorem  (/.«*•). 

Bezeichnet  V  das  Potential  irgendwelcher  unbekannten 

ausserhalb   des  Gebietes  !3   oder  auf  seiner  Grenze  gelegenen 

Massen,   so  wird  dieses  Potential  für  alle  Punkte  innerhalb  2! 

völlig  bestimmt,  sobald  nur  seine  Werthe  auf  der  Grenze  von 

2S  gegeben  sind. 

Für  den  Raum  lässt  sich  der  dem  letzten  analoge  Satz  für  das  Ge- 
biet 91  beweisen: 

Theorem  (Ä.^»). 

Bezeichnet  F  das  (Newton^sche)  Potential  irgendwelcher 
unbekannten  ausserhalb  des  Gebietes  ^  oder  auf  seiner  Grenze 
gelegejien  Massen,  so  wird  dieses  Potential  für  alle  Punkte 
innerhalb  %  völlig  bestimmt  sein,  sobald  nur  seine  Werthe  auf 
der  Grenze  von  91  (d.  i.  auf  a)  gegeben  sind. 

Das  letzte  Theorem  bietet  uns  ein  Beispiel  dar,  dass  nicht  jeder 
Satz  der  einen  Theorie  sich  unmittelbar  auf  die  andere  übertragen  lässt. 
Der  Beweis  desselben  beruht  nämlich  gerade  darauf,  dass  V  für  unend- 
lich ferne  Punkte  Null  ist,  und  4St  mithin  für  das  logarithmische  Poten- 
tial nicht  mehr  anwendbar.  Man  wird  daher  zunächst  zweifelhaft  sein, 
ob  das  Theorem  {A,"*^*)  auch  in  der  Ebene  Giltigkeit  hat.  Im  dritten 
Capitel  erhalten  wir  Aufschluss  hierüber. 

In  den  Bezeichnungen  der  genannten  Theoreme  durch  (^.°'''')  u.  s.  w. 
manifestirt  sich  wieder  die  grosse  Meisterschaft  des   Verfassers,    schon 
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durch  die  BezeichBüngfi weise  unsere  Vorstellungen  zu  fixiren.  Wie  gaiis 
anders  wirken  diese  Zeichen  (-r^."*'*'),  (^.'***),  (^."**)  auf  uns  ein,  als  die 
hergebrachte  Unterscheidung:  „Erster  Satz*^  u.  s.  w. 

Mit  besonderem  Interesse  haben  wir  den  Schluss  des  ersten  Capitels 
gelesen,  wo  Neumann,  um  „die  Eleganz  der  Dirichlet' sehen  Beweis- 
methoden an  einigen  Beispielen  zu  zeigen^*,  diejenigen  Hilfssätze  deut^ 
lieh  hinstellt,  die  den  Dir  ichl  et 'sehen  Argumentationen  zu  Grunde 
liegen. 

Das  zweite  Capitel  nimmt  insofern  eine  Ausnahmestellung  ein,  als 
alle  übrigen  Capitel  ausschliesslich  allgemeine  Betrachtungen  zum  Ge- 
genstande haben.  In  diesem  Capitel  leitet  der  Verfasser  nämlich  zwei 
höchst  elegante,  von  ihm  schon  früher  publicirte  specielle  Sätze  über 
die  Anziehung  einer  nach  einem  ganz  bestimmten  Gesetze  mit  Masse 
belegten  Kreislinie,  resp.  Kugelfläche  unmittelbar  aus  den  Green* sehen 
Formeln  ab. 

Das  dritte  Capitel  enthält  die  Theorie  der  elektrischen  Vertheilung. 
Es  wird  zunächst  die  Poisson^sche  Theorie  entwickelt  und  in  drei  Sätze 
zusammengefasst ,  unter  welchen  wir  den  zweiten  hervorheben: 

„Zwischen  der  nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  stattfinden- 
den Dichtigkeit  ö  der  Oberflächenbelegung  und  dem  Potential  V  findet 
die  Beziehung  statt 

wo  N  die  äussere  Normale  der  betrachteten  Oberfläche,  d.  i.  diejenige 
vorstellt,  welche  in  das  isolirende  Medium  hineinläuft.^^ 

Dann  werden  einige  meistentheils  bekannte  allgemeine  Sätze  auf  eine 
überraschend  einfache  Weise  aus  der  Po isso naschen  Theorie  in  Verbin- 
dung mit  einigen  Green* sehen  Sätzen  und  dem  im  ersten  Capitel  be- 
wiesenen Theorem  {€')  entwickelt,  unter  diesen  sei  der  folgende  ge- 
nannt: 

Wenn  man  beliebig  viele  Nichtleiter  und  Conductoren 
mit  einem  beliebigen  schalenförmigen  Conductor  um- 
schliesst,  dessen  äussere  Fläche  s  sei,  so  wird  die  auf  s 
eintretende  elektrische  Vertheilung  und  ebenso  auch  die 
Wirkung  des  ganzen  Systems  nach  aussen  genau  dieselbe 
sein,  als  bestände  das  System  aus  einem  einzigen  von  s  be- 
grenzten massiven  Conductor,  dessen  Ladung  gleich  ist  derGe- 
sammtladung  des  ganzen  Systems. 

Vergleicht  man  den  Neu  mann 'sehen  Beweis  dieses  Satzes  mit  dem 
Wege,  auf  welchem  Dirichlet  denselben  bewiesen  (Dirichlet's  Vor- 
lesungen §38),  so  wird  man  einräumen  müssen,  dass  die  Neumann'sche 
Methode  unendlich  viel  einfacher  und  zugleich  strenger  ist,  als  die 
Dirichlet'sche,    die  sich   auf  das  sogenannte  Dirichlet'sche  Princip 
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stützt,  dessen  Begründung  in  Bezng  auf  Strenge  doch  viel  zu  wünschen 
übrig  lässt. 

Es  wird  bemerkt,  dass  zn  sämmtlichen  bisher  bewiesenen  Sätzen  die 
analogen  der  Ebene  sich  mit  Leichtigkeit  angeben  und  beweisen  lassen. 

Es  folgt  eine  Reihe  neuer  ganz  allgemeiner  Sätze  in  Bezug  auf 
die  Frage,  ob  die  Dichtigkeit  der  elektrischen  Schicht  auf  der  Oberfläche 
eines  gegebenen  Conductors  überall  dasselbe  oder  an  verschiedenen  Stel- 
len ein  verschiedenes  Vorzeichen  hat,  von  denen  der  bekannte,  schon 
von  Gauss  bewiesene  (AUgem.  Lehrs.  Art.  29flgg.),  dass  die  elektrische 
Vertheilung  auf  einem  gegebenen  Conductor  (falls  keine  äusseren  Kräfte 
influiren)  stets  eine  gleichartige  ist,  nur  das  erste  Glied  bildet.  Auch 
die  Beweise  dieser  Sätze  sind  sowohl  für  den  Raum,  als  für  die  .Ebene 
höchst  einfach:  es  werden  dabei  nur  die  Sätze  über  die  Extreme  des  ^ 
Potentials  und  der  von  uns  mitgetheilte  zweite  Satz  der  Poisson*schen 
Theorie  angewandt. 

Der  Schluss  des  dritten  Capitels  hat  es  mit  dem  Nachweis  zu  thun, 
dass  das  Theorem  {A/'^')^  welches  im  ersten  Capitel  nur  für  den  Raum 
bewiesen  ist ,  auch  für  die  Ebene  Giltigkeit  hat.  Dieser  Nachweis  beruht 
auf  dem  Begriffe  der  natürlichen  Belegung,  die  der  Verfasser  in 
folgender  Weise  deflnirt: 

„Denkt  man  sich  eine  leitende  „Denkt  man  sich  einen  leiten- 

ebene Fläche,  die  von  der  ge-  den  Körper,  der  von  der  geschlos- 
schlossenen  Curve  a  begrenzt  wird,  senen  Fläche  c  begrenzt  wird,  mit 
mit  einem  Quantum  Eins  des  fln-  einem  Quantum  Eins  des  elektri- 
girten  Fluidums  geladen,  so  kann  sehen  Fluidums  geladen,  so  kann 
die  auf  der  Curve  a  entstehende  die  auf  der  Fläche  entstehende  Be- 
Belegung, falls  keine  äusseren  Kräfte  legung,  falls  keine  äusseren  Kräfte 
influiren,  lediglich  von  der  geome-  influiren,  lediglich  von  der  geome- 
trischen Beschaffenheit  der  trischen  Beschaffenheit  der 
Curve  abhängen.^*  Fläche  abhängen.'* 

„Die  in  solcher  Weise  deflnirte  Belegung  soll  in  Zukunft  die  na- 
türliche Belegung  der  gegebenen  Curve,  resp.  Fläche  heissen.  Gleich- 
zeitig mag  ihre  Dichtigkeit  mit  /,  ihr  Potential  auf  einen  variablen  Punkt 
mit  n  und  der  constante  Werth  dieses  Potentials  für  innere  Punkte 
mit  r  bezeichnet  werden." 

Den  Fall,  wo  r=0  wird,  der  übrigens  nur  in  der  Ebene  vorkom- 
men kann,  nennt  der  Verfasser  den  singulären  Fall. 

Unter  Anwendung  der  Grösse  /  wird  nun  ein  Satz  aufgestellt  und 
bewiesen,  der  als  eine  Verallgemeinerung  des  Gauss* sehen  Satzes  des 
arithmetischen  Mittels  (AUgem.  Lehrs.  Art.  20)  angesehen  werden  kann 
und  also  lautet: 

„Ist'  ö  eine  geschlossene  Curve  oder  Fläche  und  V  das  logarith- 
mische,  resp.  Newto nasche  Potential  irgendwelcher  innerhalb  a  gelegener 
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Massen,  so  besitzt  die  Summe  dieser  Massen  den  Werth  (  I  Vydaj:  F^ 
das  Integral  ausgedehnt  über  alle  Elemente  von  0." 

Hieraas  resnltirt  ohne  Weiteres  der  Satz: 

„Sollen  sämmtliche  Massen  eines  Potentials  V  theils  anf,  theils 
innerhalb  a  liegen  und  sind  ferner  die  Werthe  von  V  auf  0  gegeben, 
so  wird  hierdurch  die  Summe  jener  Massen  vollständig  bestimmt  sein, 
ausser  im  singulären  Fall." 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  das  Theorem  {^.^  für  die 
Ebene  ebenso  beweisen,  wie  im  ersten  Capitel  für  den  Raum,  mit  Aus- 
nahme des  singulären  Falles.  Für.  den  singulären  Fall  ist  das 
Theorem  in  der  That  nicht  mehr  richtig,  wie  an  einem  Beispiel  ge- 
zeigt wird. 

Der  Verfasser  hebt  hervor  —  wir  führen  dies  an,  nm  zu  zeigen, 
wie  gründlich  und  gewissenhaft  derselbe  zu  Werke  geht  — ,  dass  diese 
Methode  allerdings  einem  gewissen  Bedenken  unterliege,  indem  die 
Existenz  der  Function  y  nicht  durch  mathematische  Conclusio- 
nen  verbürgt  sei,  sondern  im  Kaum  nur  auf  unseren  physikalischen  Vor- 
stellungen, in  der  Ebene  sogar  nur  auf  der  Vorstellung  beruhe,  dass  für 
das  fingirte  Fluidnm  in  der  Ebene  Analoges  gelten  müsse,  wie  für  das 
elektrische  Fluidum  im  Kaume.  Um  dieses  Bedenken  zu  heben,  giebt 
der  Verfasser  am  Schlüsse  des  dritten  Capitels  noch  den  Gauss* sehen 
Beweis  (Allgem.  Lehrs.  Art.  29  —  32)  des  Satzes:  „Die  Masseneinheit  des 
elektrischen  Fluidums  lässt  sich  auf  einer  geschlossenen  Fläche  a  stets 
so  ausbreiten,  dass  ihr  Potential  a  überall  constant  ist",  indem  er  dabei 
bemerkt,  dass  der  Beweis  sich  offenbar  auf  das  logarithmische  Potential 
ohne  Weiteres  übertragen  lasse. 

Das  vierte  Capitel  handelt  von  den  sogenannten  Doppelbelegungen. 
In  allen  Punkten  einer  gegebenen  Curve  oder  Fläche  a  denke  man  sich 
die  Normalen  auf  a  errichtet,  und  zwar  in  allen  Punkten  nach  derselben 
Seite  hin;  diese  Seite  möge  die  positive  Seite  von  tf  genannt  werden. 
Auf  allen  diesen  Normalen  denke  man  sich  dieselbe  unendlich  kleine 
Strecke  k  aufgetragen;  so  entsteht  eine  neue  mit  a  parallel  laufende 
Curve,  resp.  Fläche  a.  Die  beiden  Curven,  resp.  Flächen  0  und  0'  mö- 
gen nun  stetig  mit  Masse  belegt  sein  und  zwar  so,  dass  die  auf  zwei 
correspondirenden  Elementen  da  und  da  (d.  h.  solchen,  die  zwischen 
denselben  Normalen  liegen)  vorhandenen  Massen  —ido  und  l^do  ein- 
ander entgegengesetzt  gleich  sind.  Das  in  solcher  Weise  mit  Masse 
belegte  Curven-  resp.  Flächenpaar  nennt  der  Verfasser  —  nach  Helm- 
holtz'  Vorgang  ~  eine  Doppelbelegung  und  das  Product  Xi=^fi  das 
Moment  derselben.  Für  das  Potential  derselben  auf  einen  beliebigen 
Punkt  X  ergiebt  sich  die  Gleichung 
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Hier  bedeutet  E  die  Entfernung  des  Elementes  de  von  x,  B  den  Winkel, 
den  die  positive,  auf  dem  Elemente  da  errichtete  Normale  mit  E  bildet, 
nnd  h  ist  in  der  Ebene  =  1 ,  im  Baume  =  2.  Im  ersten  Theil  des  vier- 
ten Capitels  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Function  Wx  für 
den  Fall,  dass  a  geschlossen  ist,  aufgestellt.  Bezeichnen  Was  und  Wai 
die  Gren^erthe  von  Wa  und  Wi  für  den  Fall,  dass  die  Punkte  a,  resp. 
t  sich  a  nähern,  so  besitzt  die  Function  TT,  vorausgesetzt,  dass  fi 
stetig  ist,  folgende  vier  allgemeine  Eigenschaften: 

1.  die  Wa  sind  auf  a  überall  stetig; 

2.  es  ist  Wa«  =  TT,— •  wfi,; 

3.  es  ist  Tr,,=  TFi+cofi,; 

4.  der  Differentialquotient  von  Wx  ist  überall  eine  stetige  Function. 
Helmholtz,  dessen  betreffende  Untersuchungen  in  einem  besondern 

Paragraphen  wortgetreu  mitgetheilt  werden,  hat  nur  die  Was  mit  den 
Wia  verglichen  und  gefunden,  dass  TFi«  —  Was^^^nfi,  (für  den  Baum). 
Neu  mann  geht  einen  Schritt  weiter,  indem  er  —  was  für  die  Unter- 
suchungen des  folgenden  Capitels  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  — 
auch  die  Beziehungen  der  Qrenzwerthe  Wa»  und  Wi,  zu  den  directen 
Werthen  Ws  darlegt.  Auch  werden  die  Modificationen  angegeben,  denen 
jene  Eigenschaften  unterliegen  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  s  in  einer 
Kante  oder  Ecke  liegt.  Für  die  genannten  vier  Eigenschaften  giebt 
Neumann  —  was  gewiss  den  vollen  Beifall  des  Lesers  finden  wird  — 
zunächst  einen  leicht  übersehbaren,  wenn  auch  weniger  strengen  Beweis, 
nnd  darauf  —  für  die  drei  ersten  Eigenschaften  wenigstens  —  noch  einen 
zweiten  Beweis,  der  an  Strenge  Nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Beim 
ersten  Beweis  gyht  Neu  mann  ähnlich  zu  Werk^,  wie  Green  bei  dem 
Beweis  der  Laplac ersehen  Gleichung.  Nachdem  er  nämlich  für  den 
speciellen  Fall  fi«!  die  Gauss*  sehen  Werthe 

1)  Wa^O,     TFi=2o),     W,  =  (o 

entwickelt,  sagt  er,  man  könne  die  Function  f*,  die  ja  stetig  sein  solle, 
in  der  unmittelbaren  Nähe  eines  bestimmten  Punktes  s  als  constant  an> 
sehen.  Unter  dieser  Annahme  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
1)  jene  allgemeinen  Eigenschaften  mit  der  grössten  Leichtigkeit. 

Der  zweite  Theil  ^es  vierten  CapiteU  entwickelt  noch  einige  Sätze 
über  das  Moment  f*  einer  Doppelbelegung,  wenn  das  Potential  W  der- 
selben eine  bestimmte  Bedingung  erfüllen  soll,  z.  B.: 

„Soll  W  auf  der  inneren  Seite  von  a  vorgeschriebene  Werthe  haben, 
so  ist  hierdurch  ft  vollständig  bestimmt. ^^ 

Im  fünften  Capitel  setzt  der  Verfasser  seine  schon  früher  (in  den 
Ber.  d.  königl.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  1870)  in  ihren  Hauptumrissen  von 
ihm   mitgetheilte  „Methode  des   arithmetischen  Mittels'*   ausführlich  aus- 
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einander.  Es  ist  dies  eine  Methode  —  die  einzige,  die  wir  bis  jetzt 
besitzen  — ,  die  znr  Lösung  der  Fundamentalanfgaben  der  Elektrostatik 
führt,  die  folgendermassen  lauten: 

jjDtL%  ftnssere  Problem.  —  Es  soll  ein  Potential  auf  ftuiaere 
Punkte  ermittelt  werden,  dessen  Massen  auf  oder  innerhalb  a 
liegen  und  dessen  Werthe  auf  c  von  daselbst  vorgeschrie- 
benen Werthen  f  nur  durch  eine  unbestimmte  additive  Con- 
staute  sich  unterscheiden.  * 

Das  Innere  Problem.  —  Es  soll  ein  Potential  auf  innere  Punkte 
gefunden  werden,  dessen  Massen  auf  oder  ausserhalb  a  liegen 
und  dessen  Werthe  auf  a  von  daselbst  vorgeschriebenen  Wer- 
tben f  nur  durch  eine  unbestimmte  additive  Constaate  sich 
unterscheiden." 

Auf  die  Methode  selbst  und  deren  Begründung  kann  hier  nicht  näher 
eingegangen  werden.     Es  sei  nur  Folgendes  bemerkt: 

I.  Die  Lösung  beruht  auf  den  im  vierten  Capitel  entwickelten  Eigen- 
schaften des  Potentials  einer  Doppel belegung  und  liefert  das  gesuchte 
Potential  in  Form  einer  unendlichen  Reihe,  zunächst  als  Potential  einer 
Doppelbelegung,  dessen  Gesammtmasse  mithin  gleich  Null  ist;  dasselbe 
wird  aber  mit  Hilfe  eines  Green 'sehen  Satzes  sehr  leicht  in  das  Poten- 
tial einer  einfachen  Belegung  umgewandelt. 

II.  Die  Methode  ist  nur  auf  solche  geschlossene  Flächen ,  resp.  Cur- 
ven  anwendbar,  welche  überall  convez  oder,  genauer  ausgedrückt,  zwei- 
ten Ranges  und  keine  zweisternigen  sind,  und  setzt  ausserdem  voraus, 
dass  die  vorgeschriebenen  Werthe  f  aiuf  6  überall  stetig  sind. 

Unter  einer  Fläche  zweiten  Ranges  versteht  der  Verfasser  eine 
Fläche,  die  mit  einer  unendlich  langen  Geraden,  welche  Lage  man  letz- 
terer auch  zuertheilen  mag,  niemals  mehr  als  zwei  Stellen  gemeinsam 
hat  (wo  das  Wort  „Stelle"  ein  Oontinuum  von  Punkten  bezeichnet, 
einerlei,  ob  die  Zahl  der  darin  enthaltenen  Punkte  endlich  oder  unend- 
lich gross  ist),  und  unter  einer  zweisternigen  Fläche  eine  solche, 
welche  zwei  Punkte  von  solcher  Lage  besitzt,  dass  jede  Tangentialebene 
der  Fläche  durch  einen  dieser  Punkte  geht. 

Der  Verfasser  legt  —  wie  schon  von  uns  erwähnt  —  mit  Recht  ein 
grosses  Gewicht  darauf,  dass  man  sich  des  Umfanges  der  Giltigkeit  der 
Methode  und  damit  dessen,  was  noch  vermisst^wird,  klar  bewusst  sei. 
Er  sagt  in  der.  Vorrede:  „Die  Wichtigkeit  des  vorliegenden  Werkes  be- 
steht —  falls  eine  solche  demselben  überhaupt  beizumessen  ist  —  viel- 
leicht vorzugsweise  in  den  darin  zu  Tage  tretenden  Lücken,  resp.  in 
der  Anregung,  welche  durch  dasselbe  zur  Ausfüllung  dieser  Lücken  ge- 
geben sein  möchte.  So  z.  B.  ist  die  im  5.  Capitel  exponirte  Methode 
des  arithmetischen  Mittels  nur  auf  solche  geschlossene  Flächen  anwendbar, 
welche  überall  convex  sind.     Sollte  es  in  Zukunft  gelingen  (was  ich  lange 
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Jahre  yergeblich  angestrebt  habe),  diese  höchst  unangenehme  Einschrän- 
kang  dnrch  eine  geeignete  Modification  jener  Methode,  resp.  durch  die 
Substitution  einer  neuen  Methode  eu  beseitigen ,  so  würde  dadurch  nicht 
allein  ein  befriedigender  Beweis  des  D irichl et* sehen  Princips,  sondern 
zugleich  eine  Position  gewonnen  sein,  welche  für  die  ganze  Theorie  des 
Potentials  von  grösster  Wichtigkeit  wäre." 

Aber  uns  scheint,  dass  die  Wichtigkeit  des  vorliegenden  Werkes 
doch  auch  ebenso  sehr  in  den  grossen  und  herrlichen  positiven  Resultaten 
besteht,  die  der  Theorie  -des  Potentials  daraus  erwachsen,  zu  denen  wir 
in  erstei^inie  des  Verfassers  Methode  des  arithmetischen  Mittels  rechnen, 
wenn  ihre  Brauchbarkeit  auch  nur  für  eine  gewisse  Classe  von  .Flächen 
erwiesen  ist. 

III.  Die  Exposition  der  Methode  ist  ein  Muster  einer  klaren  und 
durchsichtigen  Darstellung  schwieriger  und  verwickelter  Untersuchungen, 
während  andererseits  die  Beweisführung  in  Bezug  auf  Strenge  Nichts  zu 
wünschen  übrig  lässt. 

Den  Schluss  des  Capitels  bildet  die  Anwendung  der  Methode  des 
arithmetischen  Mittels  und  zwar  zunächst  auf  das  Problem  der  elektri- 
schen Induction,  indem  folgende  Aufgaben,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Oberfläche  des  zu  betrachtenden  Conductors  zweiten  Ranges  und 
keine  zweisternige  sei,  mit  Hilfe  jener  Methode  sowohl  für  den  Raum, 
als  Hir  die  Ebene  ihre  vollständige  Lösung  finden: 

1.  die  natürliche  Belegung  eines  gegebenen  Conductors  zu  ermitteln; 

2.  es  soll  die  Vertheilung  der  Elektricitätsmenge  Null, 

3.  der  Elektricitätsmenge  M  auf  einem  isolirten  Conductor  berechnet 
werden,  falls  von  aussen  her  unveränderliche  Kräfte  wirken, 
deren  Potential  F  gegeben  ist; 

4.  es  soll  die  elektrische  Vertheilung  auf  einem  zur  Erde  abglei- 
teten Conductor  ermittelt  werden ,  falls  auf  denselben  von  aussen 
her  unveränderliche  Kräfte  einwirken,  deren  Potential  F  ge- 
geben ist. 

Zur  Lösung  der  drei  letzten  Probleme  nach  des  Verfassers  Methode 
ist  nur  die  Kenntniss  des  Potentials  F  auf  der  Oberfläche  des  gegebenen 
Conductors  erforderlich,  während  die  im  folgenden  Capitel  ezplicirte 
Beer' sehe  Methode  auch  die  Kenntniss  des  F  wenigstens  in  der  unmit- 
telbaren Umgebung  jener.  Oberfläche  erheischt.  In  Bezug  auf  die  vierte 
Aufgabe  sei  noch  folgende  Bemerkung  gestattet.  Ist  V  das  Potential  der 
gesuchten  Belegung,  so  muss  dasselbe  für  alle  Punkte  a  der  Oberfläche 
des  Conductors  offenbar  der  Gleichung  ^a  +  ^(r  =  0  genügen,  so  dass  sich 
für  V  die  Bedingung  ergtebt:  V^^  —  Fa  [wodurch  F«  nach  Theorem 
{A/*^')  und  somit  auch  die  Dichtigkeit  der  si'ch  bildenden  elektrischen 
Schicht  allerdings  vollständig  bestimmt  ist].  Die  Lösung  der  vierten  Auf- 
gabe  kommt   also   auf  das  durch  Gauss^  und  Dirichlet's  Untersuch- 
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uDgen  bekannte  Problem  zarück:  Die  Oberfläche  eines  geschlossenen 
Raumes  soll  derart  mit  Masse  belegt  werden,  dass  das  Potential  der  Be- 
legung in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  vorgeschriebene  Werthe  annimmt. 
Und  darin  besteht  der  grosse  Fortschritt,  den  die  Potentialtheorie  Neu - 
mann  verdankt:  .während  Gauss  und  Dirichlet  nur  bewiesen  haben, 
dass  eine  solche  Belegung  immer  möglich  sei,  und  zwar  nur  eine,  hat 
Neumann  zuerst  —  auch  die  schon  erwähnte  Methode  Beer 's  würde 
die  Aufgabe  nicht  lösen  —  ihre  Dichtigkeit  wirklich  zu  berechnen 
gelehrt  (falls  die  Oberfläche  zweiten  Banges  und  keine  zweistemige  ist). 

Es  folgen  weitere  Anwendungen  der  Methode  des  aritUhietischen 
Mittels,  und  zwar  auf  elektrodynamische  Aufgaben,  unter  denen  beispiels- 
weise die  folgende  erwähnt  werden  möge: 

„Auf  oder  ausserhalb  a  sollen  irgendwelche  Massen  ausgebreitet 
werden,   deren  Potential  ü  auf  der  Innern  Seite  von  a  der  Bedingung 

O  TT 

entspricht:  —  =/",   wo  v  die  innere  Normale  und  die  f  vorgeschriebene 

Werthe  bezeichne»"  — 

eine  Aufgabe,  die  sich  auch  so  aussprechen  lässt: 

„Es  soll  die  Vertheilung  des  elektrischen  Stromes  in  einem  homo- 
genen Conductor  bestimmt  werden,  falls  die  Einströmungen  an  der  Ober- 
fläche des  Conductors  allenthalben  gegeben  sind." 

Das  sechste  Capitel  zerfallt  in  zwei  Theile.  Der  erste  Theil  behan- 
delt nach  der  Beer' sehen  Methode  (Poggendorff's  Annalen  Bd.  98: 
Allgemeine  Methode  zu  Bestimmung  der  elektrischen  und  magnetischen 
Induction),  die  der  Verfasser  in  der  Einleitung  wörtlich  mittheilt,  das 
Problem  der  elektrischen  Induction.  Hier  besteht  das  grosse  Verdienst 
des  Verfassers  darin,  dass  er,'  nachdem  die  Unsicherheit  der  Beer 'sehen. 
Argumentation  von  ihm  hervorgehoben,  zeigt,  dass  die  von  Beer  ge- 
gebenen Entwickelungen  in  der  That  convergent  und  brauchbar  sind  f  ü  r 
den  Fall,  dass  die  Oberfläche  des  inducirten  Körpers  zwei- 
ten Ranges  und  keine  zweisternige  ist.  Zum  Schluss  wird  noch 
nachgewiesen,  dass  die  Beer' sehe  Methode,  auf  jene  beiden  Fundamen- 
talprobjeme  der  Elektrostatik,  das  äussere  und  innere  Problem,  angewandt, 
keines  dieser  beiden  Probleme  wirklich  zu  lösen  vermag,  sondern  nur 
das  eine  auf  das  andere  reducirt.  Der  zweite  Theil  behandelt  das  Pro- 
blem der  magnetischen  Induction  nach  der  Beer' sehen  Methode. 
Nachdem  der  Verfasser  auch  hier  nachgewiesen,  dass  die  Resultate  der 
Beer' sehen  Methode  keinem  Zweifel  unterliegen,  sobald  die  Oberfläche 
des  inducirten  Körpers  zweiten  Ranges  und  keine  zweisternige  ist,  geht 
er  noch  einen  bedeutenden  Schritt  weiter,  indem  er  auf  eine  äusserst 
scharfsinnige  Weise  zeigt,  dass  jene  Resultate  auch  für  jede  beliebige 
Fläche  gelten,  falls  nur  eine  dem  inducirten  Körper  eigen thümliche  Con- 
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stante  eine  gewisse,   darcb  die  Natur  der  Fläche  bedingte  Grösae  nicht 
überschreitet. 

Aach  in  diesem  Capitel  manifestirt  sich  die  dem  Verfasser  eigene 
Klarheit  und  Gründlichkeit. 

Das  siebente  Capitel  enthält  eine  weitere  Entwickelang  der  Theorie 
der  Doppelbelegangen :  während  das  vierte  Capitel  sich  haaptsächlich  aaf 
den  Fall  beschränkte,  dass  die  Carve  oder  Fläche  0,  aaf  welcher  eine 
Doppelbelegung  ausgebreitet  sein  soll,  geschlossen  ist,  wird  nunmehr 
auch  der  Fall,  dass  a  nicht  geschlossen  ist,  einer  gründlichen  Untersuch- 
nng  unterzogen.  Der  Verfasser  beschränkt  sich  hier  allerdings  auf  Be- 
trachtungen in  der  Ebene,  indem  er  bemerkt,  dass  die  Untersuchungen 
im  Räume  im  Ganzen  in  ähnlicher  Weise  verlaufen  würden. 

Diese  Untersuchungen  finden  ihre  Verwerthung  im  achten  Capitel, 
welches  die  Theorie  „der  kanonischen  Potentialfunctionen'*  behandelt. 

1.  Der  Verfasser  stellt  die  Frage  auf,  ob  die  im  ersten  Capitel  auf- 
gestellten Theoreme  {A.*^^^)  und  (/."*•),  bei  denen  die  auf  a  vorgeschrie- 
benen Werthe  Vf,  =  f  stillschweigend  als  stetig  vorausgesetzt  sind ,  auch 
noch  für  unstetige  /"  gelten.  Zunächst  wird  bemerkt,  dass,  wenn  in  einem 
Punkte  g  der  Linie  a  —  der  Verfasser  beschränkt  sich  auch  hier  auf  die 
Ebene  —  von  beiden  Seiten  verschiedene  Werthe  /i  und  /g  zusammen- 
stossen,  durch  diese  Werthe  von  f  die  Grenzwerthe  von  V  nur  unvoll- 
kommen gegeben  seien,  indem  man  nicht  wisse,  ob  in  g  das  f^  oder  das 
f^j  oder  vielleicht  irgend  eine  dritte  Grösse  als  Grenz werth  anzusehen 
sei;  die  an  V  gestellten  Anforderungen  seien  daher  irgend  einer  Modi- 
fication  bedürftig.  Zu  dem  Ende  werde  um  jeden  einzelnen  Differenz- 
punkt g  eine  kleine  Kreisperipherie  k  +  1  beschrieben,  wo  x  den  auf  91, 
l  den  auf  3  gelegenen  Kreisbogen  vorstellen  soll;  der  ausserhalb  aller 
dieser  Kreisperipherien  befindliche  Theil  von  a  werde  mit  t  bezeichnet. 
Der  Verfasser  zeigt  nun ,  dass  diejenige  Function  Wa  eindeutig  bestimmt 
sei,  welche  folgenden  drei  Bedingungen  genügt: 

I.  Die  Function  W  soll,  abgesehen  von  einer  additiven 
Constanten,  das  Potential  irgendwelcher  ausserhalb  31,  resp. 
auf  der  Grenze  von  ^  ausgebreiteter  ^Massen  von  der  Summe 
Null  sein. 

II.  Die  Function  W  soll  auf  r  die  vorgeschriebenen 
Werthe  f  besitzen:  Wt^ft^  wie  weit  man  die  Radien  der  x 
auch  verkleinern  mag. 

III.  Sind  fi^fi  die  Werthe  der  f  in  irgend  einem  Punkte 
g^  so  sollen. die  Werthe,  welche  W  auf  dem  zugehörigen 
Kreisbogen  x  besitzt,  der  Formel  entsprechen: 
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wo  £(x).  eine  positive  Grösse  vorstellt,  welche  durch  Verklei- 
nernng  des  Radius  von  x  beliebig  klein  gemacht,  werden 
kann.     Diese  Bedingung  soll  erfüllt  sein  für  jeden  der  Punkte  g. 

Diese  Function  W  nennt  der  Verfasser  die  den  Werthen  /'ent- 
sprechende kanonische  Potentialfunction  des  Gebietes  9. 
Liest  man  in  jenen  drei  Bedingungen  statt  91,  a,  x  resp.  tiberall  3»  **f  ^9 
so  erhält  man  die  Definition  der  (gleichfalls  eindeutig  bestimmten]  den 
Werthen  /'entsprechen den  kanonischen  Potentialfunction  W 

oderWidesGebietes^- 

2.  Es  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  kanonischen  Poten- 
tialfunctionen  aufgestellt,  von  denen  die  erste  eben  die  ist,  dass  sie, 
wenn  die  /  gegeben  sind,  eindeutig  bestimmt  sind. 

3.  Was  die  wirkliche  Berechnung  der  kanonischen  Potential- 
function für  vorgeschriebene  Grenzwerthe  /betrifft,  so  wird  hervoi'gehoben, 
dass  dieselbe  für  stetige  /  offenbar  gleichbedeutend  sei  mit  der  Lösung 
des  im  fünften  Capitel  behandelten  äusseren  und  inneren  Problems. 
Darauf  zeigt  dex  Verfasser  aber  noch,  dass,  wenn  irgend  eine  Me- 
thode bekannt  ist  zur  Bildung  der  kanonischen  Potential- 
functionen  für  stetige  Grenzwerthe,  man  dieselben  auch  für 
solche  Grenzwerthe  zu  bilden  vermag,  die  mit  beliebig  vie- 
len Differenzpunkten  behaftet  sind. 

In  der  Einleitung  zum  neunten  Capitel  setzt  der  Verfasser  an  einer 
bestimmten  Aufgabe  die  Murphy 'sehe  Methode  auseinander,  die  Pro- 
bleme der  Elektrostatik  für  ein  System  von  beliebig  vielen  Conductoren 
auf  die  entsprechenden  Probleme  zu  reduciren,  bei  denen  nur  Ein  Con- 
ductor  auftritt,  nnd  bemerkt  dazu,  dass  diese  Methode  auf  zwei  Sätzen 
beruhe,  welche  nur  für  den  Raum,  nicht  für  die  Ebene  gelten,  dass  mit- 
hin die  Murphy' sehe  Methode  auf  die  Probleme  der  Ebene  nicht  an- 
wendbar sei.  Darauf  theilt  der  Verfasser  eine  etwas  andere  Methode  mit, 
welche  ebenso  auf  die  Probleme  der  Ebene,  wie  des  Baumes  anwendbar 
ist  (weshalb  er  sich  auf  die  Ebene  beschränkt),  indem  er  —  worauf  es 
hier  offenbar  nur  ankommt  —  folgende  Aufgabe  löst: 

Es  seien  a  und  ß  zwei  geschlossene  Curven  und  auf  den- 
selben irgendwelche  Grenzwerthe  vorgeschrieben:  diejenige 
kanonische  Potentialfunction  der  von  a  und  ß  begrenzten 
Fläche  zu  finden,  welche  anf  a  und  ^  jene  vorgeschriebenen 
Werthe  besitzt. 

Diese  Aufgabe  wird  zunächst  für  den  Fall  gelöst,  dass  jede  dieser 
beiden  Curven  ganz  ausserhalb  der  andern  liegt,  und  darauf  —  nach 
zwei  verschiedenen  Methoden  sogar  —  auch  für  den  Fall ,  dass  a  und  ß 
sich  schneiden.  Es  sei  über  diese  Methoden  nur  bemerkt,  dass  sie 
auf  der  im  vorhergehenden  Capitel  vorgetragenen  Theorie  der  kanoni- 
ßchen   Potentialfunctionen    beruhen    nnd  dass   dabei  vorausgesetzt  wird, 
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dass  irgend  eine  Methode  bekannt  sei  zur  Bildung  der  kanonischen  Po- 
tentialfunction  einer  nnr  von  Einer  Curve  begrenzten  Fläche  für  be- 
liebig vorgeschriebene  Grenzwerthe.  Anwendungen  auf  bestimmte  Probleme 
der  Elektrostatik  giebt  der  Verfasser  nicht,  was  auch  nicht  so  sehr  wün- 
schenswerth  zu  sein  scheint ,  nachdem  im  fünften  Capitel  mit  Hilfe  der 
Methode  des  arithmetischen  Mittels  die  auf  Einen  Conductor  bezüglichen 
Probleme  ausführlich  behandelt  sind. 

Der  „Anhang"  enthält  eine  Keproduction  und  Erweiterung  einiger 
Untersuchungen  von  Green  und  Thomson. 

Green  {An  Essay  etc.,  Art.  5  u.  6)  stellt  über  die  auf  einer  leiten- 
den y  zur  Erde  abgeleiteten  Oberfläche  a  durch  einen  im  Innern  derselben 
befindlichen  Massenpunkt  von  der  Masse  Eins  inducirte  Belegung  fol- 
gende beiden  Sätze  auf: 

1.  Das  Potential  irgendwelcher  ausserhalb,  resp.  auf  ir  ausgebreiteter 
Massen,  welches  auf  a  die  Werthe  fa  besitzt,  hat  in  irgend  einem  inner- 
halb der  Oberfläche  befindlichen  Punkte  t  den  Werth 


Vt^-fda{Q)f„, 


wo  {q)  die  Dichtigkeit  jener  Belegung  bezeichnet. 

2.  Der  Werth  des  Potentials  jener  inducirten  Belegung  in  irgend 
einem  innerhalb  der  Oberfläche  befindlichen  Punkte  J  ist  gleich  dem 
Werthe  des  Potentials  der  durch  einen  in  y  befindlichen  Massenpunkt  von 
der  Masse  Eins*  auf  c  inducirten  Belegung  in  dem  Punkte  t. 

Green  bemerkt,  dass  analoge  Sätze  für  den  Fall  gelten,  dass  der 
inducirende  Massenpunkt  ausserhalb  der  Oberfläche  liegt. 

Die  Neu  mann 'sehen  Erweiterungen  dieser  Green' sehen  Unter- 
suchungen bestehen  im  Wesentlichen  in  Folgendem:  Es  wird  auch  die 
einem  äusseren  Punkte  a  entsprechende  Nullbelegung  in  Betracht 
gezogen,  d.  i.  diejenige  Belegung,  welche  die  Gesammtmasse  Null  hat 
und  für  alle  inneren  Punkte,  abgesehen  von  einer  additiven  Constanten, 
äquipotential  ist  mit  einer  in  a  concentrirten  Masse  Eins,  und  in  Bezug 
auf  dieselbe  gezeigt:  ].  wie  man  ihre  Dichtigkeit  aus  den  Dichtigkeiten 
der  dem  äusseren  Punkte  a  entsprechenden  Green' sehen  Belegung  und 
der  natürlichen  Belegung  finden  kann;  2.  dass  auch  das  Potential  der 
Nullbelegung  in  Bezug  auf  zwei  äussere  Punkte  <z,  a  symmetrisch  ist. 
Analoge  Sätze  gelten  für  die  einem  innern  Punkte  entsprechende  Null- 
belegung. Ferner  zeigt  der  Verfasser,  wie  sich  folgende  Aufgaben ,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  den  Green 'sehen  Belegungen  für  einen 
äussern ,  resp.  innern  Punkt  entsprechenden  Dichtigkeiten  bekannt  seien, 
lösen  lassen: 

1.  Es  soll  das  Potential  K«  irgendwelcher  innerhalb  oder  auf  (f 
aasgebreiteter  Massen  von  der  gegebenen  Summe  M  ermittelt  wcirden, 
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welches  auf  a  von  daselbst  vorgeschriebenen  Werthen  nur  durch  eine  un- 
bestimmte additive  Constante  sich  unterscheidet. 

2«  Eine  gegebene  Masse  M  soll  auf  der  Cnrve  oder  Fläche  6  in 
solcher  Weise  ausgebreitet  werden,  dass  das  Potential  dieser  Belegnng 
auf  a  selber  von  gewissen  daselbst  vorgeschriebenen  Werthen  nur  durch 
eine  unbestimmte  additive  Constante  differirt. 

Endlich  sei  hier  noch  folgender  Satz  genannt,  der  insofern  ein  be- 
sonderes Interesse  darbietet,  als  er  einer  der  wenigen  Sätze  ist,  die  nur 
für  das  Newton^sche  Potential  im  Raum,  nicht  für  das  logarithmische 
Potential  in  der  Ebene  gelten:  „Die  auf  einem  zur  Erde  abgeleiteten 
Conductor  durch  einen  elektrischen  Massenpunkt  a  von  der  Masse  (—1) 
inducirte  Belegung  ist  ihrer  Gesammtmasse  nach  stets  kleiner  als  1." 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  eine  ungemein  klare  Auseinander- 
setzung der  Thomson'schen  Methode  der  sphärischen  Spiege- 
lung und  entwickelt  die  damit  zusammenhängenden  bekannten  Sätze 
über  das  Newton^ sehe  Potential  im  Räume,  um  dann  zu  zeigen,  wie 
mit  Hilfe  jener  Methode  auch  für  das  logaYithmische  Potential 
in  der  Ebene  die  analogen  Sätze  sich  aufstellen  lassen. 

Nach  dieser  Skiz^irung  des  überaus  reichen  und  interessanten  In- 
halts führen  wir  die  wenigen  Stellen  an,  die  wir  entweder  etwas  anders 
gewünscht  hätten  oder  denen  ein  offenbarer  Irrthum  zu  Grunde  liegt. 

Wir  haben  im  Eingang  als  einen  grossen  Vorzug  des  Neumann- 
schen  Werkes  hervorgehoben ,  dass  überall  die  Voraussetzungen  und  Ein- 
schränkungen genau  angegeben  werden,  denen  die  aufgestellten  Sätze 
und  Formeln  unterliegen.  Allein  wenn  wir  nicht  irren,  so  hat  der  Ver- 
fasser die  Giltigkeit  einiger  Sätze  abhängig  gemacht  von  Voraussetzungen, 
die  in  der  That  nicht  erfüllt  zu  sein  brauchen.  Auf  diesen  Punkt  sind 
die  folgenden  Ausstellungen  hauptsächlich  zurückzuführen. 

S.  79.  Der  „zweite  Beweis'*  scheint  nicht  ganz  correct  zu  sein. 
Derselbe  müsste  von  der  letzten  Zeile  auf  S.  79  incl.  an  etwa  so  lauten: 

Zerlegen  wir  das  elektrische  Gesammtpotential  V  in  zwei  Theile: 
V=W+Sl^  indem  wir  unter  Sl  den  von  den  Belegungen  der  beiden 
Grenzflächen  des  Raumes  @  herrührenden  Theil  verstehen,  so  ist  nach 
8)  Tr+  Sl  constant  in  allen  Punkten  des  schalenförmigen  Conductors. 
Hieraus  folgt  (nach  einem  früheren  Satze,'  S.  47),  dass  TT  und  Sl  in  jenem 
Gebiet  einzeln  constant  sind.  Femer  ist  nach  einem  Green 'sehen  Satze 
[(42  a),  S.  21]: 

rdsi 


j 


—  rf0  =  -2(DM, 


wo  N  die  äussere  Normale  der  Fläche  s  uud  M  die  Summe  der  Massen 
jener  beiden  Belegungen  der  Grenzfläche  @  bezeichnet.  In  dieser  For- 
mel ist  nun  aber  die  linke  Seite  =0,  weil  Sl  in  allen  Theilen  des  scha* 
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lenfönnigen    Conductors    constant,    mithin  :rrrr.  daselbst  =0   ist.     Somit 
folgt  itf=0. 

S.  130  Z.  9  links  ist  -^  statt  -^  zn  lesen. 
%  o  ö 

S.  157.  Zweiter  Satz.  Wir  würden  bei  diesem  Satze  die  Vor- 
aussetzung, dass  das  Potential  W  einer  auf  a  ausgebreiteten  Doppel- 
belegung für  alle  Punkte  a  constant  sein  soll,  dabin  einschränken, 
dass  TTauf  der  äussern  Seite  von  a  constant  sein  soll.  Denn  hieraus 
folgt  [vergl.  22),  S.  38  und  4),  S.  157],  dass  W  für  alle  Punkte  a  con- 
stant und  zwar  =0  ist.  Der  Anfang ^es  Beweises  müsste  dann  so  lauten: 
Aus  der  Voraussetzung  Wa,=  Consi.  folgt  [vergl.  22),  S.  38  und  4),  S.  157] 

Wns=Wa=^0    U.    8.    W. 

S.  158.  Dritter  Satz.  Es  genügt  auch  hier,  vorauszusetzen,  dass 
W  auf  der  Innern  Seite  von  a  constant  sei.  Der  Beweis  würde  dann 
so  anfangen:  Aus  der  Voraussetzung  Wi,  =  Consl.  =  IC  folgt  [30),  S.  41] 

W{=^ConsL  =  K,  und  daifaus  — r — ^  =  0  u.  s.  w. 

ov 

S.  159.  Die  dem  vierten  Satz  beigefügte  Restriction  „ausser  im 
singulären  Falle ^^  kann  wegfallen.  Die^  ergiebt  sich  leicht,  wenn 
man  bedenkt,  dass  ja  die  Gesammtmasse  einer  Doppelbelegung  stets  =0 
ist  [vergl.  4),  S.  157],  Dem  Schlüsse  des  Beweises,  von  den  Worten: 
„Hieraus  aber  folgt"  an,  würden  wir  dann  folgende  Fassung  geben: 
„Hieraus  aber  folgt,  dass  dieses  Potential  für  säinmtliche  Punkte  a 
Null  ist  [22),  S.  38  und  4),  S.  157];  und  hieraus  folgt  weiter  [mit  Rück- 
sicht auf  5)]  fi  —  fi'=  Const,     W.  z.  b,  w." 

Hat  aber  der  zweite  Satz  5)  die  von  uns  vorgeschlagene  Fassung 
bekommen ,  so  können  wir  im  Beweise  des  vierten  Satzes  nach  dem  ersten 
Punkte  einfach  so  fortfahren :  „Hieraus  folgt  aber  [mit  Rücksicht  auf  5)] 
(i -^  (i' z=  Const.     W.  z.  b.  w." 

Die  Restriction  S.  117  Z.  21:  „abgesehen  von  dem  schon  früher  er- 
wähnten singulären  Falle*'  ist  somit  auch  hinfällig. 

-S.  159.  Im  Beweis  des  fünften  Satzes  können  die  Worte:  „Hier- 
aus aber  folgt,  dass  dieses  Potential  Null  ist  für  sämmtliche  Punkte  t 
[Theorem  (J.^')  S.  105]"  in  Hinsicht  auf  die  von  uns  vorgeschlagene 
Fassung  des  dritten  Satzes  wegfallen.  Abgesehen  hiervon,  würden  wir 
an  dieser  Stelle  statt  Theorem  (7.****)  lieber  citiren  30),  S.  41. 

S.  170  Z.  13  ist  die  Stelle:  „oder,  was  dasselbe,  (Og=^oS —  if,^=:po$,*^ 
zu  streichen;  denn  cSg  ist  der  Definition  nach  stets  positiv,  auch 
wenn  einige  Elemente  (do),  negativ  wären,  a  also  nicht  zweiten  Ranges 
wäre.  Tu  dem  folgenden  Satze:  „Denn  nach  einer  bekannten  Formel" 
u.  8.  w.  muss  demnach  das  Wort  „denn"  gestrichen  werden.  In  dem 
darauf    folgenden   Satze    würden    wir    zwischen    „dass"   und   „für  jede 
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Lage''   die  Worte:   „für  eine  Cnrve,  resp.  Fläche  zweiten  Ranges'*  ein- 
schalten. 

S.  183.  Die  unter  22)  aufgestellten  ^ier  Relationen  gelten  anch, 
wenn  die  nnmittelhar  vorher  gemachte  Voraussetzung ,  dass  die  Fl&che  a 
keine  zweistemige  sei,  nicht  erftillt  ist.  Die  zweit«  dieser  vier  Relatio- 
nen ist  sogar  auch  von  der  Voraussetzung,  dass  e  zweiten  Ranges  sein 
soll,  unahhftngig.  Es  wäre  zweckmässig,  die  Voraussetzung  der  Zwei- 
sternigkeit  erst  von  S.  115  Z.  16  an  eintreten  zu  lassen,  da  alle  ]bis 
dahin  gemachten  Entwickelungen  auch  unabhängig  von  dieser  Voraus- 
setzung gelten. 

S.  191.  Verfolgt  man  die  Ableitung  des  Satzes  59)  genau,  so  wird 
man  finden,  dass  von  der  Voraussetzung,  dass  die  Fläche  ö  keine  zwei- 
stemige sei,  nirgends  Gebrauch  gemacht  ist.  In  dem  Satze  (Z.  18  flg.]: 
„Bei  Ableitung  dieses  Satzes  ist  indessen  vorausgesetzt,  dass  die  Fläche  a 
zweiten  Ranges  und  keine  zweistemige  sei''  sind  demnach  die 
Worte  „und  keine  zweistemige"  zu  streichen.  Uebrigens  ist  dies  ftir  die 
Folge  von  keinem  Belang.  ^ 

S.  242  Z.  12  ist  zu  lesen  [7J*^  statt  üi^K 

S.  260  ist  22)  zu  citiren  statt  21). 

S.  289  ist  23)  zu  citiren  statt  24). 

In  der  Note  auf  S.  299  ißt  der  Sachverhalt  offenbar  vertauscht,  denn 
einen  solchen  Fall,  wo  ein  Theil  von  91»  über  die  Schenkel  dea  Winkels  y 
hinübergreift,  haben  wir  offenbar  in  der  Figur  auf  S.  296. 

In  der  Aufgabe  auf  S.  343  vermissen  wir  die  in  ähnliehen  Fällen 
überall  hinzugefügte  Bemerkung,  dass  die  gesuchte  Belegung  eindeutig 
bestimmt  sei ;  dies  ergiebt  sich  aus  {S.'^) ,  S.  43. 

In  der  Note  S.  346  ist  irrthümlich  citirt  (/.«*•)  stott  {S.«*0- 

In  der  ersten  und  zweiten  Aufgabe  S.  352  würden  wir  lieber 
sagen:  „Es  soll  das  Potential"  u.  s.  w.  anstatt:  „Es  soll  ein  Potential". 
(Vergl.  den  vortrefflichen  Aufsatz  von  Sturm:  „Ueber  mathematische 
Incorrectheiten"  in  Hoffmann^s  Zeitschrift  1.  Jahrg.,  Heft  4.)  Denn 
wie  der  Verfasser  selbst  bemerkt,  ist  das  gesuchte  Potential  eindeutig 
bestimmt.     Dasselbe  gilt  von  der  ersten  Aufgabe  S.  354. 

In  der  zweiten  Note  auf  S.  354  würden  wir  sUtt  (^.«*0  liob«r  (ä***) 
citiren. 

Im  historischen  Interesse  endlich  hätten  wir  gewünscht,  dass  der 
Verfasser  im  Anhang  in  Bezug  auf  die  „Erweiterung  einiger  Green- 
schen  Untersuchungen"  angegeben  hätte,  was  von  Green  herrührt  und 
worin  die  von  ihm  gegebene  Erweiterung  besteht ,  wie  er  es  sonst  überall 
ausführlich  gethan  hat,  so  namentlich  im  vierten,  sechsten  und  achten 
Capitel  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Untersuchungen  von  Helmholts, 
Beer  und  Murphy. 
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Zum  Schla£8  sei  Allen ,  die  sich  für  die  Potentialtheorie  iuteressiren, 
sowie  allen  Freunden  einer  schönen,  lichtvollen  und  präcisen  Darstellung 
schwieriger  theoretischer  Untersuchungen  und  einer  strengen  Beweis- 
führung das  Neumann'sche  Werk  auf  das  Angelegentlichste  empfohlen. 
Der  Verfasser  hat  es  uns  leicht  gemacht,  ihm  zu  folgen. 

Schleswig,  im  December  1877.  F.  Grube. 


Anfangsgründe  der  Physik  für  den  Unterricht  in  den  oberen  Classen  der 
Gymnasien  und  Realschulen,  sowie  zur  Selbstbelehrung.  Von 
Karl  Koppe,  Professor.  14.  Aufl.  Bearbeitet  von  Dr,  W.  Dahl, 
Oberlehrer  am  Realgymnasium  zu  Braunschweig.  Essen^  B&decker. 
1876. 

Der  Gesammteindruck ,  welchen  man  bei  Durchlcsung  dieses  Buches 
erhält,  ist  insofern  ein  ungünstiger,  als  man  durchaus  die  Präcision  und 
Klarheit  der  Darstellung  vermisst,  welche  wir  für  unerlässliche  Eigen- 
schaften jedes  Schulbuches  halten.  Auch  fehlt  es  nicht  an  Ungenauig- 
keiten  und  Ungeschicklichkeiten,  welche  in  Verbindung  mit  der  groben 
Vernachlässigung  der  Anforderungen  eines  guten  Styls  zu  dem  Urtheil 
führen ,  dass  dieses  Buch  seinem  Zwecke ,  ein  Bildungsmittel  für  Schüler 
höherer  Lehranstalten  zu  sein,  keineswegs  entspricht. 

Schon  die  Einleitung  ist  bedenklich.  Nachdem  Vir  in  §  1  erfahren 
haben,  dass  ein  Naturgesetz  ein  Satz  sei,  „welcher  aussagt,  dass  ein 
Naturkörper  unter  gewissen  Bedingungen  bestimmte  Veränderungen  er- 
fährt^S  und  die  Physik  die  Lehre  von  den  Naturgesetzen  genannt  ist, 
heisst  es  in  §  2 :  Wenn  wir  ^auch  annehmen ,  dass  der  Schöpfer  die  Natur 
nach  unwandelbaren  Gesetzen  geordnet  hat,  so  sind  wir  doch  un- 
endlich davon  entfernt,  auch  nur  eines  dieser  Gesetze  er- 
kannt zu  haben.  Was  heute  noch  für  uns  als  Naturgesetz 
gilt,  kann  morgen  schon  durch  neuere  Erfahrungen  seine 
Giltigkeit  verloren  haben. 

^,  Wer  Naturgesetz  so  allgemein  definirt  hat,  dem  giebt  selbst  Demuth 
und  Bescheidenheit  nicht  das  Recht  zu  solchen  Phrasen,  wenn  er  anders 
im  Sinne  hat,  unter  dem  vertraulichen  „wir*'  mehr  als  die  eigene  Per- 
son zu  verstehen. 

Ferner:  Viele  unserer  sogenannten  Naturgesetze  sind  ein 
höchst  unvollkommener  Ausdruck  .der  wirklich  stattfinden- 
den Erscheinungen. 

Als  Beispiel  kommt  nun  Das,  was  der  Verfasser  die  Gesetze  vom 
freien  Fall  zu  nennen  sich  erlaubt,  die  er  als  höchst  unvollkom- 
mene Ausdrücke  bezeichnet,    weil  sie   nicht   den   Fall   im  lufterfüllten 
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Raum»  darstellen  und  weil  sie  der  Zunahme  der  Fallbeschlennignng  nicht 
Rechnung  tragen! 

Den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Bewegung,  welche  mit  constanter 
Beschleunigung  vor  sich  geht,  ein  unvollkommenes  Naturgesetz  zu  nennen, 
weil  es  Fälle  giebt,  auf  die  er  nicht  passt,  das  nenne  ich  denn  doch  die 
Begriffe  völlig  verwirren  und  eine  Wissenschaft,  welche  gerade  durch 
die  Umsicht  ihrer  Methode  und  die  Sicherheit  ihrer  Forschungsresultate 
sich  vor  anderen  den  Namen  der  ezacten  erworben  hat,  in  heilloser 
Weise  discreditiren. 

Bezüglich  des  übrigen  Inhalts  muss  ich  mich  auf  Erwähnung  einiger 
der  hauptsächlichsten  und  gefährlichsten  Verstösse  beschränken. 

8.9,  §  12  wird  definirt:  „Elasticität  ist  die  Eigenschaft  eines  Kör- 
pers, dass  er  bei  Einwirkung  äusserer  Kräfte  eine  Veränderung  in  der 
Lage  seiner  Theile  erfahrt,  bei  nachlassendem  Drucke  oder  Znge  aber 
seine  Gestalt  wieder  herstellt.*'  Nachdem  dann  erwähnt  ist,  dass  es  voll- 
kommen elastische  Körper  nicht  giebt,  heisst  es  weiter:  „Die  voll- 
kommenste Elasticität  zeigen  die  luftförmigen  Körper." 

Diese  Körper  stellen  also  am  vollkommensten  ihre  Gestalt  wie- 
der her? 

Im  Sinne  der  Definition  (die  nur  auf  feste  Körper  passt)  sind  die 
Gase  und  Flüssigkeiten  gar  nicht  elastisch.  Wird  ihnen  aber  Elasticität 
zugeschrieben,  insofern  sie  ihr  Volumen  wieder  herstellen,  dann  sind 
sie  offenbar  beide  gleich  und  zwar  vollkommen  elastisch. 

S.  17,  §  18  heisst  es:  Die  Kräfte,  welche  Bewegung  hervor- 
bringen, können  momentan  oder  continuirlich  wirken.  Ab  eine 
momentan  wirkende  Kraft  können  wir  den  Stoss  ansehen. 

Eine  momentan ,  d.  h.  eine  unendlich  kleine  Zeit  hindurch  wirkende 
Kraft  kann  einem  Körper  eine  endliche  Geschwindigkeit  weder  verleihen, 
noch  entziehen,  was  doch  beim  Stoss  geschieht.  Die  Momentankräfte 
haben  lediglich  die  Bedeutung  von  Fictionen,  welche  man  nach  der  von 
Galilei  gegebenen  Anleitung  zum  Zwecke '  theoretischer  Speculation 
macht,  um  sie  schliesslich  (durch  den  Uebergaug  zur  Grenze)  wieder  auf- 
zugeben. Eine  reelle  Bedeutung  kommt  ihnen  nicht  zu;  vielmehr  ist  es 
von  höchster  Wichtigkeit,  den  Schüler  zu  belehren,  dass  jede  endliche 
Wirkung  nur  in  endlicher  Zeit  zu  Stande  kommt. 

S.  30,  §24  versteigt  sich  der  Verfasser  zu  einer  Berechnung  des 
Winddrucks  auf  schief  entgegenstehende  Flächen,  welche  er  nach  zwei 
anderen  unglücklich  gewählten  als  Beispiel  zur  Erläuterung  der  Kräfte- 
zerlegung anführt. 

Dabei  übersieht  er,  dass  mit  dem  Neigungswinkel  (er)  der  Flügel- 
ebene gegen  die  Axe  sich  zugleich  auch  die  auf  die  Flügel  treffeude 
Luftmasse   ändert  und   in  seinem  Sinne  die  betreffende  trigonometrische 
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Function  nicht  cos  a  sin  a^  sondern  cos^asina  werden  mass,  welche  letztere 
ihr  Maximum  nicht  bei  45^  hat. 

Da  übrigens  das  Problem  selbst  noch  seiner  endgiltigen  Lösung  ent* 
gegenharrt,  so  ist  es  mindestens  ungeschickt,  dasselbe  mit  falscher  Lö- 
sung in  ein  Schulbuch  zu  setzen. 

S.  59,  §  39  steht  der  merkwürdige  Satz:  „Wir  haben  im  Vorher- 
gehenden gesehen,  dass  eine  momentane  Kraft  eine  gleich- 
förmige Bewegung  hervorbringt." 

S.  92,  §  53  steht  die  geistreiche  Anmerkung:  Aräometer  „von  aQuiog^ 
leicht,  weil  man  gewöhnlich  bei  der  Bestimmung  des  specifi- 
schen  Gewichts  nur  kleine  Massen  verwendet". 

S.  102,  §  61  wird  die  Ansicht  vorgetragen,  dass  das  Gefässbarometer 
weniger  genaue  Resultate  gebe,  als  das  Heberbarometer,  während*  doch 
die  Normalinstrumente  der  Physiker  und  Meteorologen  Gefässbaro- 
meter sind.  Dem  Verfasser  ist  die  Fortin 'sehe  Construction  wohl  ebenso 
unbekannt,  wie  die  Fehlerquellen  des  Heberbarometers? 

8.  120,  §  77  erhalten  wir  ein  Beispiel  von  der  das  Werk  auszeich- 
nenden Präcision:  „Am  vollständigsten  wird  eine  Flüssigkeit  durch  an- 
haltendes Sieden  von  den  in  ihr  enthaltenen  Gasen  befreit.  Aehn- 
liches  findet  beim  Frieren  statt." 

S.  122,  §  77.  Nach  Erwähnung  des  Versuchs ,.  bei  welchem  ein  Blatt 
Papier  durch  den  äusseren  Luftdruck  gegen  eine  durch  Blasen  verdünnte 
Luftschicl^  gedrückt  wird  (wobei  gelegentlich  die  beiden  Physiker  Cle- 
ment und  Desormes  in  einen  einzigen  Clement  Desormes  ver- 
schmolzen werden),  folgt  ein  neuer  Absatz  dieses  Inhalts: 

„Vielleicht  beruht  das  Fallen  des  Barometers  bei  Stürmen  auf 
einem  ähnlichen  Grunde." 

Welche  wissenschaftliche,  didaktische  oder  pädagogische  Bedeutung 
hat  dieser  SatzV 

S.  212  lesen  wir:  „Ein  minder  hoher  Gegenstand  kann  jedoch  einer 
schief  stehenden  Gewitterwolke  näher  sein,  als  ein  höherer." 

S.  230:  „Lässt  man  den  Strom  einer  wirksamen  Batterie  durch 
einen  dünnen  Draht  gehen,  so  erhitzt  sich  derselbe.  Diese  Erhitzung 
ist  (unter  übrigens  gleichen  Umständen)  um  so  grösser,  je  kürzer  und 
dünner  der  Draht  ist." 

Der  zweite  Satz  ist  falsch,  ob  man  unter  „Erhitzung"  Zunahme  der 
Wärmemenge  oder  Temperaturerhöhung  versteht;  der  erste  bietet  ein 
Beispiel  der  allenthalben  hervortretenden  Nachlässigkeit  und  Unbestimmt- 
heit der  Fassung.  Ihr  gemäss  bedarf  es  einer  besondern  Batterie,  näm- 
lich einer  ,|Wirksamep",  und  einesi  besondern  Drahtes,  nämlich  eines 
dünnen,  damit  letzterer  durch  den  Strom  erwärmt  werde!  Das  soll  wohl 
populär  sein? 
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S.  231  wird  in  einer  Anmerkung  versprochen ,  die  Abmessung  des 
LeituDgswiderstandes  in  §§  152  und  153  zu  lehren,  dieses  Versprechen 
aber  nicht  gehalten. 

S.  245  steht  durchschossen  der  Lehrsatz:  „Die  Stärke  zweier 
Ströme  ist  der  Tangente  des  Ablenkungswinkels  proportional.*^ 

S.  248  steht  der  durchschossene  Satz:  „Man  erhält  daher  die  grösste 
Wirkung,,  wenn  der  Leitungswiderstand  in  der  Batterie  gleich  dem  Lei- 
tungswiderstande im  Schliessungsbogen  ist/^ 

In  dieser  Allgemeinheit  ausgesprochen  ist  der  Satz  falsch,  weil  er 
dem  Oh  mischen  Gesetze  widerspricht. 

S.  257  meint  der  Verfasser,  dass  über  die  praktische  Anwendung 
des  H.U g h e s '  sehen  Drucktelegraphen  erst  fortgesetzter  Gebrauch  ent- 
scheiden werde.     Im  Jahre  1878? 

S.  281  wird  noch  immer  gelehrt,  dass  durch  16  Schwingungen  in 
der  Secunde  ein  Ton  zu  Stande  komme. 

S.  284  wird  als  Grundton  eines  Klanges  nicht  der  tiefste,  sondern 
der  stärkste  definirt;  die  übrigen  Töne  werden  Nebentöne  genannt. 

Auf  welche  Autorität  stützt  sich  hier  der  Verfasser?  Ich  dächte, 
dass  hier  Helmholtz  massgebend  sein  sollte  und  nicht  Koppe-Dahl. 

S.  321  findet  sich  der  Heliostat  erwähnt  als  Planspiegel,  dem  durch 
ein  Uhrwerk  oder  die  Hand  eine  solche  Bewegung  ertheilt  wird,  dass  er 
die  Strahlen  der  Sonne  immer  in  der  nämlichen  Richtung  re^ctirt. 

Der  Handheliostat  dürfte  dieses  wohl  nie  leisten ,  bei  dem  automatisch 
wirkenden  ist  die  Stellung  des  Spiegels  das  Interessante  und  zu  Er- 
klärende. 

S.  366  ist  als  Anmerkung  zu  dem  Titel  „Polarisation  und  doppelte 
Brechung**  Folgendes  zu  lesen:  „Wir  handeln  hiervon  nur  kurz,  da  kaum 
irgend  eine  Erscheinung  im  grossen  Haushalte  der  Natur 
oder  im  gewöhnlichen  bürgerlichen  Leben  bekannt  ist,  welche 
auf  der  Polarisation  oder  der  doppelten  Brechung  des  Lichtes  beruhte.** 

Es  geht  wahrhaftig  Nichts  über  diese  Gemüthlichkeit  „im  gewöhn- 
lichen bürgerlichen  Leben". 

Wir  verlangen  in  Anfangsgründen  der  Physik  keine  weitläufige  Be- 
handlung der  Polarisation  und  doppelten  Brechung,  aber  ein  solches 
„Weil"  weisen  wir  zurück,  weil  es  unwahr  ist.  In  u n s e r  gewöhnliches 
bürgerliches  Leben  gehört  beispielsweise  das  Saccharimeter. 

S.  379  steht  die  (durch  ihre  Präcision  ausgezeichnete)  durchschossene 
Erklärung:  „Ist  der  Gegenstand  von  der  Linse. sehr  weit  entfernt,  so 
kommt  das  Bild  nahe  an  den  Brennpunkt  zu  liegen  und  ist  verkleinert. 
—  Befindet  sich  dagegen  der  Gegenstand  nahe  am  Brennpunkte  (jedoch 
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ansserhalb  der  Brennweite) ,  so  fallt  das  Bild  in  eine  sehr  weite  Ent- 
fern nng  hinaus  und  ist  vergrössert/* 

Was  ist  „nahe^S  was  ,>sehr  weit"? 

Der  Verfasser  scheint  die  Bedeutung  der  doppelten  Brennweite  nicht 
zu  kennen,  sonst  würde  er  nicht  auch  auf  S.  398  und  399  vom  zusam- 
mengesetzten Mikroskop  eine  unzureichende  Erklärung  geben,  welche 
ebensowohl  auf  das  astronomische  Femrohr  passt.  Das  unterscheidende 
Merkmal  ist,  dass  im  Mikroskop  bereits  durch  das  Objectiv  ein  vergrös- 
sertes  Bild  gewonnen  wird.  Dazu  ist  aber  erforderlich,  dass  der  Gegen- 
stand zwischen  dem  Brennpunkte  und  dem  Grenzpunkte  der  doppelten 
Brennweite  liege,  während  es  nicht  genügt,  dass  er  sich  überhaupt  ausser- 
halb der  Brennweite  befinde. 

S.  391  findet  man  eine  originelle  Erklärung  der  deutlichen  Seh- 
weite als  kleinste  Entfernung,  in  welcher  noch  deutlich  gesehen  wird. _ 

S.  392  ist  der  Seh  ein  er*  sehe  Versuch  zur  Hälfte  beschrieben  und 
schliesst  mit  den  Worten:  „man  sieht  dagegen  die  Spitze  einfach,  wenn 
dieselbe  hinreichend  vom  Auge  entfernt  wird^'. 

Der  Fuchs  erreicht  die  Trauben ,  wenn  er  hinreichend  hoch  springt, 
und  man  sieht  die  Spitze  auch  wieder  doppelt,  wenn  sie  hinreichend 
*  entfernt  ist. 

Ich  übergehe  die  Einleitung  zur  Wärmelehre  §§229  —  235,  welche 
eine  Definition  von  Temperatur  giebt,  eine  Fabel  von  Fahrenheit 
erzählt  und  die  Annahme  erklärt,  „dass  die  Ausdehnung  der  Gase  dem 
wahren  Gange  der  Wärme  proportional  erfolge",  weil  diese  Sachen  in 
vielen  anderen  Lehrbüchern  auch  nicht  viel  besser  sind;  aber  der  §  236 
kann  nicht  ungerügt  bleiben. 

S.  421  wird  nämlich  durch  eine  Reihe  von  Aussprüchen  der  Glaube 
erregt,  dass  Wasser,  so  lange  noch  Eis  in  demselben  schwimmt,  seine 
Temperatur  nicht  erhöhen  könne.     Man  urtheile  selbst: 

„So  wie  das  Eis  die  Temperatur  von  0^  erreicht  hat,  fängt  es  an 
zu  schmelzen ,  und  das  Thermometer  steigt  nun  nicht  mehr,  sondern  bleibt 
eine  längere  Zeit  unveränderlich  auf  0^  stehen,  so  lange  nämlich,  bis 
aller  Schnee  geschmolzen  ist."  Selbst  wenn  man  Feuer  unter  das 
Gefässt  macht,  „bleibt  doch  das  Thermometer  so  lauge  auf  0^  stehen, 
als  noch  ungeschmolzenes  Eis  vorhanden  ist",  und  vorher:  „Da 
hiernach  die  Wärme,  welche  dem  Wasser  während  des  Schmel- 
zens  oder  Siedens  zugeführt  wird,  keine  Erhöhung  der  Tempera- 
tur bewirkt."  Demgemäss  kann  wohl  kein  Zweifel  sein,  dass  der  Ver- 
fasser dem  Eis  die  übernatürliche  Wirksamkeit  zuschreibt,  das  Wasser, 
in  welchem  es  schwimmt,  auf  0^  zu  erhalten! 

Ich  hätte  mich  in  der  That  sehr  verwundert,  wenn  in  einem  Buche 
von  solcher  Einleitung  nicht  hier  und  da  etwas  Aberglauben  mit  unter- 
gelaufen wäre. 
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S.  429  steht:  „weshalb  aach  zwei  Thermometer  nnr  dann 
in  ihren  Angaben  anmittelbar  übereinstimmen  können,  wenn 
ihre  Siedepunkte  bei  gleichem  Lnftdrncke  bestimmt  worden 
sind." 

Wenn  nicht  glücklicherweise  andere  Leute  besser  als  der  Verfasser 
wüssten,  wie  Thermometer  gemacht  werden,  könnten  demnach  in  Mün- 
chen und  Bonn  tiberein stimmende  Thermometer  nicht  hergestellt  werden , 
da  diese  Städte  das  Unglück  haben ,  nie  auf  gleichen  Barometerstand  zu 
kommen  1 

S,  437  lesen  wir:  -„Die  Verdunstung  des  Wassers,  das  Wachsthum 
der  Pflanzen,  das  Wohlsein  der  Thiere  und  Menschen  hängt  weder 
von  der  absoluten,  noch  von  der  relativen  Fenchtigkeit,  son- 
dern von  der  Trockenheit  der  Luft  ab,  wenn  wir  unter  Trockenheit 
der  Luft  die  Menge  der  Dämpfe  verstehen ,  welche  derselben  zur  Sätti- 
gung noch  fehlen/'  Dazu  eine  Anmerkung:  „Auf  die  Trockenheit  der 
Luft  in  dem  angegebenen  Sinne  wird  sicherlich  in  der  angewandten  Me- 
teorologie zu  wenig  Bedacht  genommen." 

Also  wohl  eine  neue  Entdeckung  des  Verfassers,  diese  Trockenheit ! 
Leider  fehlt  jedoch  auch  hier  die  Anerkennung.  Der  Recensent  verweist 
den  Verfasser  auf  die  demselben  noch  unbekannten  Dalton'schen  Ge- 
setze, aus  denen  er  erfahren  wird,  inwiefern  die  „Trockenheit"  auf  die 
Verdunstung  des  Wassers  und    das   damit  Zusammenhängende  einwirkt. 

Die  Unkenntniss  dieser  Gesetze  veranlasst^  noch  eine  weitere 
Schwäche  auf 

S.  439,  wo  nach  einer  sehr  eingehenden  Beschreibung  des  August- 
sehen  Psychrometers  das  Dan ielT sehe  Hygrometer  lediglich  mit  fol- 
genden Worten  abgehandelt  wird : 

„Die  Angaben  des  Psychrometers  können  jedoch  keine  volle  Sicher- 
heit gewähren.  Dies  Letztere  gilt  auch  von  dem  früher  als  das  Psychro- 
meter erfundenen  Hygrometer  vonDaniell,  welches  zur  Ermittelung 
des  Tbaupunktes  dient,  aber  umständlicher  im  Gebrauche,  als  das  Psy- 
chrometer ist,  da  jeder  Beobachtung  erst  ein  besonders  anzu- 
stellender Versuch  vorangehen  muss." 

Das  fundamentale  Instrument  DanielTs  wird  demnach  nicht  be- 
schrieben, sondern  nur  erwähnt,  um  es  zu  bemäkeln,  während  doch  der 
Gebrauch  des  August' sehen  Psychrometers  dadurch  bedingt  ist,  daas 
die  Constante  der  Formel  durch  eine  Thaupunktsbestimmung  ermittelt  ist. 

Schliesslich  muss  ich  noch  erwähnen ,  dass  die  S.  74  bei  dem  Namen 
Kopp  1er  (Eeplerus)  bezüglich  der  Personalien  zur  Schau  getragene 
Sorgfalt  vereinzelt  ist.  Denn  der  Verfasser  schreibt  Poggen.dorf  statt 
Poggendorff,  Frauenhofer  statt  Fraunhofer,  und  lässt  Ohm  in 
Erlangen  statt  in  Nürnberg  seine  Entdeckungen  machen.  Von  Monsieur 
Clement  Desormes  ist  schon  oben  die  Rede  gewesen. 
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Das  ADgefübrte  wird  genügen  zur  Begründang  des  eingangs  abge- 
gebenen Urtheils.  Wir  sind  es  ebensowohl  der  von  uns  vertretenen 
Wissenschaft,  als  der  stndirenden  Jugend  schuldig,  Bücher,  wie  die 
14.  Auflage  von  Koppe's  Physik,  welche  nach  Form  und  Inhalt  den 
Anforderungen  der  Zeit  nicht  genügen,  aus  der  Schule  zu  entfernen.  Es 
dürfte  dieses  um  so  leichter  gelingen,  als  an  guten,  ganz  elementar  gehal- 
tenen Lehrbüchern  der  Physik  kein  Mangel  ist.  Ich  erinnere  nur  an 
diejenigen  von  Jochmann  und  von  Weinhold,  welche  durcb  Umfang 
und  Preis  keine  grösseren  Ansprüche  an  Lehrer  und  Schüler  machen. 

G.  Rbcknagel. 


Leitfaden  der  Elementarmathematik  von  Dr.  Lieber  und  v.  Lühmann. 
n.  Tbl.:  Arithmetik.     Berlin,  Simion.    1877.     Preis  1  Mk.  25  Pf. 

Die  Anlage  dieses  Lehrbuches  weicht  von  der  meist  beliebten  so 
sehr  zu  ihrem  Vortheil  ab,  dass  wir  dasselbe  neben  einem  entsprechen- 
den Uebungsbuche  Allen  empfehlen  zu  können  glauben,  welche  bei  ihren 
Schülern  Liebe  zur  Sache  erzielen  und  erhalten  wollen.  Dem  wohl  viel- 
seits  gebegten  und  sicher  auch  im  mündlicben  Theile  des  Unterrichts 
Hecbnung  getragenen  Bedürfnisse,  Verständniss  für  die  Gesetze  der 
Grund  Operationen  aus  dem  einfachen,  auf  der  Zablenreihe  basirenden 
Schlussvermögen  zu  erzielen  und  darauf  bauend  die  übrigen  Aufgaben 
der  allgemeinen  Arithmetik  mit  entsprechender  Leichtigkeit  erledigen  zu 
können,  ist  hier  ohne  Zweifel  entgegengekommen. 

Wenn  wir  trotzdem  noch  einige  Wünsche  haben  und  diese  hier  zum 
Ausdruck  bringen,  geschieht  es  nur,  um  —  das  Einverständniss  des  Herrn 
Verfassers  voraussetzend  —  den  hier  angebahnten  Weg  in  einer  zweiten 
Auflage  noch  mehr  berücksichtigt  zu  sehen.  Wir  meinen  hier  die  grössere 
Betonung  des  durch  die  erste  Bechenstufe  (Addition  und  Subtraction) 
gebildeten  Ausdrucks,  wie  auch  der  durch  sämmtliche  drei  Rechenstufen 
sich  hindurchziehenden  Analogie,  ausgedehnt  selbst  bis  zur  Gegenüber- 
stellung der  Lehrsätze  in  diesen  Stufen.  In  §  79,  der  von  der  Auf- 
lösung der  Gleichungen  im  Allgemeinen  handelt,  hfttte  auch  der  Satz 
Erwähnung  finden  können,  dass  die  mit  der  Unbekannten  verbundenen 
Constanten  in  umgekehrter  Folge  ihres  mehr  oder  weniger  engen  Zusam- 
menhanges mit  ersterer  von  dieser  nach  §  69,  1)  getrennt  werden.  Was 
die  unreinen  Gleichungen  des  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten 
betrifft,  so  wäre  die  reducirte  Gleichung  nicht  ohne  Vortheil  anzuführen 
gewesen ,  zumal  ja  dieser  Fall  bei  den  Gleichungen  des  dritten  und  vier- 
ten Grades  wiederkehrt.  Von  praktischer  Bedeutung  erscheint  es  end- 
lich,  solche  Gleichungen,  bei  denen  das  Quadrat  der  Unbekannten  mit 
einem  nicht  quadratischen  Factor  behaftet  ist,  durch  Multiplication  der 
Gleichung  mit   einem  gccigneton  Worthe  quadratisch  zu  machen  und  so 
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statt  der  Unbekannten  selbst  erst  eine  einfache  Function  derselben  — 
wie  das  ja  in  vielen  Fällen  sogar  notbwendig  ist  —  zu  l)estinimen. 

Mit  grossem  Geschick  behandelt  erscheinen  weiter  die  §§  91  flgg.« 
welche  von  den  arithmetischen  Beihen  höherer  Ordnung  und  den  Com- 
plexionen  handeln. 

Inwieweit  der  die  unendlichen  Beihen  behandelnde  Anhang  sich  dem 
bis  dahin  erledigten  Pensum  anzuschliessen  berechtigt  ist,  haben  die 
Herren  Verfasser  in  der  kurzen  Einleitung  zu  diesem  Anhange  selbst 
ausgesprochen. 

Es  ist  nicht  zu  zweifeln ,  dass  sich  dieser  Leitfaden ,  einmal  bekannt, 
ausgedehnter  Würdigung  zu  erfreuen  haben  wird. 

Kaiserslautern.  Hugbl. 
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Recensionen. 


Dia  Mathematik  zu  Platon's  Zeiten  und  seine  Beiiehnngon  in  ihi^  nach 
Platon's  eigenen  Werken  und  den  Zeugnissen  älterer  Schriftsteller 
von  Dr.  Benedikt  RothlauF|  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  der  königl.  Kreisrealschnle  in  München.  München  1878.  74  S. 
Nachdem  Herausgeber  und  Uebersetzer  Platonischer  Werke  in  viel- 
fachen Anmerkungen  über  die  Bedeutung  einzelner  mathematisch  klingen- 
der Stellen  sich  verbreiteten,  nachdem  insbesondere  zwei  Stellen  in  dem 
„Staate*^  und  dem  „Menon^*  eine  ganze  Literatur  hervorgerufen  haben, 
ohne  dass  allseitige  Einigung  über  deren  Meinung  hat  erzielt  werden 
können,  wählte  1861  C.  Blass  für  seine  Doctordissertation  die  gemein-  ' 
schaftliche  Erörterung  aller  Stellen ,  nicht  etwa  in  dem  Sinne ,  dass  jede 
einzelne  beurtheilt  und  commentirt  würde,  sondern  in  der  Absicht,  ihnen 
allen  die  Bedeutung  ihres  Verfassers  für  die  Geschichte  der  Mathematik 
zu  entnehmen.  Was  vor  17  Jahren  Blass  in  der  Schrift  y^De  Piatone 
maihemalico^^  sich  als  Ziel  setzte,  hat  nun  wieder  der  Verfasser  der  uns 
vorliegenden  Monographie  sich  zur  Aufgabe  gestellt.  Herr  Bothlauf  ist 
in  einiger  Beziehung  nicht  genügend  vorbereitet  an  die  Ausarbeitung  des 
interessanten  Gegenstandes  gegangen.  Die  einschlägige  Literatur  beherrscht 
er  nicht  in  dem  Maasse,  wie  man  es  wünschen  müsste.  Er  kennt  z.  B. 
die  ebengenannte  Blass  *  sehe  Dissertation,  wie  es  scheint,  ebensowenig, 
wie  eine  Abhandlung  von  Th.  Henri  Martin,  die  Platonische  Zahl 
betreffend  {Revue  archeologigue  I8bl) ,  ebenso  wenig,  wie  das  vortreffliche 
Buch  Bretschneider's  über  die  voreuklidische  Geometrie,  ebenso  wenig, 
wie  das  Programm  für  1873  der  Studienanstalt  Hof  von  G.  Friedlein, 
Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik  III,  ebenso  wenig,  wie  die  histo- 
risch-mathematischen Arbeiten  des  Referenten.  Von  allen  diesen  Schrif- 
ten ist  wenigstens  in  den  Anmerkungen,  wie  im  Texte  nirgends  die  Rede. 
Nur  Hankel  hat  der  Verfasser  gründlich  studirt  und  benutzt,  und  neben 
Hankel  die  Werke  Plato's  selbst.  Unsere  bisherigen  Aeusserungen 
enthalten  das,  was  zum  Tadel,   aber  auch  das,   was  zum  Lobe  d^r  Ab-. 

Hist-Ut.  Abtlilg.  d.  Z«lUohx.  f.  Math.  n.  Sbyi.  XXUT,  6.  14    y  >^  O  Og  iC 


170  Historiflch- literarische  Abtheilung. 

handluDg  gereicht.  Herr  Rothlanf  ist  seiner  Aufgabe  weit  unbefaDge- 
ner  gegenübergetreten,  als  wenn  er  die  Gesammtheit  der  Vorarbeiten 
gekannt  hätte,  welche  in  ähnlicher  Richtung  vorgenommen  worden  sind, 
und  dieser  Unbefangenheit  verdanken  wir  vielleicht  manche  richtigere 
Erklärung.  Wir  erwähnen  beispielsweise  die  Uebersetzung  (S.  29)  der 
berüchtigten  Stelle  von  der  vollkommenen  Zahl.  Sie  weicht  vollständig 
von  der  durch  Martin  gegebenen  Uebersetzung  ab  und  führt  zu  einer 
durchaus  verschiedenen  Zahl.  Wir  sind  versucht,  in  der  R.^schen  Ueber- 
setzung den  richtigeren  Sinn  zu  erkennen,  wenn  auch  die  Schwierigkeit 
der  Frage  eine  rasche  Entscheidung  ohne  gründliche  eigene  Untersuchung, 
zu  welcher  uns  gegenwärtig  die  Zeit  fehlt ,  nicht  zulässt.  In  der  Erklä- 
rung eines  Satzes  stimmen  übrigens  Martin  und  R.  überein,  die  dadurch 
wohl  als  gesichert  erscheinen  dürfte.  „Die  Diagonale  eines  Quadrates 
mit  der  Seite  5'S  heisst  es,  „die  rational  ist  wenn  1,  irrational  wenn  2 
abgeht.*'  Die  Meinung  sei  die,  dass  2.5^  —  1  =  49  eine  Quadratzahl, 
2 . 5'  —  2  =  48  keine  Quadratzahl  ist.  Aus  dieser  Stelle  geht  aber  her- 
vor, dass  Plato  den  Näherun gswerth  ^2  =  ^,  über  welchen  wir  uns  S.  89 
der  hist.-lit.  Abthlg.  dieses  Bandes  ausgesprochen  haben,  gekannt  haben 
kann,  dass  jedenfalls  zwischen  der  dort  angeführten  Proklusstelle  und 
pag.  546  des  Staates  ein  Zusammenhang  anzunehmen  ist.  Ob  Herr  Rotb- 
lauf  (S.*25)  in  der  Erläuterung  einer  Stelle  des  Theaetet  pag.  147, 
wo  er  irrationale  Kubikwurzeln  erkennen  will,  ebenso  glücklich  getroffen 
hat,  ist  uns  nicht  ganz  wahrscheinlich,  und  auch  gegen  einige  andere 
Erklärungen  (S.  51,  S.  52  Citat  6,  S.  64)  ist  uns  eine  Polemik  denkbar, 
auf  welche  wir  uns  aber  hier  nicht  einlassen  möchten.  Wir  wollen  viel- 
mehr durch  diese  Aeusserungen  nur  einestheils  zeigen,  dass  wir  die  Schrift 
mehr  als  nur  einmal,  oder  gar  als  nur  flüchtig  durchlesen  haben,  und 
andemtheils  dass*  wir  die  Schwierigkeit  mancher  behandelten  Gegenstände 
vollauf  anerkennen.  Im  Allgemeinen  dürfte  der  Leser  durch  die  mund- 
gerechten deutschen  Uebersetzungen  des  Verfassers  sehr  angenehm  berührt 
werden  und  der  ganzen  Schrift  den  doppelten  Eindruck  entnehmen,  dass 
Plato  in  der  That,  auch  wenn  nicht  übermässig  viele  Erfindungen  ihm 
unmittelbar  zugeschrieben  werden,  eine  hohe  Rolle  in  der  Geschichte  der 
griechischen  Mathematik  gespielt  hat  und  dass  Herr  Roth  lauf  mit  den 
platonischen  Schriften  so  wohl  vertraut  ist,  dass  man  ihm  nur  dafür  dan- 
ken kann,  die  mühselige  Arbeit  dieser  Znsammenstellung  auf  sich  ge- 
nommen zu  haben,  welche  den  meisten  mathematischen  Benutzern  schon 
durch  den  Umstand  sympathischer  als  die  von  Blass  sein  wird,  dass 
Letzterer  sich  allenthalben  mit  dem  Abdrucke  des  griechischen  Textes 
begnügt  und  dadurch  ebenso,  wie  durch  die  lateinische  Sprache  der  gan- 
zen Abhandlung  sich  mehr  an  Philologen  gewandt  zu  haben  scheint.' 

Cantor. 
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Die  Zahlseioben  und  Zahlensysteme  der  Orieohen  und  ibre  Logistik,  von 
Carl  Kibsbritzkt.     Beilage  zum  Jahresbericht  der  St.  Annen- 
Schule  zn  St.  Petersburg  für  1877.     8^     43  *S. 
Wir  haben  es  hier  mit  einer  anspruchslosen  Zusammenstellung  der 
landlftufigen  Kenntnisse  von   dem  Rechnen   der  Griechen  zu  thun,  wie 
der  Verfasser  sie  aus  den  von  ihm  benutzten  Schriften  von  Pott,  Nessel- 
mann  und  Friedlein   entnahm.     Eigenes  Quellenstudium   liegt  wohl 
nicht  vor.     Wesentliche  Irrthümer  sind  uns  mit  Ausnahme  der  Behaup- 
tung, Ptolemaeus   erst  habe  das  babylonische  Sezagesimalsystem  bei 
den  Griechen  eingeführt,  nicht  aufgestossen.  Cantor 


Bella  vita  e  delle  opere  dt  Antonio  ürceo  detlo  Codro,  studi  e 
ricerche  dt  Carlo  Malagola.     Bologna  1878.     XX,  597  S.  8^. 

Es  könnte  fast  sonderbar  erscheinen ,  eine  Besprechung  dieses  Wer- 
kes gerade  in  dieser  Zeitschrift  vorzunehmen.  Der  Mathematiker,  auch 
derjenige,  welcher  nebenbei  oder  sogar  mitVoriiebe  geschichtlichen  For- 
schungen sich  hingiebt,  hat  das  Recht,  von  jenem  berühmten  Philologen 
der  zweiten  Hälfte  des  XV.  Jahrhunderts,  der  sich  nach  dem  Vorbilde 
eines  armen  Dichters  aus  der  Zeit  des  Kaisers  Domitian  den  NaVnen 
Codrus  gab,  nicht  mehr  als  den  Namen  zu  kennen,  wenn  ihm  nicht 
auch  dieser  schon  fremd  ist.  Wir  dürften  daher  den  ohnedies  ziemlich 
knapp  zugemessenen  Raum  dieser  historisch -literarischen  Abtheilung,  wir 
dürften  die  Nachsicht  unserer  Leser  nicht  missbrauchen ,  selbst  wenn  wir 
uns  competent  fühlten,  in  der  Geschichte  des  Humanimus,  zu  deren  glSn- 
zenden  Namen  Antonio  Urceo  gehörte,  ein  kritisches  Wort  zu  sprechen. 
Wenn  wir  trotz  dieses  uns  mannigfach  auferlegten  Verbotes  das  Werk 
des  Herrn  Malagola  dennoch  als  Ueberscbrift  eines  Referates  wählen, 
so  gilt  unser  Bericht  nicht  dem  ganzen  umfangreichen  Werke,  sondern 
nur  einem,  dem  8.  Capitel,  dessen  Ueberschrift  unsere  Entschuldigung 
in  sich  trägt:  ,»Von  dem  Aufenthalte  des  Nicolaus  Copernicus 
in  Bologna. '*  Herr  Malagola  hat,  wie  sich  manche  unserer  Leser 
bei  diesen  Worten  erinnern  werden,  in  einem  Familienarchiv  in  Bologna 
vor  einigen  Jahren  die  Acten  der  deutschen  Nation  der  dortigen  Uni- 
versität aufgefunden  und  in  denselben  den  Namen  des  grossen  Thorner 
Astronomen,  eine  Entdeckung,  welche  damals  bereits  viel  von  sich  reden 
machte,  weil  sie  dem  Streit  über  die  Nationalität,  welcher  die  Familie 
Koppernigk  angehörte,  mit  einem  Schlage  ein  Ende  machte.  Herr 
Malagola  hat  nun  gegenwärtig  seine  Acten  Untersuchungen  abgeschlos- 
sen, aus  welchen  folgende  Punkte  mit  Bestimmtheit  hervorgehen: 

^icolaus  Kopperlingk  aus  Thorn  (das  ist  die  in  die  Bologneser 
Acten   übergegangene  Schreibart  des  Namens)  wurde  in  Bologna   1496 
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eingezeichnet,  muthmasslich  gegen  Anfang  Octoher,  da  in  diesem  Mouat 
das  Universitätsjahr  seinen  Anfang  nahm.  Genau  zwei  Jahre  später 
wurde  auch  AndredsKopperlingk  der  deutschen  Nation  von  Bologna 
eingereiht.  Daraus  folgt,  dass  beide  Brüder  sich  in  Bologna  dem  Sta- 
dium des  I^irchenrechts  widmeten,  da  Studirende  anderer  Wissenschaften 
der  Nation  nicht  angehören  konnten.  Den  Doctorgrad  der  Rechte  hat 
zwar  Nico  laus  erworben,  aber  nicht  in  Bologna,  wahrscheinlich  aus 
dem  Grunde  eine  andere  Hochschule  zur  Erlangung  der  akademischcD 
Würde  wählend»  weil  die  Kosten  in  Bologna  fttr  seine  Verhältnisse  un- 
erschwinglich hoch  waren.  Aus  seinem  Gehalte  als  Canonicus  von  Franen- 
burg,  welchen  er  frühestens  seit  1498  bezog,  scheint  er  auch  die  Studien 
seines  Bruders  Andreas  bestritten  zu  haben,  und  so  begreift  es  sich, 
wenn  ein  Brief  des  Bernh/ird  Scultetus  an  Bischof  Lucas  Watzel- 
rode,  den  Oheim  der  beiden  Brüder,  vom  21.  Octoher  1499  die  jungen 
Leute  als  in  grosser  Geldnoth  befindlich  und  von  Schulden  gedrückt 
„scolarium  more^^  schildert«  Wo  Nico  laus  sich  den  Doctorhut  erwarb, 
wusste  Herr  Malagola  noch  nicht.  Er  schlägt  nur  vor,  in  Rom  und  in 
Ferrara  weitere  Nachforschungen  anzustellen,  ein  Vorschlag,  der,  wenn 
wir  gut  unterrichtet  sind,  inzwischen  zu  wichtigen  Ergebnissen  geführt 
hat.  In  Bologna,  und  zwar  unter  Antonio  Urceo,  begann  Nicolans 
C.  seine  Studien  der  griechischen  Sprache  und  es  ist  gelungen ,  in  hohem 
Grade  wahrscheinlich  zu  machen,  dass  er  dort  mit  den  Briefen  des 
Theophylaktos  Simokattes  bekannt  wurde,  deren  Uebersetzung  er 
1509  herausgab. 

Lehrer  oder  vielmehr  Freund  des  Copernicus  war  bekanntlich  der 
Astronom  Domenico  Maria  Novara,  mit  welchem  er  die  Beobachtung 
vom  9.  März  1497  anstellte,  die  erste,  welche  überhaupt  in  den  Revoln- 
tionen  vorkommt  Auch  über  Novara  hat  Herr  Malagola  Neues  za 
Tage  gefördert,  insbesondere  dessen  Tod  in  der  dritten  Augustwoche 
1504  festgestellt. 

Eine  letzte  Persönlichkeit,  von  welcher  der  Mathematiker  sich  freut, 
in  dem  genannten  Capitel  zu  lesen,  ist  Scipione  del  Ferro,  der  Er- 
finder der  Auflösung  der  kubischen  Gleichung.  Herr  Malagola  bringt 
Actenstücke  zum  Abdrucke,-«  welche  beweisen,  dass  Scipione  del  Ferro 
1496  zum  ersten  Male  Vorlesungen  hielt,  dass  also  Copernicus,  wenn 
er  in  Bologna  überhaupt  mathematische  Vorlesungen  besuchte,  doch  wohl 
wahrscheinlicher  bei  den  älteren  Lehrern,  als  bei  dem  Neuling  gehört 
haben  dürfte.  Andere  Actenstücke  beweisen,  dass  del  Ferro  1526  in 
Venedig  war,  wo  er  am  29.  Octoher  noch  verweilte.  Ein  letztes  Acten- 
stück  vom  16.  November  1526  spricht  von  dem  vor  wenigen  Tagen  er- 
folgten Tode  des  del  Ferro,  welcher  also  in  die  erste  oder  zweite 
Noveniberwoche  1526  zu  setzen  ist.  Cantob. 
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Karl  Friedrioh  Oanss.  Zwölf  Capitel  aus  seinem  Leben  von  Ludwig 
Häbnselmann,  Stadtarchivar  in  Brannschweig.  Leipzig,  bei 
Dnncker  &  Humblot.     1878. 

Die  hundertste  Wiederkehr  des  Geburtstages  des  grossen  Astrono- 
men ,  Mathematikers  und  Physikers  hat  mit  ihrer  Feier  das  Interesse  auch 
an  den  kleinsten  Ereignissen  aus  dem  Leben  und  Wirken  des  Jubilars 
in  erhöhtem  Maasse  wach  gerufen.  Der  Stadtarchivar  von  Braunschweig 
war  mehr,  als  irgend  ein  Anderer  dazu  berufen,  nach  noch  unbekannten 
Einzelheiten  zu  forschen,  welche  die  Familienverhältnisse  von  Gauss 
betreffen ;  er  war  auch  mehr,  als  ein  Anderer  in  der  Lage ,  wirklich  Neues 
zu  finden,  denn  wenn  der  fertige  Gelehrte  Gauss  in  seinen  Schriften, 
in  seinen  Briefwechseln,  in  dem  Gedächtnisse  derer,  die  in  Göttingen 
noch  mit  ihm  verkehren  konnten,  deutlich  lebt,  so  ist  über  das  Werden 
von  Gauss  die  lebende  Erinnerung  durch  die  Länge  der  Zeit,  die  in- 
zwischen verflossen,  ausgeschlossen,  und  Aufzeichnungen  waren  darüber 
nur  wenige  zur  allgemeinen  Kenntniss  gekommen.  Herr  Haenselmann 
hat  in  den  Kirchenbüchern  u.  s.  w.  von  Braunschweig  und  den  umliegen- 
den Ortschaften  genaue  Suche  angestellt  und  das  Ergebniss  seiner  Unter- 
suchungen in  einer  Reihe  von  Zeitungsartikeln-im  „Braunschweiger  Tage- 
blatt*^ niedergelegt.  Es  war  ein  glücklicher  Gedanke,  diese  Artikel  in  einem 
Bändchen  von  106  schön  ausgestatteten  Seiten  auch  dem  grösseren  Leser- 
kreise zu  bieten,  welcher  mit  jener  Zeitung  nicht  bekannt  zu  sein  pflegt.  Wie 
wir  schon  andeuteten,  hat  Herr  Haenselmann  insbesondere  über  die  Fa- 
milienverhältnisse von  Gauss  und  von  den  Personen  in  seiner  Heimath, 
die  zu  ihm  in  näherer  Beziehung  standen,  Auskunft  gesucht  iind  gefun- 
den. Es  bestätigt  sich  vollkommen  die  schon  von«  Sartorius  von 
Woltershausen  hingeworfene  Vermuthung,  die  mütterliche  Familie  von 
G.  sei  es  mehr,  als  die  väterliche  gewesen,  in  welcher  die  Geisteskraft 
ihres  grössten  Sohnes  wurzelte.  Neues  Licht  ist  auch  auf  die  Zeit  der 
Braunschweiger  Gelehrtenthätigkeit  geworfen,  auf  die  Zeit,  während  wel- 
cher die  Disquisitiones  arithmeticae  zum  Drucke  gelangten,  während  wel- 
cher die  Erwerbung  des  Doctorgrades  in  Helmstädt  fällt,  während  wel- 
cher die  Ceresbahn  berechnet  wurde.  Zum  ersten  Male  dürfte  wohl  hier 
bekannt  werden,  dass  der  Plan  gefasst  war,  eine  Sternwarte  in  Braun- 
schweig für  G.  zu  errichten,  als  er  die  Berufung  nach  Petersburg  aus- 
schlug. Seine  Verheirathung  mit  Johanna  Osthoff  bildet  ein  anderes 
anmuthiges  Capitel  der  Ha en seimann* sehen  Veröffentlichung,  welches 
übrigens  früher  als  die  anderen  bekannt  wurde  dadurch,  dass  es  auch 
in  der  Zeitschrift  „Im  neuen  Reiche^*  zum  Abdruck  gelangte,  aus  welcher 
wir  selbst  den  Brief,  in  dem  G.  um  die  Hand  der  Geliebten  anhielt,  in 
einem  Artikel  der  „Allg.  Zeitung**  benutzen  konnten.  Endlich  gehören 
auch   briefliche  Mittheilungen  von  G.  aus  Göttingen,*  an  seine  Freunde 
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in  der  Heimath  gerichtet,  zu  den  fesselnden  Tbeilen  der  wohlgelongenen 
Schrift,  welche  wir  aufrichtig  und  warm  empfehlen  möchten.   ^ 


Hermann  Orassmaniiy  sein  Leben  und  seine  Werke.  Von  Viotob  Schlbgrl. 
Leipzig,  bei  F.  A.  Brockhaas.  1878.  VIII,  82  8. 
Der  Verfasser  beginnt  sein  Vorwort  mit  dem  Satze:  „Die  folgendeD 
Blfttter  sollen  keine  allseitig  erschöpfende  Darstellung  des  Lebens  und 
Wirkens  von  Hermann  Grassmann  geben,  sondern  dasselbe  in  seinen 
Hauptzttgen  verfolgen  und  alles  Dasjenige  umfassen ,  was  für  die  wissen- 
schaftliche Welt  von  Interesse  sein  kann/'  Hat  Herr  Schlegel  nun 
diese  Absicht,  welche  ihn  leitete,  erfüllt?  In  mancher  Beziehung  möcb- 
ten  wir  die  Frage  bejahen ,  in  anderer  wieder  verneinen.  Zu  den  Haupt- 
Zügen  des  Wirkens  eines  Gelehrten  gehören  unbedingt  die  Grundgedan- 
ken seiner  Schriften,  und  diese  suchen  wir  vergeblich  in  der  vor  uns 
liegenden  Darstellung.  Wir  hören  wiederholt,  dass  G.  eine  ganz  neue 
Lehre  geschaffen ,  dass  sie  leider  noch  immer  nicht  zur  allgemeinen  Kennt- 
niss  gediehen  sei,  dass  aus  ihr  als  Folgerung  die  wichtigsten  Sätze  mo- 
derner Algebra  und  Geometrie  sich  ableiten  lassen  —  aber  worin  die 
Lehre  eigentlich  bestehe,  das  erfahren  wir  nicht.  Gerade  Herr  Schlegel 
wäre  aber  gewiss  der  Mann  gewesen,  der  eine  Andeutung,  und  sei  es 
von  gedrängtester  Kürze,  hätte  geben' müssep ,  Herr  Schlegel,  der  mehr 
als  jeder  Andere  in  Grassmann's  Geist  eingedrungen  ist  und  dessen 
Schriften ,  man  möchte  fast  sagen ,  in  die  Sprache  gewohnter  Mathematik 
zu  übersetzen  wusste.  Dieser  allgemeinen  Bemängelung  müssen  wir  ein 
ebenso  allgemeines  Lob  gegenüberstellen.  Wenn  uns  auch  nicht  gesagt 
wird,  was  die  Ausdehnungslel^re  sei,  so  wird  uns  dafür  in  so  warmer, 
begeisterter  Weise  deren  Trefflichkeit  geschildert,  dass  gewiss  kein  Leser 
dieser  Brochure  es  vernachlässigen  wird,  sich  nachträglich,  so  genau  es 
immer  gelingen  will,  mit  den  G.*schen  Schriften  bekannt  zu  machen,  und 
auch  dieses  bewirkt  zu  haben,  ist  ein  Verdienst  eines  Biographen.  Von 
Einzelheiten,  die  uns  besonders  aufgefallen  sind,  möchten  wir  auf  die 
Darstellung  der  Beziehungen  Hermann  HankeTs  zu  G.  (S.  53)  und 
auf  die  des  eigenthümlichen  Benehmens  von  Cauchj  (S.  38)  aufmerke 
sam  machen.  De  Saint-Venant  veröffentlichte  1845  in  den  Comptes 
renäus  der  Pariser  Akademie  eine  geometrische  Multiplication  der  Strecken, 
welche  mit  der  von  G.  in  der  Ausdehnungslebre  von  1844  vorgetragenen 
wesentlich  identisch  war.  An  der  Selbstständigkeit  des  französischen 
Gelehrten  ist  nicht  einen  Augenblick  zu  zweifeln.  Einen  Zweifel  hatte 
auch  G.  nicht,  schickte  jedoch  zwei  Exemplare  seines  Buches  an  Cauchj 
mit  der  Bitte,  eines  derselben  De  Saint-Venant  zuzuwenden.  Caucby 
vergase   die  Besorgung,    wie   es  scheint,    was   ihn   aber  nicht  hinderte, 
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sieben  Jahre  später  (Compies  rendus  XXXVl)  eine  Methode  der  Auflösung 
algebraischer  Gleichungen  mit  Hilfe  der  clefs  algebriques  zu  veröffent- 
lichen, die  mit  einzelnen  Theilen  des  O/schen  Buches  die  entschiedenste 
Aehnlichkeit  besitzt.  Genannt  war  aber  G.  nicht  in  Cauchj's  Auf- 
sätzen. G.  reclamirte  bei  der  Pariser  Akademie.  Seine  Verwahrung 
wurde  einer  Commission  überwiesen  und  ein  Bericht  dieser  Commission 
ist  niemals  erschienen.  CANTon 


Kepler  alt  Beformator  der  Astronomie»  von  Bobbrt  Billwillbr.  Neu- 
jahrsblatt, herausgegeben  von  der  Naturforschenden  Gesellschaft 
zu  Zürich  auf  das  Jahr  1878.  4^.  24  S.  mit  einer  Figuren tafel. 
Der  Verfasser  dieser  kleinen  Abhandlung,  Adjunct  der  Sternwarte 
und  Vorstand  der  meteorologischen  Centralanstalt  in  Zürich,  den  Histo- 
rikern der  ezacten  Wissenschaften  seither  namentlich  durch  die  anerken- 
nenden Worte  empfohlen,  welche  Professor  Budolf  Wolf  ihm  in  der 
Vorrede  zur  Greschichte  der  Astronomie  als  seinem  Mitarbeiter  widmet, 
bat  nunmehr  auch  ein  eigenes  geschichtliches  Schriftchen  veröffentlicht. 
Ueber  Kepler  war  zwar  schon  Vieles  und  Gutes  geschrieben.  Es  giebt 
eine  ganze  Kepler  -  Literatur,  unter  welcher  die  Einleitungen  und  zahl- 
reichen Anmerkungen,  mit  welchen  Frisch  die  von  ihm  besorgte  Ge- 
sammtausgabe  von  K  epl er' s  Werken  bereicherte,  eine  rühmlichste  Stel- 
lung einnehmen.  Andere  Schriften  sind  volksthümlicher  abgefasst  und 
zeigen  in  deutschem  schönen  Sprachgewande  soviel  als  möglich  ohne 
Benutzung  mathematischer  Kunstausdrücke  nicht  blos,  was  Kepler  zur 
Beform  der  Sternkunde  geleistet,  sondern  wie  er  es  geleistet  hat.  So 
hat  insbesondere  Ernst  Friedrich  Apelt  in  seinem  Buche  von 
1849:  „Johann  Kepler*s  astronomische  Weltansicht'S  seinen  Hel- 
den als  Vereiniger  zweier  gar  verschiedenen  Geistesgaben  hinzustellen 
gewusst,  als  unermüdlichen  Bechner,  als  phantasievollen  Propheten  der 
Naturforschung.  Es  war  zu  diesem  Zwecke  notl^endig,  alle  jene  Bech- 
nungen  als  im  Dienste  der  Idee  stehend  erkennen  zu  lassen  und  den 
Mathematiker  Kepler,  so  ungeheure  Anrechte  er  auf  ewiges  Gedächtniss 
sich  erwarb,  einen  Augenblick  über  den  Physiker  Kepler  zu  vergessen. 
Herr  Billwiller  ist  mit  Glück  in  Apelt's  Fusstapfen  getreten,  und 
je  weniger  das  genannte  Buch  von  1849  gekannt  zu  sein  scheint  (auch 
Beferent  wurde  auf  dasselbe  erst  aufmerksam  gemacht,  nachdem  er  die 
Bill  will  er' sehe  Abhandlung  längst  gelesen  hatte),  um  so  i||^itere  Ver- 
breitung verdient  das  Neujahrsblatt  der  Züricher  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft. Cahtob. 
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Oeiehichte  der  Hageltheorien,    von   Oberlehrer  Dr.  Th.  Baurmbister. 

Programm  des  königl.  Gymnasiums  zu  Glückstadt  für  1877.     4^. 

39  S. 
Wir  beförchten  nicht,  den  Widersprach  der  Fachmänner  hcrvorzn- 
rnfen,  wenn  wir  nnter  den  Naturwissenschaften  die  Meteorologie  als  die 
noch  unfertigste  bezeichnen,  in  welcher  man  noch  keineswegs  festen 
Boden  gewonnen  hat.  Noch  immer  handelt  es  sich  in  ihr  der  Haupt- 
sache nach  um  Ansammlung  von  Thatsachen,  und  diejenigen  meteorolo- 
gischen Gesetze,  welche  wirklich  als  Gesetze  sich  bewahrheitet  haben  und 
nicht  durch  die  Erfahrungen  des  nächsten  Jahrzehnt  nach  ihrer  Aufstel- 
lung widerlegt  worden  sind,  müssen  doch  nur  als  Aussprüche  von  Er- 
scheinungsgnippen  yerstanden  werden,  während  sie  eine  Theorie  der 
Entstehung  dieser  Erscheinungen  kaum  in  beschränktestem  und  bestrit- 
tenstem  Sinne  lieferten.  Unter  den  meteorologischen  Theorien  ist  aber 
die  des  Hagels  selbst  wieder  eine  der  unsichersten.  Es  hagelten  solche 
Theorien,  möchten  wir  kalauern,  und  wenn  zur  Bildung  einer  richtigen 
Anschauung  es  vor  allen  Dingen  nothwendig  ist,  die  falschen  su  kennen, 
sei  es,  um  nicht  in  alte  Irrthümer  neu  zu  verfallen,  sei  es,  um  sich  be- 
wusst  zu  bleiben,  welche  Erscheinungen  durch  die  Theorie  erklärt  wer- 
den müssen,  so  hat  Herr  Baurmeister  entschieden  eine  verdienstliche 
Arbeit  unternommen,  indem  er  in  dem  uns  vorliegenden  Programm  zuerst 
das  zusammenstellte,  was  man  von  Eigenschaften  des  Hagels,  von  den 
Hagelwetter  begleitenden  atmosphärischen  Störungen  weiss,  und  hierauf 
eine  Uebersicht  der  einander  vielfach  entgegengesetzten  Entatehungs- 
meinungen  des  Hagels  knüpfte.  Zum  Schluss  kommt  er  wieder  auf  die 
in  der  ersten  Abtheilung  besprochenen  Dinge  insofern  zurück,  als  er 
das  Beobachtungsmaterial  für  vorläufig  noch  zu  gering  oder  doch  zu  un- 
geordnet erklärt,  um  eine  gründliche  kritische  Beurtheilung  der  verschie- 
denartigen Theorien  zu  ermöglichen.  Er  bittet,  ihm  zu  diesem  Zwecke 
jede  Interesse  erregende  Erfahrung  über  Hagelfälle,  über  die  Wolken- 
formen, die  Windrichtungen  während  des  Verlaufes,  über  die  Luftelek- 
tricität  bei  Hagelwettern ,  über  deren  topographische  Verbreitung  u.  s.  w. 
zukommen  zu  lassen.  Wir  glauben  dem  Verfasser  uns  freundlich  zu  er- 
weisen, wenn  wir  zur  Verbreitung  seines  Wunsches  durch  dieses  kurze 
Referat  nach  Kräften  beizutragen  suchen.  Cantor 


Algebraiilftie  Analysis,  von  Karl  Hattendorff.     Mit  11  Holzschnitten. 

XII,  298  S.     Hannover,  Cari  Rümpler.     1877. 

Eni  er' s  Introductio  in  analysis  infinitorum  erschien  1748,  Cauchj's- 

Analyse  algebrique   1821.     Das  erstgenannte  Werk  gab   der  Hauptsache 

nach   den  Inhalt,  das  zweite   die  Form  und  den  Namen  für  ein  Gebiet 
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matbematiscber  Forschung,  dessen  genaue  Begrenzung  schwierig,  wenn 
nicht  unmöglich  ist.     Vorlesungen  «über  algebraische  Anaijsis  und  Bücher 

.  über  dieselbe  werden  in  einigen  Haupttheilen  sich  natürlich  stets  gleichen. 
Ueberall  wird  man  die  Lehre  von  den  Reihen,  ihrer  Convergenz  und 
Divergenz  vorgetragen  finden,  überall  die  wichtigsten  Beispiele  solcher 
Reihen,  deren  Entwickelung  selbst  einen  Theil  der  algebraischen  Ana- 
lysis  ausmacht.  Aber  andere  Untersuchnngsgegenstande  werden  bei  dem 
einen  Schriftsteller  vorkommen,  bei  dem  andern  fehlen,  ohne  dass  man 
dem  Einen  daraus  ein  Lob,  dem  Andern  einen  Tadel  begründen  könnte, 
so  verschwimmend  sind  die  Grenzen.  Gerade  diese  Unbestimmtheit  und 
die  mit  ihr  gleichlaufende  Verschiedenheit  der  Entwickelungsmeth(»den, 
welche  heutzutage  freilich  in  einzelnen  Punkten  stets  als  die  Methoden 
Cauchj's  erkannt  werden,  aber  in  anderen  Einzelheiten  wieder  einen 
weiten  Spielraum  zulassen,  in  welchem  pers()nl]cher  Scharfsinn  sich  tum- 
meln kann,  bilden  das  Interessante  an  den  verhältnissmAssig  vielen  Schrif- 
ten über  algebraische  Analjsis,  welche  der  Buchhandel  dem  Leser  zur 
Auswahl  stellt.  Herr  Hatten dor ff  hat  in  dem  uns  vorliegenden  Bande 
diejenigen  Gegenstände  behandelt,  welche  er  der  algebraischen  Analjsis 
zurechnet,  und  in  der  Weise,  wie  er  sie  an  dem  Polytechnikum  in 
Aachen  vorzutragen  pflegt.  Seine  Beweisführungen  sind  oftmals  ihm 
eigenthümlich  und  dem  Verlangen  nach  Strenge,  soweit  wir  sehen  kön- 
nen, entsprechend.  Fehler,  wie  solche  in  §63,  Formel  11  und  12  vor- 
kommen, wo  in  den  letzten  Gliedern  rechts  vom  Gleichheitszeichen  der 
Factor  ^  weggelassen  ist,  hätten  freilich  vermieden  werden  müssen.  Die 
scharfe  Sonderung  in  zwei  Hauptabtheilungen,  deren  erste  der  Analysis 
der  reellen  Zahlen,  die  zweite  der  Analysis  der  complezen  Zahlen  ge- 
widmet ist,  dürfte  sich  als  sehr  zweckmässig  erweisen,  wenn  gleich  eine 
ähnliche  Vertheilung  der  Gegenstände  nur  ohne  Aufführung  einer  beson- 

^  deren  Scheidewand,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  fast  in  allen  Werken 
über  algebraische  Analysis  sich  eingebürgert  hat.  Die  Form  ist  gerade 
hier  wichtiger,  als  man  oft  meint.  Cantob. 


Dia  Bestimmung  und  Ausgleichung  der  aus  Beobachtungen  abgeleiteten 
Wahrscheinliehkeiten.     Von  Wilhelm  Lazarus  in  Hamburg.     4^. 
21  S.     Separatabdruck  aus  dem  Berichte  der  Mathematischen  Ge- 
sellschaft in  Hamburg  1878. 
DerVeifasser  dieser  kleinen  Schrift,  welcher  auf  dem  Versicherungs- 
gebiete sich  längst  einen  Namen  gemacht  hat,  sucht  hier  ein  Problem 
der  Lösung  näher  zu  bringen,  dessen  Schwierigkeit  schon  lange  von  den 
betreffenden  Technikern  empfunden  wird.     Bekannt  sind  seit  Jahren  die 
Methoden ,  durch  welche  man  aus  einem  ^^egebenen  Beobachtungsmaterial 
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eine  Sterblicfakeitstafel  hersnstellen  hat,  und  wenn  anch  in  der  ttosseren 
Anordnung  der  Rechnung  Verschiedenheiten  möglich  sind,  so  bleibt  doch 
die  theoretische  Omndlage  derselben  unabänderlich  und  eine  und  die-, 
selbe.  Nun  hat  sich  aber  in  den  bisher  zur  Ausführung  gekommenen 
Fällen  regelmässig  die  Erscheinung  dargeboten,  dass  die  aus  einer  sol- 
chen Rechnung  hervorgegangenen  Werthe  der  Sterbenswahrseheinlichkei- 
ten  (d.  h.  der  Wahrscheinlichkeiten ,  binnen  Jahresfrist  zu  sterben)  Air  die 
successiven  Lebensalter  keineswegs  eine  besonders  regelmässige  Reihe 
bildeten,  sondern  in  ihren  Differenzen  Sprünge  zeigten,  die  man  nicht 
als  in  der  Natur  der  Sache  begründet  anerkennen  konnte.  So  wenn  z.  B. 
eine  Rechnung  ergab,  dass  (wir  nehmen  den  Fall  aus  der  Wirklichkeit) 
die  Sterbenswahrscheinlichkeit 

einer  24jährigen  Person  c=  0,01012, 

„      25'  „       =0,00268, 

„      26  „      =0,00788 

sein  soll,  musste  man  gewiss  stutzig  werden;  denn  es  ist  von  vornherein 
gar  kein  Grund  abzusehen,  weshalb  dem  Lebensalter  von  25  Jahren  eine 
so  sehr  viel  kleinere  Sterblichkeit  zukommen  sollte,  als  den  beiderseits 
benachbarten  Lebensaltern  von  24  und  26  Jahren,  während  man  im 
Oegentheil  alle  drei  nahe,  d.  h.  bis  auf  geringe  Differenzen,  gleich  gross 
hätte  erwarten  sollen.  Man  musste  offenbar  in  jedem  Falle,  wo  solche 
Irregularitäten  eintraten,  zu  der  Annahme  g<)langen,  dass  die  Zahl  der 
Beobachtungen  noch  nicht  gross  genug  gewesen  sei,  um  das  Gesetz  der 
grossen  Zahlen  zu  eiber  vollen  sichtbaren  Wirkung  kommen  zu  lassen. 
Da  man  es  aber  nicht  immer  in  seiner  Gewalt  hat,  das  Beobacbtungs- 
material  beliebig  zu  vergrössem,  so  entstand  daneben  noch  immer  die 
Frage,  ob  sich  nicht  ein  Ausgleichungeverfahren  angeben  lasse,  um  die 
auch  aus  einem  geringeren  Beobachtungsmaterial  hervorgegangenen  Werihe 
der  successiven  Sterbenswahrscheinlichkeiten  in  eine  annehmlichere  und^ 
befriedigendere  Reihe  umzuwandeln,  und  dieses  eben  ist  das  oben  be- 
zeichnete Problem,  welches  bis  jetzt  eine  genügende  Lösung  nicht  ge- 
funden hat. 

Die  erste  Hälfte  der  vorliegenden  Schrift  beschäftigt  sich  mit  den 
beiden  Fundamentalaufgaben:  Aus  einer  gegebenen  Sterbenswahrschein- 
lichkeit den  wahrscheinlichsten  Werth  der  binnen  Jahresfrist  Sterbenden 
und  dessen  mittleren  Fehler  —  und  umgekehrt  aus  einem  gegebenen 
Beobachtungsmaterial  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Sterbenswahr- 
scheinlichkeit und  dessen  mittleren  Fehler  zu  finden.  Sie  bewegt  sich 
damit  auf  bekanntem  Boden;  denn  diese  Untersuchungen  sind  bereits 
anderweit  gegeben ,  sie  kommen  zuletzt  auf  Entwickelungen  hinaus,  welche 
La  place  in  der  Theorie  analyiique  des  probabililes  angestellt  hat,  der  nur 
den  Begriff  des  mittleren  Fehlers,"  welchen  erst  Gauss  aufgestellt  hat, 
noch  nicht  hatte.    Der  Verfasser  reproduoirt  diese  Untersuchungen  in  einer 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Beeensionen.  179 


*^S^^M>^VWV*^/VS^'%^^WWWs/>^*^*^VN^^^^<<<%^\^»/Vw^»v^so^s<\*^^. 


durcbans  ansprechenden  Weise  und  gebraneht  dieselben  als  Unterlage  für 
die  weiter  daran  zn  knüpfenden  Folgerungen. 

Uebergebend  zn  dem  eigentlichen  Zwecke  der  Schrift,  stellt  der  Ver- 
fasser nan  zunächst  die  Forderung  auf,  dass,  wenn  von  einer  Ausgleich- 
ung der  aus  einem  gegebenen  Beobaehtungsmaterial  heryorgegangenen 
und  an  sich  von  einander  unabhängigen  Sterbenswahrscheinlichkeiten  die 
Bede  sein  soll,  dazu  vor  allen  Dingen  das  Vorhandensein  gewisser  Be- 
dingungen nöthig  werde,  die  diese  Sterbenswahrscheinlichkeiten  unter 
einander  verknüpfen.  Wo  solche  Bedingungen  fehlen,  da  sei  kein  Grund 
vorhanden,  etwa  vorkommende  Unregelmässigkeiten  zu  beanstanden  und 
die  gefundenen  Werthe  zu  verändern.  Diese  Forderung  erscheint  so 
selbstverständlich,  dass  wir  dabei  nicht  verweilen  wollen.  Weiter  führt 
er  aus,  dass  die  gedachten  Werthe  am  vollständigsten  unter  einander 
verknüpft  erscheinen,  wenn  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  als  eine  der 
Form  nach  bekannte  Function  des  Lebensalters  definirt  wird,  und  auf 
dieser  Grundlage  liefert  er  sodann  eine  Entwickelung,  die  zur  Bestim- 
mung der  unbekannten  Constanten  der  gedachten  Function  schliesslich 
bei  dem  bekannten  Gleichungensystem  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate anlangt.  Dieser  Erfolg  war  offenbar  vorauszusehen ;  denn  wer  sähe 
nicht,  dass  hier  unmittelbar  eine  Aufgabe  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  vorliegt?  Gegeben  sind  gewisse  Werthe  (hier  Sterbens  Wahr- 
scheinlichkeiten) mit  ihren  Gewichten  (hier  mittleren  Fehlem),  diese 
Werthe  sollen  einer  gewissen  Function  mit  vorläufig  unbekannten  Con- 
stanten Genüge  leisten:  das  ist  doch  offenbar  nichts  Anderes,  als  eine 
Aufgabe,  welche  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unterliegt.  Diese 
ganze  Entwickelung  des  Verfassers  wäre  also  im  Grunde  überflüssig  ge- 
wesen; sie  enthält  in  der  That  die  Begründung  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate,  soweit  solche  für  diesen  speciellen  Fall  in  Betracht 
kommt,  implicite  in  sich.  Auffallend  ist  uns  dabei  nur  gewesen,  dass 
der  Verfasser  seine  Entwickelung  höher  stellt,  als  wenn  er  unmittelbar 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  angewandt  hätte.  Er  erklärt,  seine 
Endgleichungen  gefunden  zu  haben,  „ohne  von  irgend  einer  Hypothese 
Gebrauch  zu  machen ,  wie  das  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht 
vermeiden  kann'^  Hier  liegt  wohl  ein  Missverständniss  zum  Grunde. 
Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (in  der  älteren  Darstellung  dersel- 
ben, wie  sie  Gauss  in  der  Theoria  moius  corp,  coeL  gegeben  hat)  beruht 
allerdings  auf  der  Hypothese,  dass,  um  die  Sache  kurz  auszudrücken, 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  x  der  Function  ß~*'''  proportional 
sei.  Nun  hat  aber  der  Verfasser  selbst  bewiesen,  dass  diese  Bedingung 
im  vorliegenden  Falle  erfüllt  ist,  also  findet  hier  doch  offenbar  bei  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  eine  Hypothese  nicht  mehr 
statt ,  die  Hypothese  ist  Wirklichkeit  geworden  und  Alles  ist  in  Ordnung. 
Da^   von  dem  Verfasser  nebenher  noch  angeführte  Argument,   dass  die 
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Gewichte  der  zu  findenden  Wahrscheinlichkeiten  noch  von  den  anbekann- 
ten Wertben  derselben  abhängig  seien,  ist  dabei  von  keinem  Belang  and 
findet  dnrch  Anwendung  der  Methode  von  selbst  seine  Erledigang. 

Wenn  nach  dem  Gesagten  fQr  unser  in  Rede  stehendes  Problem  die 
Forderung  gestellt  wird,  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  als  eine  der  Form 
nach  bekannte  Function  des  Lebensalters  auszudrücken,  so  muss  freilich 
weiter  hinzugefügt  werden,  dass  eine  solche  Function  leider  zur  Zeit 
nicht  existirt.  Alle  die  zahlreichen  bisher  unternommenen  Versuche,  die 
Sterblichkeit  in  ihrer  Abhängigkeit  vom  Lebensalter  durch  eine  Function 
darzustellen,  müssen  durchaus  als  gescheitert  angesehen  werden,  und  der 
glückliche  Augenblick,  welcher  den  grossen  Kepler  bei  seiner  Unter- 
suchung der  Marsbeobachtungen  auf  die  Ellipse  führte,  ist  für  unsem 
Fall  noch  nicht  dagewesen.  Wohl  hat  uns  die  Schrift  den  Eindruck  ge- 
macht, als  ob  der  Verfasser  vielleicht  eine  solche  Function  in  petto  habe. 
So  lange  diese  aber  nicht  bekannt  ist,  kommen  wir  in  der  That  nicht 
weiter  und  bleiben  nur  auf  die  blosse  Andeutung  des  einzuschlagenden 
Weges  beschränkt.  Nichtsdestoweniger  aber  müssen  wir  der  Schrift  das 
grosse  Verdienst  zusprechen,  dass  sie  zur  Klärung  der  in  Rede  stehen- 
den Fragen  einen  wesentlichen  Beitrag  liefert  und  deshalb  dem  künftigen 
Fortschreiten  auf  diesem  Gebiete  erspriessliche  Dienste  leisten  wird. 

Hannover.  Th.  Wittstbin. 


La    teoria   delle  ombre  e  del  chiaroscuro,    ad  uso   della   universitär 
delle  scuole  cfapplicazione  per  gli  Ingegneri,   delle  accademie  miliiari, 
degli  instituti  tecnicij   degli  Ingegneri,   architetti  e  designaiori  delTIng, 
Domenico  Tessari.     Torino  1878.     Fascicolo  L 
Der  Verfasser,   Professor  der  Anwendungen  der  darstellenden  Geo- 
metrie an  dem  königl.  italienischen  Museum  der  Industrie  in  Turin,  sagt 
in   der  Ankündigung,  dass  Italien   schon   seit  vielen  Jahren  keine  Ori- 
ginalarbeit  über  die  Anwendungen   der  darstellenden  Geometrie  hervor- 
gebracht habe  und  dass   es  nan   für  dasselbe  Zeit  sei,    auch  in  diesen 
Wissenschaften  in  den   edeln  Wettstreit   mit  den   übrigen  civilisirtesten 
Nationen  einzutreten.     Die  Regierung  habe  in  allen  Ingenieurschulen  des 
Königreichs  einen  Lehrstuhl  für  das  bezeichnete  Gebiet  errichtet;  es  fehle 
aber  an  Lehrbüchern,  die  auf  der  Höhe  der  Zeit  ständen,  und  der  Ver- 
fasser fühle  sich   angeregt,   nach  seinen  Kräften   diese  beklagenswerthe 
Lücke  auszufüllei^.     So  legt  er  jetzt  die  erste  des  auf  zwei  Lieferungen 
berechneten  Werkes  über  die  Anwendung  anf  die  Beleuchtungslehre  vor. 
Die  darstellende  Geometrie,  als  besonderer  Wissenszweig  von  Monge 
gleichzeitig   mit   der  polytechnischen   Schule  (1794)   in  Paris   ins  Leben 
gerufen,  ist  in  ihrer  Entwickelung  an  diese  Anstalten  geknüpft.     Zuerst 
allein  von  Frankreich  gepflegt,  wurde  sie  seit  dem  etwas  mehr  als  50jähri- 
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gen  Bestehen  der  polytechnischen  Schulen  in  Deutschland  auch  bei  uns 
gefordert,  während  Italien  erst  in  neuerer  Zeit  derartige  Schulen  und 
zugleich  Albeiter  in  der  darstellenden  Geometrie  (Bellavitis)  erhielt, 
England  aber  ohne  solche  Anstalten  auch  dieses  Wissensgebiet  noch  nicht 
pflegte.  Wir  können  mit  Freuden  die  hochbegabte  italienische  Nation 
auf  dem  Felde  dieser  Arbeit  begrüssen. 

Das  vorliegende  Lehrbuch,  soweit  es  bis  jetzt  erschienen  ist,  ent- 
hält eine  klare  Darstellung  des  behandelten  Stoffes  mit  Berücksichtigung 
der  neueren  Forschungen,  ohne  gerade  selbst  Neues  zuzufügen.  Die 
benutzten  Sätze  der  darstellenden  Geometrie  sind  nochmals  auseinander- 
gesetzt, wie  es  bei  einem  Docenten  begreiflich  ist,  der  nur  die  Anwen- 
dungen dieser  Wissenschaft  zu  lehren  hat.  Die  Darstellung  ist  etwas 
breit,  was  besonders  im  Gegensatze  zu  der  in  deutschen  Werken  an- 
gestrebten Kürze  auffällt.  Möglichste  Kürze  wirkt  angenehm  und  er- 
weckend, so  lange  sie  nicht,  besonders  durch  Hereinschachteln  zu  vielen 
Stoffes  in  einen  einzigen  Satz  ein  wiederholtes  Lesen  nothwendig  macht 
und  dadurch  wieder  einen  grösseren  Zeitaufwand  verlangt.  Das  vor- 
liegende Werk  aber  könnte  durch  Kürzung,  besonders  in  der  so  leicht 
ermüdend  wirkenden  Beschreibung  der  Coustructionen ,  wesentlich  ge- 
winnen. Die  klare  und  geordnete  Darstellung  der  verschiedenen  Metho- 
den ist  dagegen  sehr  anzuerkennen. 

Geben  wir  nun  eine  Uebersicht  des  Inhaltes.  Im  ersten  Capitel  wer- 
den die  allgemeinen  Begriffe  des  Lichtstrahlenbüschels,  der  beleuch- 
teten und  beschatteten  Oberflächen theile  eines  Körpers,  des  Eigen-  und 
Schlagschattens,  der  Licht-  und  Schattengrenze  (separatrice),  des  Schat- 
tenkegels und  Cylinders,  des  vollen  und  Halbschattens  u.  s.  w.  gegeben 
und  die  Parallelbeleuchtung  als  die  vorzugsweise  zu  behandelnde  be- 
zeichnet. Der  erste  Theil  soll  von  den  Grenzlinien  der  Beleuchtung, 
der  zweite,  noch  nicht  erschienene,  von  den  Abstufungen  der  Beleuch- 
tung handeln.  Das  zweite  Capitel  handelt  von  dem  Schatten  der 
Punkte  auf  die  Projectionsebenen,  auf  eine  beliebige  Ebene,  auf  ein 
Polyeder,  auf  einen  Kegel  und  Cylinder,  auf  eine  Kugel  und  auf  eine 
beliebige  Umdrehungsfläche.  Im  dritten  Capitel  über  den  Schatten 
von  Geraden  wird  dieser  einerseits  als  der  nützliche  Theil  des  Schnit- 
tes der  durch  die  Gerade  gehenden  Schattenebene  mit  der  Oberfläche  des 
beschatteten  Körpers,  andererseits  als  der  Ort  der  Schatten  aller  Punkte 
der  Geraden  bezeichnet.  Es  wird  dann  der  Schatten  der  Geraden  auf 
die  Projectionsebenen,  auf  eine  beliebige  Ebene,  auf  ein  Polyeder,  eine 
Treppe,  anf  eine  Kegelfläche,  auf  eine  Kugel,  auf  eine  beliebige  Um- 
drehungsfläche bestimmt  und  stets  eine  Tangente  des  Schattens  construirt. 
Im  vierten  Capitel  über  den  Schatten  von  Polygonen  und  Cur- 
ven  wird  zuerst  der  Schatten  eines  ebenen  Polygons  auf  die  Projections- 
ebenen bestimmt  und  ihre  Affinität  unter  einander,  sowie  die  eine£t  jeden  , 
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mit  der  gleichnamigen  Projection  des  Polygons  nachgewiesen.  Dann  wird 
der  Schatten  einer'  Curve  nnd  seine  Tangente  constrtiirt,  insbesondere 
eines  Kreises  aaf  die  Projectionsebenen  unter  Bestimmung  der  Azen  der 
Schattenellipse,  der  Schatten  einer  ebenen  Gurre  auf  eine  Projections- 
ebene  unter  Benutzung  der  Affinität,  und  zuletzt  der  Schatten  einer 
cylindrischen  Schraubenlinie  auf  eine  zu  ihrer  Axe  senkrechte  Ebene, 
welcher  sich  als  eine  verlängerte ,  oder  eine  gemeine ,  oder  eine  Terkfirzte 
Cykloide  ergiebt.  Im  fünften  Capitel  über  den  Schatten  der  Po- 
lyeder wird  deren  Licht-  und  Schatten  grenze  ohne  Hilfe  des  Schlag- 
schattens, sondern  mittelst  der  Schnittfiguren  mit  projicirenden  Ebenen 
von  Lichtstrahlen  bestimmt.  Es  werden  dann  die  Schatten  auf  die  Pro- 
jectionsebenen  construirt  von  einem  regelmässigen  Dodekaeder,  einem 
Prisma,  einer  Pyramide  und  von  diesen  beiden  auf  einander,  von  einer 
Treppenwand  auf  eine  Treppe,  einem  Schornstein  auf  ein  Dach  und  von 
einer  Deckplatte  auf  einen  Cy linder,  wobei  die  Methode  der  Hilfsebenen 
durch  die  Lichtstrahlen,  der  Profilebenen  und  der  Schattenbeatimmnng 
von  einer  Linie  auf  eine  Linie  vermittelst  der  Schlagschatten  beider  an- 
gewendet sind. 

Im  sechsten  Capitel  über  den  Schatten  krummer  Flächen  im 
Allgemeinen  werden  fünf  Methoden  zu  seiner  Bestimmung  unterschie- 
den :  die  der  schneidenden  (durch  die  Lichtstrahlen  gelegten)  Hilfsebenen, 
die  der  berührenden  (durch  den  leuchtenden  Punkt  gehenden)  Ebenen, 
die  der  eingehüllten  Flächen  (deren  Licht-  und  Schattengrenze  die  Cha- 
rakteristik in  Punkten  der  gesuchten  Licht-  und  Schattengrenze  schnei- 
det) ,  die  der  Schlagschatten  der  Erzeugenden  der  krummen  Fläche  (deren 
Einhüllende  die  Schlagschattengrenz&  ist),  die  auf  ihre  zum  Voraus  be- 
kannte Gestalt  gegründete  (Kegelschnitt  bei  Flächen  zweiter  Ordnung). 
Zur  Bestimmung  der  Tangente  der  Eigeuschattengrenze  in  einem  ihrer 
Punkte  ist  dann  der  Satz  D  u  p  i  n '  s  über  die  Indicatrix  angeführt ,  in  wel- 
cher der  Lichtstrahl  und  jene  Tangente  conjugirte  Durchmesser  bilden. 
Zuletzt  sind  einige  Hilfssätze  über  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnung  und  ihr  mögliches  Zerfallen  in  zwei  Kegelschnitte  angeführt. 
Das  siebente  Capitel  über  den  Schatten  von  abwickelbaren  Flä- 
chen behandelt  den  Schatten  eines  Cy  linders  und  eines  Kegels,  voll 
oder  hohl,  und  unter  verschiedenen  Annahmen  auf  die  Projectionsebenen 
und  von  solchen  Körpern  auf  einander,  sowie  den  Schatten  einer  Bösch- 
ung, welche  durch  eine  Fläche  von  gleichförmiger  Neigung  gebildet  ist 
Im  achten  Capitel  über  den  Schatten  der  Kugel  und  des  Ellip* 
soids  werden  deren  Schattengrenzen  von  bekannter  Gestalt  auf  verschie- 
dene einfache  Weisen  construirt;  es  wird,  der  Schatten  einer  Kugel  auf 
einen  Kegel ,  derjenige  in  einer  kugelförmigen  Nische  und  in  einer  kugel- 
förmigen, mit  einer  cylindrischen  Oeffhung  versehenen  Kuppel  bestimmt, 
jedesmal  mit  Beachtung  der  ausgezeichneten  Punkte.     Im  neunten  Capitel 
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über  den  Schatten  von  ümdrehungsflftdien  wird  die  Methode 
der  eingehüllten  Flächen  angewendet,  und  zwar  die  der  eingehüllten 
Kegel,  Cylinder  and  Engeln  anf  das  ümdrehnngsellipBoid ,  das  ein- 
schalige Hyperboloid  und  das  Paraboloid.  Sodann  wird  der  Schatten 
einer  Flftche  mit  nur  durch  Zeichnung  gegebenem  Meridiane  vermittelst 
der  Schlagschatten  der  Parallelkreise  bestimmt.  Darauf  wird  der  Satz 
von  Dunesme  bewiesen,  dass  die  Grenze  des  Schlagschattens  einer 
UmdrehungsflSche  auf  eine  zur  ümdrehungsaxe  senkrechte  Ebene  zur 
Evolute  hat  den  Umriss  des  Schlagschattens  eines  Conoids,  erzeugt  von 
einer  Geraden,  welche  auf  der  Axe  und  auf  der  Eigenschattengrenze  der 
Umdrehungsfl&che  hingleitet  und  immer  senkrecht  auf  der  Axe  bleibt. 
Sodann  wird  die  Eigenschattengrenze  eines  Kreisringes  durch  Verschie- 
bung seiner  Meridiane  in  den  Mittelpunkt  der  Fläche ,  wo  sie  eine  Kugel 
mit  ihrer  Schattengrenze  bilden,  bestimmt. 

Hier  endigt  der  erschienene  Theil  des  Werkes,  dessen  Fortsetzung 
man  mit  Vergnügen  entgegensehen  darf.  q^^^^  Wiener. 


Mafhemittisohe  Modelle »  ausgeführt  im  mathem.  Institut  des  königl.  Poly- 
technikums  zu   München.     Abth.  I  unter  Leitung  von  Prof.  Dr. 
Klbin  ,  Abth.  II  unter  Leitung  von  Prof.  Dr.  Brill.     Verlag  von 
L.  Brill,  Darmstadt. 
Auf  die  erste  Serie  geometrischer  Gypsmodelle ,  welche  wir  in  dieser 
Zeitschrift,  Jahrg.  XXII  besprochen  haben,   ist  rasch  eine  zweite  Serie 
gefolgt.     Im  Zusammenhalt  mit  neueren  Literaturerscheinungen  und  mit 
dem  Umstände,  dass  auch  im  Auslande  in  neuester  Zeit  eine  Reibe  von 
Modellen,   von   abwickelbaren  Flächen  etc.   erschienen  sind,   dürfen  wir 
hieraus   schliessen,   dass  nach   einer  längeren  Periode  abstract- geometri- 
scher Betrachtung  nun    das  Bedürfniss   nach  Veranschaulichung,   sowohl 
in  der  Forschung,  als  im  Unterricht,  stark  im  Wachsen  begriffen  ist.    Die 
neue   Sammlung  beweist  wieder  durch   die  Auswahl   ihrer  Objecte,   mit 
denen  sie  in  sehr  verschiedene  Gebiete  neuerer  Forschung  eingreift,  den 
wissenschaftlichen  Standpunkt  des  Unternehmens.     Ich  bespreche  zuerst 
die  zweite  Abtheilung,  welche  sich  an  die  frühere  Serie  anschliesst. 
IX.  Rotationsfläche    von    constantem    negativem  Krüm- 

mungsmass,  Kegeltypus.  Von  J.  Bacharach. 
X.  Desgl.,  Hyperboloidtypus.  Von  W.  Dyck. 
Aus  der  Identität  der  Geometrie  auf  einer  Fläche  constanter  Krüm- 
mung mit  der  nichteuklidischen  Geometrie  üiesst  das  Interesse  an  deren 
Gestalt  und  den  geodätischen  Linien  derselben.  Von  Rotationsflächen 
mit  constantem  negativem  Krümmungsmass  giebt  es  drei  Typen ,  je  nach- 
dem die  Meridiancurven   die  Axe  im  Unendlichen,   im  Endlichen*^oder 
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Der  erste  Fall  war  schon   in   der  eisten  Serie  dai- 
niclit    treffen.        ^^^  ^^.^^^^  p^j  ^^^^^^  j^l  und  X.    Hen  Dyck 


gestellt,     den    «iro'*^'"  lu-  ujtji^ji        , 

liefert    in    der  BrWrnng  «ogleich  eine  eingehende  Behandlung  des  elen 

erwfthnteti  ZnaiJnmenhiDgs  für  diese  beiden  Flächen  und  die  Heraus  fol- 
gende  Conatmcüon  der  geodätischen  Linien. 

VIH.  Die  geodätischen  Linien  der  Kotationsflächenconstan- 
ter  mittlerer  Krümmung.     Von  A.  v.  BrauDmübl. 
£8   werden  die  drei  Yon  einander  verschiedenen  Typen  mitgethellt: 
das   Unduloid,   Nodoid  und   Catenoid,   je  nachdem  die  Meridlancurven 
wellenförmig  sind,  einen  Knotenpunkt  besitzen  oder,  im  Grenzfall,  Ket- 
tenlinien  sind   (Figuren,   die  bekanntlich   in   den   Platean*schen  Ver- 
suchen auftreten). 

XI.  Die  Bahn   eines  schweren  Punktes  auf  der  Kngelober- 
fläche.     Von   L.  Schleiermacher.     Es   ist  der  Fall  einer  in 
sich  zurücklaufenden  Bahncurve  verzeichnet. 
Während  diese  Modelle  alle  wesentlich  auf  der  Discussion  elliptischer 
Functionen  beruhen,   wird   in   den  folgenden  der  ersten  Abtheilung  das 
Interesse  für  das  Gestaltliche  überwiegend. 

VI.  Drei  Modelle  der  Kummer^schen  Fläche.     Von  K.Rohn. 
Von  dieser  Fläche  vierter  Ordnung,  mit  16  Knotenpunkten  und  16 
längs  Kegelschnitten  berührenden  £benen,  werden   hier  die  drei  Fälle 
mit  16,  8,  bez.  4  reellen  Knotenpunkten  (von  denen  der  erste  Fall  früher 
schon  durch  Klein  veröffentlicht  worden  ist)  dargestellt,  bez.  aus  8,  4 
und  2  Theilen   bestehend.     Die  Flächen  sind  durch  vorherige  geeignete 
Construction  sämmtlicher  Berührungskegelschnitte  hergestellt.     Das  Sta- 
dium  dieser  Flächen   erlangt  jetzt  auch   vom  Standpunkte  der  Analysis 
Situs  Wichtigkeit,  indem  auf  ihnen  und  der  Fresn ersehen  WellenflSche 
die  algebraischen  Functionen  vom  Geschlecht  2  zur  Darstellung  gebracht 
werden  können. 
VII.  Fläche    dritt'er    Ordnung    mit   vier    reellen    coniscben 
Knotenpunkten   nebst   Haupttangentencurven.     Von   J- 
Bacharach.     Es  ist  die  Fläche,  aus  welcher  Klein  die  Gestal- 
ten   der  allgemeinen   Fläche   dritter  Ordnung  durch  Deformation 
ableitet   (Math.  Ann.  VI),  eine  Fläche  mit  algebraischen  Haupt- 
tangentencurven, die  je  drei  Spitzen  haben. 
Ich   erwähne  noch   die  Sorgfalt  in   der  Ausführung  dieser  Modelle. 
Für  die   etwaige  Fortsetzung  sei   der  Wunsch   ausgesprochen,   dass    die 
verschiedenen  Formen   der  Knotenpunkte  einer  Fläche  zusammengestellt 
und  in  grösserem  Massstabe  für  sich  ausgeführt  werden  mögen. 

Erlangen.  M.  Nobther. 
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Quaire  modales  represeniant  des  surfaces  developpables  avec  des  renseigne- 
ments  sur  la  conslruclion  des  modiles  et  sur  les  singuhtritis  guHls 
representeni ;  par  V.  Mallhe- Bruun  et  C.  Crone,  Avec  quelques 
remarques  sur  les  surfaces  developpables  el  sur  VutiliiS  des  modiles : 
par  M,  le  Dr,  H.  G.  Zeuihen.  Leipzig,  Bernhard  Hermann.  1877. 
Diese  vier  Modelle  sind  einfach  aus  Carton  gefertigt  und  stellen 
ahwickelhare  Flächen,  auC  die  Ebene  abgewickelt,  vor,  die  selbst  darch 
eine  leichte  Verschiebung  der  Blätter  daraus  hervorgehen.  Die  Idee  der 
Construction  ist  zwar  nicht  neu:  in  Salmon^s  Baumgeometrie  (Fied- 
ler's  2.  Ausgabe,  Theil  II  S.  624)  ist  das  erste  der  vorliegenden  Modelle 
beschrieben,  das  aus  zwei  gleichen  Rreisringen  besteht,  die  congruent 
aufeinandergelegt,  längs  des  innern  Randes  zusammengeheftet  und  nach 
einem  gemeinsamen  Radius  aufgeschnitten  sind.  Aber  diese  Idee  ist,  auf 
Herrn  Zeuthen^s  Anregung,  durch  Zufügung  von  Durchsetzungen  der 
beiden  Blätter,  also  Doppelcurven ,  ferner  durch  singulare  Stellen  der 
Rückkehrkante,  besonders  Cnspidalpunkte,  dann  durch  Aufzeichnen  des 
Verlaufs  der  Curven  in  der  Nähe  der  singulären  Stellen,  erweitert  und 
handlich  ausgeführt.  Diese  nur  schematische  Durchführung  genügt  völ- 
lig, um  von  verwickelten  gestaltlichen  Verhältnissen,  wie  sie  in  den  sin- 
gulären Stellen  von  abwickelbaren  Flächen  und  von  Flächen  überhaupt 
auftreten,  eine  anschauliche  Vorstellung  zu  geben.  Die  beigegebenen 
Erklärungen  über  die  Construction  solcher  Modelle  kommen  dem  Studium 
bequem  entgegen  und  auch  die  Forschung  ist,  in  Anbetracht  der  nur 
allmäligen  Verallgemeinerung,  welche  die  Theorien  der  Flächensingula- 
ritäten, der  Reciprocalfläche,  der  zweiblättrigen  Ebene  etc.  erfahren  haben, 
für  solche  einfache  Hilfsmittel  dankbar. 

Erlangen.  M.  Nobtber. 


Feuere  Geometrie  für   die  oberen  Classen  der  Realschulen  und  Gymna- 
sien.   Von  Dr.  H.  L.  Rottok,  Rector  am  Realgymnasium  in  Rends- 
burg.  Schleswig,  Julius  Bergas.  1877.  «2  S.  8®.  Preis  1  Mk.  50  Pf. 
Wir    können    nicht   umhin,    das    Erscheinen   eines   Lehrbuches  von 
Tendenz  und  Inhalt,  wie  das  vorliegende,  freudig  zu  begrüssen  und  das- 
selbe als  eine  willkommene  Zugabe  zu  den  besten  das  Interesse  der  rei- 
feren  Schüler  besonders  erweckenden   und   den  Unterricht  in   der  Geo* 
metrie  belebenden   Lehrmitteln    anzuerkennen.     Das  Bedürfniss  unserer 
Zeit,  sowie  die  durch  die  Einführung  der  sogenannten  neueren  Geometrie 
erfahrungsmässig  im  Unterricht  erzielten  Erfolge  haben  Veranlassung  ge- 
geben   zur   Abfassung    mehrerer   solcher    elementar  -  geometrischer  Lehr- 
bücher, welche  theils  in  besonderen  Abschnitten,   wie  das  Lehrbuch  der 
ebenen   Geometrie  von   Heis  und  Eschweiler,  und  der  vortreffliche 
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Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  von  Hab.  Müller,  tbeils  monographisch, 
wie  die  neuere  Geometrie  von  Schmitt,  diese Disciplin  abgehandelt  haben. 
Zu  der  letzteren  Art  gehört  anch  das  vorliegende  Lehrbuch.  Was  das- 
selbe jedoch  vor  den  übrigen  bekannten  Lehrbüchern  dieser  Art  besonders 
aaszeichnet,  ist  die  demselben  eigenthttmliche ,  anch  in  dem  früher  von 
dem  Verfasser  herausgegebenen  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  erprobte 
Klarheit  der  Darstellung  nnd  der  Kürze  der  Beweisführung.  Man  findet 
hier  in  wohlerwogener  Berücksichtigung  des  durch  die  übrigen  geometri- 
schen Disciplinen  immerhin  sehr  beschränkten  Zeitmasses,  auf  einem  Baum 
von  nur  62  Octavseiten  eine  erstaunliche  Fülle  des  Inhalts.  Dennoch 
reihen  sich  die  Sätze  der  einzelnen  Abschnitte  so  leicht  und  flieasend  in 
einem  durchaus  elementaren  Gewände  aneinander,  dass  in  Hinaicht  aaf 
die  Tendenz  des  Buches  den  Schülern  der  Prima  eines  Gymnasiums 
keineswegs  zuviel,  den  Realschülern  aber  immerhin  völlig  ausreichendes, 
zur  Vorbereitung  auf  den  Unterricht  in  der  analytischen  und  descriptiven 
Geometrie  überaus  fruchtbringender  Lehrstoff  geboten  wird. 

Der  Inhalt  des  Buches,  in  acht  Abschnitten  vertheilt,  ist  kurz  fol- 
gender: 

Im  ersten  Abschnitte  werden  in  elf  Sätzen  llie  Eigenschaften  der 
Transversalen  ebener  Polygone  abgehandelt.  Die  Theilungsverhältnisse 
bezieben  sich  theils  auf  die  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  mit  den 
Polygonseiten,  theils  auf  Strahlenbüsohel ,  deren  Strahlen  nach  den  Ecken 
und  Seiten  des  Polygons  .gehen.  Am  Schlüsse  des  Abschnittes  werden 
in  kurzen  Zügen  und  mit  eleganter  Begründung  jene  Sätze  für  die  sphä- 
rischen Polygone  erweitert.  Dasselbe  geschieht  auch  jedesmal  am  Ende 
der  späteren  Abschnitte. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Eigenschaften  der  collinearen 
Punktreihen  und  Strahlenbüschel ,  sowie  die  collineare  Verwandtschaft  der 
Figuren. 

Im  dritten  Abschnitte  wird  der  Begriff  der  an  harmonischen  Ver- 
hältnisse von  vier  Punkten  und  vier  Strahlen  erläutert,  darauf  die  sich 
ergebenden  Theoreme  auf  das  Tangentialproblem  der  Kegelschnitte  an- 
gewendet. 

Der  vierte  Abschnitt  hat  die  Lehre  von  den  harmonischen  Ver- 
hältnissen zum  Gegenstande.  Am  Schlüsse  desselben  werden  diejenigen 
Lehrsätze  hervorgehoben,  welche  eine  Anwendung  auf  sphärische  Gebilde 
zulassen  und  welche  nicht. 

Der  fünfte  Abschnitt  handelt  von  den  Involutionen  (involutorischen 
Punktreihen  und  Strahlen  huscheln); 

der  sechste  Abschnitte  von  den  Polen  und  Polaren  am  Kreise. 

Im  siebenten  Abschnitte  werden,  in  26  Sätze  eingekleidet,  die 
Eigenschaften  der  Chordalen  oder  Potenzlinie  von  Kreisen  entwickelt. 
Der  besonderen  Anmuth  entsprechend,  die  uns  gerade  in  diesem  Capitel 
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der  neuereu  Geometrie  aubeimelt,  wird  diesem  Abschnitt  ein  verhSltniss- 
mässig  grösserer  Raum  zu  Theil.  Im  22.  Satze  kommt  auch  eine  Maxi- 
malbestimmung Yor  mittelst  Differentialcalculs ,  welche  in  einer  Gymnasial- 
prima  ohne  Nachtheil  fibergangen  oder  durch  eine  analytisch- geometrische 
Betrachtungsweise  allenfalls  mundgerecht  gemacht  werden  kann. 

Im  achten  und  letzten  Abschnitte  werden  die  Aehnlichkeitspunkte 
von  Kreispaaren  betrachtet. 

Wir  gestehen  gern,  dass  wir  das  kleine  sch&tzenswerthe  Buch  mit 
vielem  Interesse  durchgesehen  und  daraus  die  Ueberzeugong  gewonnen 
haben,  dass  sich  dasselbe  nicht  nur  ab  Grundlage  für  den  Unterricht  in 
den  oberen  Classen  der  höheren  Lehranstalten,  sondern  auch  als  ein 
Hilfsmittel  für  den  Selbstunterricht  ausgezeichnet  bewähren  wird.  Wir 
zweifeln  nicht,  dass  das  Buch  sich  rasch  Freunde  erwerben  wird,  und 
wänscben,  dass  es  dem  Verfasser  vergönnt  sein^ möge,  bald  eine  neue 
Aufläge  seines  Buches  bearbeiten  zu  können. 

Rostock  i.  M.,  16.  October  1877.  Prof.  L.  Matthiesabn. 


Lehrbuch  der  Oeometrie  im  Umfange  des  vollen  Gymnasialcursus.  Be- 
arbeitet von  A.  WoHLGBMUTH.     Libau,  Zimmermann.     1877. 

Vorstehendes  Lehrbuch  umfasst  seinem  Titel  entsprechend  Plani- 
metrie, ebene  Trigonometrie,  Stereometrie  und  sphärische  Trigonometrie. 
Gegen  die  Anordnung  in  den  einzelnen  angeführten  Sparten  ist  Nichts 
zu  erinnern;  was  jedoch  die  Anlage  selbst  betrifft,  so  lässt  diese  inso- 
fern zu  wünschen  übrig,  als  das  Lehrbuch  ausser  Erklärungen  und  Lehr- 
sätzen kaum  etwas  den  neueren  Lehrbüchern  Entsprechendes  aufweist, 
das  wie  jene  den  Unterricht  in  dieser  Disciplin  über  den  Vorwurf  zu 
erheben  vermöchte,  als  wäre  die  Mathematik  ein  recht  trockenes  Studium. 
Wir  zweifeln  nicht,  dass  der  Herr  Verfasser  durch  mündliche  Ergän- 
zungen den  geometrischen  Unterricht  zu  beleben  wissen  wird;  ob  aber 
jeder  andere  Lehrer  sich  dazu  verstehen  möchte,  unter  Zugrundelegung 
dieses  Lehrbuches  das  Fehlende  anpassend  zur  Vorliege  ergänzen  zu  sol- 
len ,  oder  ob  er  nicht  lieber  von  vornherein  gleich  zu  einem  jener  Lehr- 
bücher greift,  welche  dem  Unterricht  Leben  zu  verleihen  und  Interesse 
für  denselben  zu  wecken  geeignet  sind,  möchte  bei  dem  jetzigen  Stande 
der  Lehrmethode  unschwer  zu  entscheiden  sein.  Es  ist  darum  zu  wün- 
schen, dass  nicht  jeder  Lehrer  sich  veranlasst  fühle,  ein  Lehrbuch  nach 
seinem  Gedankengange  zusammenzustellen,  wohl  aber  sich  nach  einem 
bewährten  Buche  umzusehen  und  diesem  sich  zu  accomodiren.  Gelegen- 
heit zu  Excursionen  wird  ihm  auch  dabei  nicht  versagt  sein. 

Kaiserslautern.  Hugbl.    (f  s.  August  1878.) 
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Compendium  der  elektriioheü  Telegraphie  von  L.  Wbidbnbach,  Tele- 
grapheninspector  der  Köln -Mindener  Eisenbahngesellscbaft  gr.  8°. 
486  S.,  mit  169  HoIz8cbni>;ten  im  Text  und  47  Tafeln.  Wies- 
baden 1877,  Verlag  von  M.  Biscbkopff.     Ladenpreis  15  Mk. 

-  Das  Yorstebend  genannte  Werk  verdient  scbon  um  deswillen  eine 
eingebendere  Durcbsicbt  und  Beacbtung,  weil  sein  Verfasser  in  mebr  als 
einer  Beziehung  neue  Bahnen  wandelt.  Als  Einleitung  (erster  Abschnitt) 
ist  eine  allgemeine  Statistik  und  Vergleichung  der  verschiedenen  Arten 
von  Telegraphen  vorausgeschickt  und  eine  chronologische  Uebersicht  der 
auf  die  Telegraphie  Bezug  habenden  Erfindungen.  Die  letzte  folgt  einem 
bereits  1857  erschienenen  Werkchen  von  Poppe  und  bedarf  an  manchen 
Stellen  der  Vervollständigung  oder  Berichtigung.  Der  zweite  und  dritte 
Abschnitt  (8.  21 — 34)  skizziren  das  Wesentlichste  über  Elektrolyse  und 
die  elektromagnetischen  Messapparate.  Mit  dem  vierten  und  fünften  Ab- 
schnitte (Abhängigkeit  der  Stromstärke  von  dem  durchflossenen  Leiter, 
S.  34  —  71;  Stromverzweigungen  in  linearen  Leitern,  S.  71 — 180)  beginnt 
der  Verfasser  zu  zeigen ,  wie  grossen  Wertb  er  auf  mathematische  Unter- 
suchungen bei  Beantwortung  technischer  Fragen  aus  dem  Gebiete  der 
Telegraphie  legt.  Auf  S.  42  und  43  giebt  er  die  Formeln  für  den  Wider- 
stand zweier  Leiter  von  gesetzmässig  veränderlichem  Widerstand,  näm- 
lich zweier  Fälle,  welche  vielfach  in  galvanischen  Elementen  vorkom- 
men; hier  hätte  ich  im  Interesse  Derjenigen,  welche  das  Werk  su  ihrer 
Fortbildung  benutzen  wollen,  die  Angabe  der  Differentialgleichungen 
gewünscht,  von  welchen  die  Rechnung  ausgeht,  oder  doch  eine  Andeu- 
tung über  die  Herleitung,  vielleicht  selbst  über  die  Integration  dieser 
Gleichungen.  Von  den  Stromverzweigungen  finden  sieb  namentlich  die 
Gruppirung  einer  grösseren  Anzahl  von  Elementen  und  die  Verwendung 
gemeinschaftlicher  Batterien  sehr  eingehend  und  vielseitig  behandelt.  Auf 
S.  66,  bei  Beantwortung  der  Frage:  „welche  Gruppirung  der  Elemente 
gestattet,  eine  verlangte  Stromstärke  mit  der  geringsten  Anzahl  von  Ele- 
menten zu  erreichen?"  hätte  noch  nachgewiesen  werden  mögen,  dass 
diese  Anzahl  N  immer  der  Anzahl  m  der  in  einer  Gruppe  parallel  ge- 
schalteten Elemente  proportional  ist,  also  am  allerkleinsten  ausfällt, 
wenn  m^l  ist;  es  wäre  dies  zu  beachten,  wenn  über  die  Wahl  der  im 
einzelnen  Falle  zu  verwendenden  Elemente  die  Entscheidung  zu  treffen  ist. 
Nachdem  im  sechsten  Abschnitte  (S.  180  —  211)  die  Methoden  zur 
Messung  d^r  Widerstände  und  der  elektromotorischen  Kraft,  im  siebenten 
Abschnitte  (S.  211  —  228)  die  Vertheilung  der  Elektricität  im  Schliessungs- 
kreise besprochen  und  bei  letzterer  Gelegenheit  die  Ladungserscheinungen 
erörtert  worden  sind,  wendet  sich  der  achte  Abschnitt  (S.  228—  290)  zar 
Fehlerhestimmung  in  oberirdischen  Telegraphenleitungen  und  in  Kabeln, 
welche  an  vielen  Beispielen  erläutert  wird.     Der  neunte  Abschnitt  (Seite 
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290  —  322)  bringt  im  Auschluss  an  die  Gesetze  des  Elektromugnetismos 
und  der  Indaction  Andeutungen  über  die  Construction  der  Elektromagnete 
für  versebiedene  Betriebsverbältnisse.  Der  letzte  (zebnte)  Abscbnitt  (Seite 
322 — 413)  entbftlt  einige  Angaben  über  den  Bau  der  Telegraphenlinien 
und  den  Gebraueb  der  üblichsten  Telegraphenapparate.  Den  Scbluss 
bilden  kurze  Bemerkungen  und  Erläuterungen  zu  den  zahlreichen  Stein- 
drucktafeln, auf  denen  theils  die  in  der  Telegraphie  gebräuchlichen 
Haupt-  und  Neben apparate,  theils  und  vorwiegend  die  Verbindung  der- 
selben unter  einander  in  den  verschiedenen  Stationen  und  zu  den  ver- 
schiedenen Betriebszwecken  dargestellt  sind.  Die  Schaltungsskizzen  zei- 
gen vielfach  eine  sonst  nicht  gewöhnliche  Anordnung,  welche  durch 
möglichste  Vermeidung  von  Schnittpunkten  zwischen  den  einzelnen  Strom- 
'  lauf  linien  eine  grössere  Deutlichkeit  und  Durchsichtigkeit  bezweckt.  Tafel 
44  führt  eine  ganze  Keihe  von  Schaltungen  für  elektromagnetische  Wecker 
und  Klingeln  vor;  darunter  finde  ich  in  Fig.  64  eine  mir  neue,  anschei- 
nend der  Fig.  63  nachgebildete,  welche  indessen  insofern  mit  einem 
kleinen  Uebelstande  behaftet  ist,  als  die  Linienbatterie,  wenn  der  Taster 
nach  dem  Einschalten  der  Localbatterie  noch  niedergedrückt  gebalten 
wird,  durch  letztere  einen  zweiten  Scbluss  findet,  und  ebenso  natürlich 
letztere  durch  die  Linienbatterie.  Auch  verschiedene  Gegenspreehsysteme 
werden  der  Rechnung  unterworfen. 

Der  gedrängte  üeberblick  über  den  Inhalt  von  Weidenbacb's 
Compendium  wird  zugleich  haben  durchfühlen  lassen ,  dass  dessen  Eigen- 
thümlichkeit  vor  Allem  darin  liegt,  dass  es  die  aufzuwerfenden  Fragen 
vorwiegend  an  der  Hand  der  Rechnung  zu  beantworten  sucht.  Die 
meisten  Fragen  führen  aber  auf  das  Oh  mische  nnd  Kirchhof  fische 
Gesetz  zurück,  und  deshalb  bildet  das  Compendium  zugleich  wohl  die 
vollständigste  und  ergebnissreichste  Durchführung  dieser  Gesetze.  Selbst- 
verständlich macht  dabei  das  Compendium  nicht  nur  verbältnissmässig 
hohe  Ansprüche  an  das  mathematische  Wissen  des  Lesers,  sondern  es 
setzt  bei  ihm  auch  Geschmack  an  mathematischen  Entwickelungen  vor- 
aus. Wenn  demnach  allerdings  das  Studium  dieses  Werkes  eine  gewisse 
Ausdauer  und  einen  gewissen  Aufwand  von  Arbeit  und  Kjraft  fordert 
und  deshalb  zur  Zeit  auch  wohl  von  dem  Einen  oder  dem  Andern  ohne 
Befriedigung  aus  der  Hand  gelegt  werden  dürfte,  so  ist  doch  der  vom 
Verfasser  eingeschlagene  Weg  insofern  gewiss  der  richtige,  als  auch  die 
Telegraphie,  wie  die  anderen  Ingenieurwissenschaften,  nur  auf  mathe- 
matischem Boden  gut  gedeihen  kann. 

Papier,  Satz,  Druck  und  sonstige  Ausstattung  des  Werkes  sind  zu 
loben. 

Dresden,  Anfang  Januar  1878.  Ed.  Zbtzrcbe. 
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Afileitang  sam  lütwerfNi  grapMieher  Tafeln  und  zu  deren  Gebrauch 
beim  Sehnellrechnen ,  sowie  beim  Sehnellqaotiren  mit  Aneroid  und 
Tacbymeter  für  Ingenienre,  Topographen  nnd  Alpenfrennde.  Von 
Dr.  Oh.  Aüöüst  Vogler.  4^,  Vlll,  196  Seiten  mit  6  Licht- 
dmcktafeln  nnd  vielen  in  den  Text  eingedruckten  Holzechnitteo. 
Berlin  1877.  Verlag  von  Ernst  &  Korn  (Gropius^sche  Buch-  nnd 
Kunsthandlung). 
In  der  Gleichung  z  s=  f{x^  y)  liegt  sowohl  der  algebraische  Ausdruck 
ftlr  das  Ergebniss  der  Rechnung,  welche  zwei  verftnderliche  Zahlen  ia 
Yorgesohriebener  Weise  mit  einander  verbindet ,  als  auch  ftir  den  oftmals 
nur  empirisch  bekannten  Zusammenbang  einer  Erscheinung  mit  zwei  an- 
deren ihrer  Natur  nach  dem  Wechsel  unterworfenen  Grössen.  Ohne 
zwischen  diesen  beiden  Bedeutungen  selbst  zu  unterscheiden,  kann  man 
nun  die  Gleichung  durch  graphische  Mittel  versinnlichen  und  die  gewon- 
nene Zeichnung,  welche  zwar  punktweise  entstand,  aber  durch  Vereinigung 
der  nahen  Punkte  zu  fortlaufenden  Zügen  die  ursprünglich  mangelnde 
Continuität  thatsftchlich  einführte ,  zur  Interpolation  auch  zwisehenliegeu- 
der  Werthe  von  t  benutzen.  Das  ist  der  allgemeinste  Gedanke  der  gra- 
phischen Tafeln.  Er  gehört  dem  Verfasser  nicht  als  ein  neuer  an.  Ein 
besonderer  §  19  (S.  55—63)  stellt  unter  der  Ueberschrift:  y,Historische8^* 
eine  ziemlich  umfassende  Reihe  früherer  Versuche  auf  dem  gleichen  Felde 
zusammen  und  gesteht  obendrein  die  muthmassliche  ünvollständigkeit 
dieses  Verzeichnisses  zu.  Nicht  wenige  andere  Schriften,  deren  Erwähnung 
in  jenem  historischen  Paragraphen  unterblieb,  sind  in  den  verschiedenen 
Anmerkungen  zum  eigentlichen  Texte  genannt.  Herr  Vogler  scheint 
uns  trotzdem  keiner  überflüssigen  Mühe  sich  unterzogen  zu  haben,  als 
er  es  unternahm,  die  Lehre  von  der  Anfertigung  und  von  der  Benutzung 
der  graphischen  Tafeln  in  einem  zusammenhängenden  Buche  darzustellen) 
und  die  geradezu  musterhafte  Ausstattung  wird  gewiss  dazu  beitragen, 
dem  Werke  Freunde  zu  erwerben.  Sein  eigentliches  Publicum  sucht  der 
Verfasser  freilich  mit  Recht  unter  solchen  Berufsclassen ,  denen  eine  mit- 
unter nicht  sehr  bedeutende  Annäherung  an  die  gewünschten  Ergebnisse 
genügen  darf.  Der  Eisenbahnin geuieur  bei  dem  Entwurf  einer  ersten 
Trace  z.  B.  wird,  wie  er  mit  Aneroid  und  Tachymeter  aufnimmt,  auch 
mit  Hilfe  graphischer  Mittel  die  Aufnahmen  berechnen  können.  Den 
Mathematiker  interessiren  vor  Allem  die  Gedanken ,  welche  bei  der  Anfer- 
tigung jener  Tafeln  in  Anwendung  kamen,  und  Betrachtungen  über  die  Oe- 
nauigkeitsgrenze ,  welche  die  Benutzung  der  Tafeln  zu  erreichen  gestattet. 
Das  theoretisch  Nächstliegende  wäre,  z^f{oc^y)  als  Oberfläche  zu 
construiren.  Allein  die  Schwierigkeit  der  einigermassen  genauen  Her- 
stellung von  3Iodellen  solcher  Oberflächen  bei  nur  empirisch  gegebenen 
Punkten  derselben  verbindet  sich  hier  mit  der  Unmöglichkeit,  bei  der- 
artigen Gypsmodellen  etwa  das  zu  einem  bestimmten  Werthepaar  von  x 
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und  y  zugehörige  z  praktisch  in  den  Zirkel  eq  fasten  and  so  zu  messen. 
Man  hat  daher  folgende  ümformang  vorgenommen.  Statt  x  und  y  gleich- 
zeitig sich  Terändern  zu  lassen,  hat  man  die  Veränderung  zunftchst  der 
einen ,  dann  der  andern  Variahein  zugetheilt.  Man  hat  also  etwa  y  der 
Seihe  nach  als  Constante  c^^  c^,  ...  c«  aufgefasst  und  dann  das  System 
der  Gleichungen  z  =  f{Xj  Cj) ,  «  s=  ^{x^  Cj) ,  ...  zsaf(x^  c«)  betrachtet. 
Jede  dieser  Oleichungen  giebt  als  Bild  eine  Curre,  deren  Abscisse  x^ 
deren  Ordinate  t  heisst,  und  der  jedesmalige  Parameter  e  (ursprünglich 
die  Variable  y)  giebt  au  erkennen,  auf  welcher  Ourve  yon  der  ganzen 
Gurrenschaar  das  z  abzumessen  ist.  Schwierigkeit  bereitet  nur  die  im 
Allgemeinen  mühsame  Zeichnung  aller  dieser  Curven  z^s^f{x^c).  Auch 
hier  kann  nun  eine  Vereinfachung  eintreten,  deren  Gedanke  derselbe  ist, 
welchen  Gerhard  Mercator  bei  seiner  Landkartenzeichnung  verwer- 
thete.  Statt  der  Curve  z=^f{x^c)  kann  eine  gerade  Linie  S=ii$  +  ^ 
zur  Berechnung  oder  Messung  des  (  und  des  ihm  gleichen  z  benutzt 
werden,  wenn  nur  die  üngleichförmigkeit  der  Veränderung  von  z,  die 
in  dem  Functionalzeichen  f  sich  ausdrückte,  durch  eine  ungleichförmige 
Veränderung  von  £  ersetzt  wird.  Die  Curvenschaar  wird  alsdann  au  einer 
Schaar  von  Geraden,  welche  mittelst  eines  Lineals  genau  richtig  gezeich- 
net werden  können,  und  nur  die  Endpunkt«  der  mit  1,  2,  3,  .«.  au 
bezeichnenden  Abscissen  sind  nicht  äquidistant,  sondern  für  sich  aus  der 
ümkehrung  der  Gleichung  2=^(0:,  c)  als  |  =  9)(?,  c)  zu  berechnen. 

Die  Genauigkeit  der  Schichtentafeln  —  so  nennt  Herr  Vogler  seine 
Zeichnungen  —  hat  der  Verfasser  in  einem  ganzen  Capitel  S.  63 — 83 
behandelt,  auf  welches  nur  besonders  aufmerksam  gemacht  sein  mag,  da 
es  eine  ähnliche  abgekürzte  Andeutung,  wie  wir  sie  im  Obigen  ftlr  den 
Hauptgedanken  zu  geben  versucht  haben,  nicht  zu  gestatten  scheint. 

Cantor. 

Der  Winkel  als  Grundlage  mathematisoher  Trntersuohangen  von  Professor 
W.  Unverzagt.    Jahresbericht  der  höheren  Bürgerschule  zu  Wies- 
baden über  das  Schuljahr  1877—78. 
Der  Verfasser  dieses  21   Quartseiten  umfassenden    Programms  hat 
seine  Leser  gewöhnt,  auf  verhältnissmässig  kleinem  Baume  eine  wahre 
Fülle  von  Gedanken  bald  entwickelt ,  bald  nur  angedeutet  zu  finden ,  und 
diese  Erwartung,  mit  welcher  auch  wir  die  neueste  seiner  Geistesfrüchte 
zur  Hand  nahmen,  ist  nicht  getäuscht  worden.     Gleich  den  älteren  Ab- 
bandlungen  ist  auch   die  uns  vorliegende  keineswegs  leicht;   sie  eignet 
sich  nicht  zu  flüchtigem  Durchblättern ,  aber  sie  lohnt  nach  unserem  Da- 
fürhalten   die  Mühe    eines  Studiums.     Herr  Unverzagt  hat  als  seine 
eigentliche  Aufgabe  darin   erfasst:   zwei  Winkel  mit  Bücksicht  auf  die 
Ebenen,  in  welchen  sie  sich  befinden,  auf  die  Scheitelpunkte,  welche  sie 
besitzen,  anf  die  Drehungsgrössen,  der  die  Anfangsschenkel  unteqrorfen 
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werden,  durch  einander  zn  messen,  und  als  Ergehniss  dieser  Messung 
hat  sich  ihm  die  Quatemion  dargestellt.  Er  hat  aher  neben  diesem 
Hanptresnltate  noch  interessante  Nebengewinne  zn  erlangen  gewnsst.  Die 
Bemerkung,  dass  zwei  nach  einander  vollzogene  Drehungen  als  Addi- 
tion solcher  Drehungen  anzusehen  sind,  liefert,  sofern  die  Drehung 
um  zwei  verschiedene  Punkte  etwa  einer  sich  drehenden  Geraden  erfolgt, 
das  erste  Beispiel  einer  nicht  commutativen  Addition,  d.h.  es  ist 
a  +  b  in  diesem  Falle  nicht  =6-{-a.  Ein  anderer  hübscher  Gedanke  führt 
zu  einem  eigenthümlichen  Winkelcoordinatensystem  in  der  Ebene,  welches 
durchaus  verschieden  ist  von  dem  sogenannten  Biangularcoordinaten- 
system,  mit  welchem  William  Walton  {QuarL  Jovrn,  mathem.  IX^  47, 
London  1868)  sich  beschäftigt  hat.  Das  Unverzagt' sehe  System  be- 
steht nämlich  aus  zwei  festen  Winkeln  or  und  /3.  Von  dem  zu  bestim- 
menden Punkte  M  werden  Verbindungsgerade  nach  den  Spitzen  J  und  B 
jener  Winkel  gezogen ,  welche  mit  deren  Schenkeln  die  neuen  Winkel  a^ 

a,  ß| 

und  «j,  beziehungsweise  (3^  und  ß^  bilden.    Die  Quotienten  -^=a:,  ■^=^y 

können  nun  als  Coordinaten  von  M  angesehen  werden.  Wir  beschränken 
uns  auf  diese  geringfügigen  Andeutungen,  welche  nur  zum  Studium  der 
Abhandlung  den  Anstoss  geben  wollen.  Cantor. 
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434.  L*ellip8e  et  ses  cercles  oscnlateura.    Astor.    N.  ann.  matL  XXXV,  607. 

435.  Problämea  Bur  Tellipse.    Ed.  Lucas.    N.  ann.  math.  XXXV,  5. 

436.  Les  foyera  de  tontes  les  ellipses  qui  ont  ieur  cercle  oscolatenr  mazimom  com- 

mon an  nn  point  donn^  fixe  appartiennent  k  une  mdme  circonf^rence. 
Lncie  Leboeuf.    N.  ann.  matn.  XXXV,  282.  —  Th^venin  ibid.  288. 

487.  Circonfi^rence  lien  des  foyers  d'eliipses  passant  tontes  par  un  point  M  et  y 

ayant  an  mdme  rayon  de  conrbnre.  Brocard.  N.  ann.  math.  XXX Y, 
182. 

488.  Th^oräme  s  ar  deuz  ellipses  eoncentriques.    T  h  u  i  1 1  i  e  r .    N..  ann.  math.  XXXV, 

665. 
Vergl.  Hyperbel  498.    Kreis  524.    Normalen  654,  656;  556. 

SUiptoid. 

439.  On  donne  nn  ellipsoide,  nn  plan  et  nn  point  dans  ce  plan.    On  demande  le 

lien  des  sommets  des  cönes  circonscrits  ä  rellipsoYde,   et  dont  la  trace 
dans  le  plan  donn^  admet  le  noint  donn^  pour  foyer!     Tonrrettes. 
N.  ann.  math.  XXXV,  269.  —  öenty  ibid.  278. 
Vergl  Attraction  390,  891. 

ElUptUeha  Trantdendeaten. 

440.  Ganzzahlige  MultipUcation  der  elliptischen  Fnnctionen  in  Verbindung  mit  dem 

Schliessungsproblem.    Max  Simon.    Grelle  LXXXl,  801. 

441.  Zur  Theorie   der  elliptischen  Functionen.    Frobenius  &  Stickelberger. 

Grelle  LXXXIII,  175 

442.  Ueber  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen.     Dedekind.     Grelle 

LXXXm,  265. 

443.  Sur  quelques  propri^t^s  des  integrales  des  ^quationa  diflf^rentielles,  auxquelles 

satiatont  des  modulea  de  pSriodicit^  dea  integrales  elüptiquea  dea  deux 
premi^rea  eap^ces.    Fucha.    Grelle  LXXXIII,  13. 

444.  Sur  le  developpement  dea  fonctions  elliptiquea  auivant  lea  pniaaancea  croia- 

aantea  de  la  variable.    Her  mite.    Grelle  LXXXI,  220. 
446.  Däveloppemeut  de  la  fonction  u  auivant  lea  poiaaanoea  de  x  ätant  donn^e 

Täquation  difförentielle  j-  =  ?^lTat?+6t**  et  la  condition  i*  =  0  pour 

x  =  0.    Moreau.    N.  ann.  math.  XXXV,  30. 

446.  Gorrection  of  two  numerical  errora  in  Sohncke's  paper  respecting  modular     « 

equations  in  Grelle  XVI.    Cayley.    Grelle  LXXXI,  229. 

447.  üeber  die  Reductiou  dea  elUptiachen  Integrals   ("(sinamuf^  du.    Thomae. 

GreUe  LXXXI,  81. 

V. 
VormeB. 

448.  Prodoit  de  troia  aommea  de  troia  carrea  ^gal  ä  la  aomme  de  quatre  carr^a. 

Moret-ßlanc.    N.  ann.  math.  XXXV,  188. 

449.  SuUe  condizioni  per  la  decompoaizione  di  una  forma  cubioa  temaria  in  tre 

fattori  linean.    Brioachi.    Annali  mat.  Ser.  2,  VH,  189. 

450.  Sopra  un  punto  di  correlazione  fra  le  forme  binaiie  del  quarto  grado  e  le 

temane  cubiohe.    Brioachi.    Annali  mat.  Ser.  2,  VII,  52. 

451.  Sulla  teoria  delle  forme  binarie  del  sesto  ordine  e  la  trisezione  delle  funzioni 

iperellitiche.     G  leb  seh,   con  note  ed  aggiunte  di  Brioschi.    Annali 
mat.  Ser.  2,  VII,  89,  247. 
VergL  Invariantentheorie  505. 

FnnoÜonen. 

452.  Ueber  die  nichtpolaren  Discontinuitäten.    Dnr^ge.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXIII, 

178. 
468.  Beweis  eines  Riemann'schen  Satzes.    Prym.    Grelle  LXXXIII,  251. 

454.  Ueber  einen  von  Abel  aufgestellten,  die  algebraischen  Fnnctionen  betreffen- 

den Lehrsatz.    Stickelberger.    Grelle  LXXXII,  45. 

455.  Ueber  ein  Princip  der  Darstellung  des  Verhaltens  mehrdeutiger  Fnnctionen 

einer  complexen  Variabein,  insbesondere  der  Integrale  linearer  Differen- 
tialgleichungen in  der  Umgebtmg  singulärer  Rmkte.  Hamburger. 
CreBe  LXXXIII,  185. 
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456.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  FimctioneD  von  drei  Veränderlichen.   Allä.   Wien. 

Akad..Ber.  LXXXII,  289. 

457.  Sur  la  fonction  g<^ndratrice  de  Borchardt.    Foä  de  Brano.    Grelle  LXXXI, 

217.   . 

458.  üeber  Borchardt's  Function.    Koßtka.    Grelle  LXXXII,  212. 

Vergl.  BemoulU'sche  Zahlen.  Gylinderfunctionen.  Elliptische  Transcenden- 
ten.  Formen.  Gammafunctionen.  Geometrie  fhöhere)  467,  468.  Gleich- 
ungen. Eugelfunctionen.  Thetafunctionen.  UltraelliptiBche  Transcen- 
denten. 

Gammaftmctionen. 

459.  Zur  Theorie  der  Gammafunctionen.    Prym.    Grelle  LXXXII,  165. 

GeodAiie. 

460.  Distanzmesser  mit  der  Basis  an  dem  Instrumente.    A.  Schell.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXV,  146. 

461.  On  a  correction  to  obseryed  latitudes.    Glarke.    Phil.  Mag.  LIV,  802. 

Geometrie  (descriptive). 

462.  Freie  schiefe  Projection.    Peschka.    Wieo.  Akad.-Ber.  LXXV,  917. 

463.  Neue  Construction  der  Perspectivcontouren  für  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Zipernovszky.    Wien.  Akad:-Ber.  LXXI,  33. 

464.  üeber  die  Gonatruction  der  Umhüllungsflächen  variabler  Engeln.  Niemtschik. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXIII,  7. 
Vergl.  Kegelschnitte  508,  509.    Oberflächen  zweiter  Ordnung  577. 

Geometrie  ChShere). 

465.  Theorie  des  indices.    Faure.    N.  ann.  math.  XXXV,  251,  292,  339,  451,  481, 

529,  561. 

466.  I  complessi  e  le  congruenze  lineari  nella  geometria  projettiva.    d^Ovidio. 

Annali  mat.  Ser.  2,  VII,  25.     [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  72.J 

467.  Die   Grundgebilde   der  Liniengeometrie.     Frombeck.     Wien.  Akad.-Ber. 

LXXIII,  475. 

468.  Bemerkungen  zur  Goordinatentheorie.   Frombeck.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXIV, 

399. 

469.  Enveloppe  d'une  droite  dont  les  deux  bouts  se  meuvent  avec  une  vitesse  4ga,ie 

8ur  deux  courbes  situäes  dans  le  m^me  plan.    Tournois.    N.  ann.  math. 
XXXV,  229. 

470.  Transformation  d'une  courbe  par  rayons  vecteurs  r^ciproques.    Genty.    N. 

ann.  math.  XXXV,  558. 

471.  G^nöration  d'une  cubique.    Dewulf    N.  ann.  math.  XXXV,  550. 

472.  Ueber  eine  geometrische  Verwandtschaft  in  Bezug  auf  Gurven  dritter  Ordnung 

und  dritter  Qasse.    Zahradnik.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  437. 
478.  Stud!  analitici  sulle  curve  del  quarto  ordine.'    Brioschi.    Annali  mat.  Ser.  2, 
VII,  202. 

474.  Ueber  Eaumcurven  vierter  Ordnung  mit  einem  Cuspidalpunkte.   Wey  r.  Wien. 

Akad.-Ber.  LXXI,  400. 

475.  Ueber  die  Abbildung  einer  rationalen  Raumcurve  vierter  Ordnung  auf  einen 

Kegelschnitt    Weyr.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXII,  686;  LXXIII,  203. 

476.  Ueber  die  projectivische  Beziehung  zwischen  den  singulären  Elementen  einer 

cubischen  Involution.    Weyr.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXIII,  664. 

477.  üeber  Raumcurven  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte.    Weyr.   Wien. 

Akad  Ber.  LXXV,  168. 

478.  Ueber  Punktsysteme   auf  rationalen   Raumcurven   vierter  Ordnung.     Weyr. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  458. 

479.  Sur  les  courbes  planes  d'ordre  n  ä  noint  multiple  d'ordre  n  — 1.    Niewen- 

glowski.    N.  ann.  math.  XXXV,  126.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  76.] 

480.  Goordounäes  de  courbes  d'un  degre  m  en  fonction  d'un  param^tre.    Hermite. 

Grelle  LXXXII,  343. 

481.  Zur  Geometrie  ähnlicher  Systeme  und  einer  Fläche  dritter  Ordnung.    Mos- 

hammer.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXIV,  131. 

482.  Die  Erümmungsmittelpunktsfläche   des   elliptischen  Paraboloids.     Gaspary. 

Grelle  LXXXI,  14». 
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483.  L^id^  de  la  dn^matique  remonte  k  Caruot  si  non  plüB  hani    Ed.  Lucas. 

N.  ann.  math.  XXXV,  92.  —  Liguine  ibid.  499. 

484.  Commemorazione  di  Jacopo  Steiner.    Geiser.    Annali  mat.  Ser.  8,  VII,  66. 

485.  Commemorazione  di  Bemaba  Toriolini.    Annali  mat.  Ser.  8,  VIT,  63. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  880.   Gleichungen  498.    Oberfl&chen 
576.    Tnsection  des  Winkels  617.    Zahlentheorie  646. 

Olsidhungen. 

486.  Neuer  Beweis  for  die  Unauflösbarkeit  der  Gleichungea  Ton  höherem  als  dem 

vierten  Grade.    Netto.    Grelle  LXXXIII,  86. 

487.  üeber  die  Bestimmunj;  von  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  einer  al- 

gebraischeu   Gleichung    durch    deren  Coeffioienten.     Eostka.     Grelle 
XXXI,  281. 

488.  üeber  den  Ausdruck,  welcher  im  Falle  gleicher  Wurzeln  an  die  Stelle  der 

Vandermonde'schen    alternirenden    Function    tritt.      Franke.     Grelle 
LXXXIII,  65. 

489.  Sur  la  continuitä  des  radnes  des  äquations  algdbriques.    Eouquet.   N.  ann. 

math.  XXXV,  154. 

490.  Transformations  diff^rentes  d'une  ^quation  du  secönd  degrä.    Moret-Blanc. 

N.  ann.  math.  XXXV,  369. 

491.  Racine  d*une  äquation  cubique  ezprim^e  en  fonction  de  la  diff^ence  des  deuz 

autres  radnes.    Moreau.    N.  ann.  math.  XXXV,  186. 

492.  Sur  une  m^thode  d'approzimation  de  Gordano.     Brocard.     N.  ann.  math. 

XXXV,  828. 

493.  Memoire  sur  Tälimination  d*une  variable  entre  deux  äquations  alg^briques  r^- 

imprim^  des  ezerdces  d'analjse  et  de  physique  math^matique.  Gauchj. 
N.  ann.  math.  XXXV,  385,  433. 
VergL  Substitutionen. 

Hydrodynamik, 

494.  Zur  Abhandlung  des  Herrn  0.  E.  Meyer  über  innere  Reibung.    Boltzmann. 

Grelle  LXXXI,  96.    [Verffl.  Bd.  XXII,  Nr.  117.] 

495.  Ueber  stationäre  Flüssigkeitsbewegungen  mit  Berücksichtigung  der  inneren 

Reibung.    Oberbeck.    Grelle  LXXXI,  62. 

496.  On  liquid  vortex- rings.    Trowbridge.    Phil.  Mag.  LIII,  290. 

HyperbeL 

497.  Hyperbole  engendr^  au  moyen  de  deux  droites  parallMes  et  d'un  point. 

Biard.    K.  ann.  math.  XXXV,  882. 

498.  Propriätä  des  ellipses  ayant  leur  centre  sur  une  hyperbole  donn^e  et  touchant 

les  asymptotes  de  oette  hyperbole.    Segue.    N.  ann.  math.  XXXV,  234. 
—  De  Virac  ibid.  326. 

499.  Hyperboles  ^quilat^res  passant  par  quatre  points  situ^  sur  une  drconf^rence. 

Barbarin.    N.  ann.  math.  XXXV,  210.  ^ 

500.  Hyperbole  ^quilatdre  passant  par  quatre  points  donnös  d'une  drconfärence. 

Griess.    N.  ann.  math.  XXXV|  277. 
601.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  ^uilat&res  tangentes  ä  une  parabole  donn^e. 

De  Beausäjour.    N.  ann.  math.  XXXV,  140.  —  Moreau  ibid.  148. 
502.  Propri^t^  d*hyperboles  ^quilat^res.    Wisselink.    N.  ann.  math.  XXXV,  374. 
Vergl.  Kreis  524.    Parabel  588,  589. 

1. 

2iitagniti<m  (imliestimnits). 
603.  üeber  die  unbestimmte  Integration  einer  Gattung  transcendenter  Functionen. 
Winckler.    Wien.  Akad.-Ber.  LXX,  17. 

504.  Intomo  ad  una  classe  di  iutegrali  esprimibili  con  soli  logaritmi.    Piuma. 

Annali  mat.  Ser.  2,  Vü,  18. 

Invarianteatkeorie. 

505.  üeber  die  Discriminante  der  Jacobi'schen  Govariante  dreier  temfijren  quadra- 

tischen Formen.    Igel.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXIV,  355;  LXXV,  830. 

506.  Sur  les  coordonn^es  penta^driques.    Gambey.    N.  ann.  math.  XXXV,  516. 

Vergl.  Differentialgleichung  409.  ^  , 
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Xogeltöhnitto. 

507.  üeber  das  SchliesBongsproblein   bei  zwei  Eegelschnitten.     Gundelfinsrer. 

Grelle  LXXXIU,  171. 

508.  üeber  die  Construction  der  einander  eingeschriebenen  Linien  zweiter  Ordnung. 

Niemts  chik.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXI,  435.    IVergl.  Bd.  XXI,  Nr.  115.] 

509.  üeber  die  Axenbestinunong  der  Eeffelschnitte.     Pelz.     Wien.  Akad.-Ber. 

LXXIII,  379. 

510.  üeber  die  Singularitäten  eines  Eegelachuitt-Netzes  und  Gewebes.  Igel.  Wien. 

Akad.-Ber.  LXXV,  445. 

511.  üeber  die  Sätze  yon  Pascal  und  Brianchon  und  die  Construction  der  Eegel- 

Bchnittslinien.    Eoutny.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXI,  491. 

512.  üeber  die  yerschiedenen  Formen  der  Bedinffungsgleichung,  welche  ausdrückt, 

dass  sechs  Punkte  auf  einem  Eegelscnnitte  Uegen.    Hunyadj.    Grelle 
LXXXIIl,  76. 

513.  Droite  glissant  sur  deuz  droites  avec  une  yitesse  inegale  aus  deuz  bouts  et 

enveloppe  d'une  conique.    Brocard.    N.  ann.  math.  XXXV,  221. 

514.  Quadrilat^res  et  sections  couiques.     Ferrier.     N.  ann.  math.  XXXY,  108. 

[Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  409.] 

515.  La  corde  des  contacts  des  coniques  posa^dant  un  mdme  fojer  avecdeuztan- 

gentes  donn^es  passe  par  un  point  fixe.  Robert.  N.  ann.  math.  XXXY,  239. 

516.  Goniqnes  ayant  en  commun  un  fover  et  un  sommet  de  Taxe  focaL    De  La- 

maze.   N.  ann.  math.  XXX  Y,  177. 

517.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  paralleles  k  une  droite  donnde 

menäes  au  coniques  inscrites  dans  un  quadrilat^re  donn^.     Mathien. 
N.  ann.  math.  XXXV,  358.  —  Moret-Blanc  ibid.  549. 

518.  Enveloppe  de  la  polaire  d*un  point  par  rapport  aux  coniques  inscrites  dans 

un  quadrilat^re.  Mathieu.  N.  ann.  matn.  XXXV,  358.  —  Jacob  ibid.  547. 

519.  Quelques  propriät^s  des  coniques  inscrites  ou  drconscrites  an  quadrilat^e. 

Mathieu.    N.  ann.  niath.  XXXV,  354. 

520.  Lieu  des  centres  des  coniques  touchant  une  droite  en  un  point  donnd,  et  teUes 

qu^un  second  point  donn^  soit,  par  rapport  a  ces  coniques,  le  p5le  d^une 

autre  droite  auasi  donn^e.    Berthomieu.    N.  ann.  math.  XXXV,  556. 

Verffl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  406.    Ellipse.    Geometrie 

(höhere)  475.    Hyperbel.   Ereis.   Erümmung  528.  Normalen  553.   Parabel. 

Xrsli. 

521.  Enveloppe  des  cordes  d^intersection  d'une  circonf^rence  donnäe  avec  les  cir- 

conrerences  passant  par  un  point  fixe  et  ayant  lenrs  centres  sur  la  pre- 
mi^re  circonfi^rence.    Goulin.    N.  ann.  math.  XXXV,  284. 

522.  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  ABC,  dont  Tangle  ji  est  connu,  et  dont 

les  deux  cdt^  AC  et  BC  sont  tangents  ä  deux  cercles  donn^.   Wisse- 
link.    N.  ann.  math.  XXXV,  372. 

523.  Enveloppe  des  polaires  d'un  point  üue  par  rapport  k  une  drconfdrence  dont 

le  centre  se  trouve  sur  une  autre  drconförence.    Guillet.    N.  ann.  math. 
XXXV,  379. 

524.  Sur  le  cercle  ayant  pour  centre  le  centre  d*une  ellipse  ou  d'uue  hyperbole 

et  passant  par  les  foyers  de  cette  courbe.     Sondat.     N.  ann.  math. 
XXXV,  569. 

525.  Rayons   des  deux  circonf^rences  tangentes   ä  trois   circonförences  donn^. 

Aubert    N.  ann.  math.  XXXV,  318. 

526.  Formulee  entre  les  rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrit  k  un  triangle. 

Barisien.    N.  ann.  math.  XXXV,  160. 

527.  Th^or^me   sur  les  puissances  d*un  point  par  rapport  k  des  drconfi^renoes. 

Paul  &  Mar^chal.    N.  ann.  math.  XXXV,  286. 
Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  405.    Hyperbel  499,  500. 
Sphärik. 

Krflmnuuig, 

528.  Sur  le  rayon  de  courbure  des  sections  coniques.    Gambey.    N.  ann.  math. 

XXXV,  159. 
5'29.  La  droite  qui  se  ment  de  mani^re  ä  rencontrer  k  chaqne  instaut  deux  courbes 
quelcouques  sous  deux  anales  respectivement  ^gaux  touche  continneUe- 
ment  son  enveloppe  au  point  od  eile  est  conpäe  par  la  droite  qui  Joint 
les  deux  centres  de  courbure.  Moret-Blanc.   N.  ann.  math.  XXaV,  231. 
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630.  Zur  Theorie  des  GauBB^schen  Krümm angsmasseB.    All^.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXIV,  9. 
581.  Beitrag  zu  dfir  Theorie  der  Krümmimg.    Lip sohlt z..  Grelle  LXXXI,  230. 

532.  G^n^ralisation  de  la  th^orie  du  rayon  osculatenr  d'une  surface.    Lipschitz. 

Grelle  LXXXI,  295.    [Vergl.  Nr.  216.J 

533.  D^terminer  sur  une  Burfaee  de  rdvolution  une  ligne  teile  que,  en  chacun  de 

BOB  points,  la  Bection  normale  de  la  surface  quL  passe  par  la  tangente  ä 
la  courbe  ait  un  rayon  de  courbure  infini.     Moret-Blanc.     N.  ann. 
math.  XXXV,  78. 
VergL  Ellipse  486,  437. 

Xrystallographie. 

534.  On  the  conditions  of  perpendicularity  in  a  parallelepipedal  System.    Smith. 

Phil.  Mag.  LIV,  18. 

Xugelftmetloneii. 

535.  Ueber  eine  Erweiterung  der  Lehre  von  den  Kugelfunctionen  und  die  hierbei 

entspringenden  Entwickelungsarten  einer  Function  in  unendliche  Reihen. 
Frombeck.    Wien.  Akad.-Ber.  LXX,  61. 

536.  Zusatz    zu    einer    Abhandlung    über   Kugelfunctionen.     ScbendeL     Grelle 

LXXXn,  158.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  158.] 


Xagnetifmus. 

537.  Ueber  die  Gesetze  der  magnetischen  und  elektrischen  KrSfte  in  magnetischen 
*  und  dielektrischen  Medien  und  ihre  Beziehung  zur  Theorie  des  Lichtes. 

Stefan.    Wien.  Akad.-Ber.  LXX,  589. 

MaimigfUtigkeiten. 

538.  Elementary  theorems  relating  to  the  geometry  of  a  space  of  three  dimen- 

sions  and  of  uniform  positive  currature  in  the  fourth  dimension.    New- 
comb.    Grelle  LXXXIII,  293. 

W^Tlma.  und  Mii^lm^ 

539.  Ueber   das  grösste  Tetraeder  mit  Flächen  von  gegebeneu  Inhalten.    Mor- 

tons.   Grelle  LXXXIII,  180. 
Vergl.  Ellipse  486.    Mechanik  542.    Oberflächen  562. 

Meehaaik. 

540.  Sülle  forze  in  equilibrio.    B.  Sturm.    Annali  mat.  Ser.  2,  VII,  217. 

541.  Ueber  die  Bewegungsgleichungen  eines  Systems  von  Punkten.    All^.    Wien. 

Akad.-Ber.  LXX  111,  26. 

542.  Bemerkungen  zu  dem  Princip  des  kleinsten  Zwanges.    Lipschitz.    Grelle 

LXXXIII,  316. 

543.  Demonstration  nouvelle  du  thäor^me  de  Goriolis.     Ed.  Lucas.     N.  ann. 

math.  XXXV,  58. 

544.  Sur  les  azes  d'inertie  d*un  Systeme  de  points  mat^riels  par  rapport  ä  diffd- 

rents  points.    Durrande.    N.  ann.  math.  XXXV,  519. 

545.  ^Iquilibre  ae  trois  fils  ^lastiques.    Tourettes.    N.  ann.  math.  XXXV,  166. 

546.  Mouvement   d'une   spirale   logarithmique.     Moret-Blanc.     N.  ann.  math. 

XXXV,  87. 

547.  Mouvement  sur  une  Spirale  logarithmique.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math. 

XXXV,  69. 

548.  Etudier  le  mouvement  d'un  certain  systäme.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math. 

XXXV,  63. 

549.  Mouvement  d'un  point  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit.     Moret-Blanc. 

N.  ann.  math.  XXXV,  77. 

550.  Ueber  die  Quelle  und  den  Betrag  der  durch  Luftballons  geleisteten  Arbeit 

Popper.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXI,  809. 

551.  A  new  automatic  motion  for  the  spectaroscope.    Baily.    Phil.  Mag.  LIV,  100. 

Vergl.  Akustik.  Astronomie.  Attraction.  Elastidtät.  Elektrodynamik.  Ge- 
schichte der  Mathematik  483.  Hydrodynamik.  Magnetismus.  Molecu- 
larphysik.    Optik.    Potential.    Schwerpunkt.    Wärmelehre. 

MoleeuUrphyiik. 

552.  Weitere  Beiträge  zur  Moleculartheorie.     Ha  ndl.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXII, 

102.    [Vergl.  Bd.  XX,  Nr.  239.]  n,^r^c^]o 
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968.  Lee  segpiente  des  nonnales  en  deax  pointe  d*ane  coniqae,  oompris  antra  ces 
points  et  uu  axe  de  la  courbe,  sont  yas  soas  le  m^me  angle  da  point  de 
conooars  des  tangentes  en  ces  points.  Pellissier.  N.  ann.  math. 
XXXV,  834. 

664.  Liea  des  points  des  normales  k  xme  ellipse  qoi  termihent  des  s^^ents  ^gauz 
au  demi  -  diam^tre  conjugu^  de  celui  qui  passe  par  le  point  de  peUipse 
dont  la  normale  est  en  discussion.    Bart  he.    N.  ann.  math.  XXXY,  381. 

666.  Propri^t^s  de  4  nonnales  d'une  ellipse.  Moret-ßlana  N.  ann.  math. 
XXXV,  474. 

666.  Lieu  des  pieds  des  normales  men^es  d'un  point  donn^  ä  une  s^rie  d^ellipsee. 

Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXV,  170. 

667.  liea  g^om^triqae  de  Tintersection  de  deoz  nonnales  men^es  ä  la  parabole 

aux  deax  extrdmit^s  de  toutes  les  cordes  dont  les  projections  orthogo- 
nales sor  ane  perpendiculaire  ä  Taxe  ont  une  mSme  valear.  Gambej. 
N.  ann.  math.  XXXV,  144. 

668.  Bemerkong  zu  derjenigen  Gleichung,  von  welcher  die  Bestimmang  der  Nor- 

malen einer  Fl&che  zweiten  Grades  abhängt.  C  a  s  p  a  r y.  Grelle  LxXXIII,  72. 

669.  Die  Normalflächen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  längs  ebener  Schnitte  der- 

selben.   Koutny,    Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  861. 


OberflislMn. 

660.  üeber  Systeme   und  Gewebe    von   algebraischen  Flächen.     Beve.     Grelle 

LXXXn,  1. 

661.  Die  reciproken  linearen  Flächensysteme.    G.  y.  Escherich.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXV,  628. 

662.  Ueber  Minimalflächen.    Kiepert.    Grelle  LXXXI,  337. 

668.  Ueber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  Flächenfamilie  einem  orthogonalen 
Fläohens^stem  angehört.    Weingarten.    Grelle  LXXXIU,  1. 

664.  üeber  die  reciproke  Verwandtschaft  yon  l^^- Systemen  und  4* -Geweben  und 
die  quadratischen  JP*-  Systeme  aehter  Stufe.    B ey e.    Grelle  LXXXII,  173. 

666.  Zur  Geometrie  der  Schraubenbewegung  und  einer  Begelfläche  dritter  Ordnang. 
Moshammer.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXIII,  143. 

666.  Gorrezione  al]a  memoria  intitolata:  Quand'  h  che  dalla  superficie  generale  di 

terz*  ordine   si   stacca  un  pezzo  rientrante?     Schlaefli.     Annali  mat. 
Ser.  2,  VII,  193.    [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  363.] 

667.  Sulla   superficie   del   quinto   ordine   dottata  d'una  curya  doppia  del  quinto 

ordine.    Gaporali.    Annali  mat.  Ser.  2,  Vn,  149. 

668.  Recherches  des  surfaces  que  Ton  peut  repräsenter  sur  an  plan.    0.  Bonnet. 

Annali  mat.  Ser.  2,  VII,  61. 

669.  Parabolo'ides  hyperboliques  passant  par  deax  droites  donn^es.    Moret-Blanc 

N.  ann.  math.  XXXV,  614. 

670.  Propridt^  de  deax  surfaces  gauches  ayant  une  gendratrice  conunone.    Moret- 

Blanc    N.  ann.  math.  XXXV,  36. 
Vergl.  Abbildung.    Attraction  389.    Gomplanation.    Functionen  466.    Geo- 
metrie (höhere)  481,  482.    Erümmuug  630,  631,  632,  633.    Thetafimctionen. 

OWrflftehen  iweiter  Ordumg. 

671.  üeber  lineare  Systeme  und  Gewebe  yon  Flächen  zweiten  Grades.    Beye. 

Grelle  LXXXTI,  64. 

672.  Zum   Hauptaxenproblem   der   Flächen    zweiten   Grades.     Geiser.     Grelle 

LXXXII,  47. 

673.  Sur  les  lignes  g^oddsiques  des  sui^aees  du  seeond  ordre.    Laguerre.     N. 

ann.  math.  XXXV,  10. 

674.  Sur  la  anrface  du  seeond  ordre  ddgdnärde  en  deux  plans.   Bourguet.   N.  ann. 

math.  XXXV,  33S. 
676.  Sur  rint^gration  de  Täquation  d'Euler.    Escary.    K.  ann.  math.  XXXV,  61. 

(Vergl.  Bd.  XXÜ,  Nr.  346.] 
676,  Sur  un  tbäor^me  de  Jacqaes  Bernoolli    Niewenglowski.    N.  ann.  math, 

XXXV,  127.    [Vergl.  Bd.  XXU,  Nr.  463..J 
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577.  üeber  eine  allgemeiiie  ßetimunnngBart  der  Brennpunkte  Ton  Contouren  der 

fl&chen  zweiten  Grades.    Pelz.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  176. 
678.  Propriätä  d'iine  sorface  du  lecond  degr^.    Jaeob.    N.  ann.  math.  XXXV,  881. 

579.  Sar   nn    tätra^dre   inacrit  k  one  snrfiEice  du  second  ordre.     Demartres. 

N.  ann.  math.  XXXV,  661. 
VergL  Ellipsoid.    Geometrie  (descriptiYe)  468,  464.    Normalen  558,  559. 

Optik. 

580.  Ueber  die  Brechung  einee  Lichtstrahls  durch  ein  Linsensystem.    Zincken- 

Sommer.    Grelle  LXXXII,  31. 

681.  üeber  die  Farben  dünner  Errstallpl&ttchen.  Ditscheiner.  Wien.  Akad.- 
Ber.  LXXIII,  180. 

582.  Zar  Theorie  der  Doppelbrechung.  V.  von  Lang.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXIII, 
666. 

683.  Theorie  der  Gircnlarpolarisation.   V.  von  Lang.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  719. 

684.  On  light-absorption  according  to  Maxwell's  theory.    Grinwis.    Phil.  Mag. 

LIV,  818. 
586.  On  the  reflection  of  polarized  ligfat.    Cronllebois.    Phil.  Mag.  LIII,  397. 

586.  On  rotation  of  the  plane  of  polarization  by  reflection  from  the  pole  of  a 

magnet    Korr.    Phil.  Ma^f.  LIII,  821. 
Vergl.  Magnetismos.    Mechamk  561. 

F. 

Pmbeh 

587.  Thäortoie  sar  la  parabole  et  la  dssolde.    Ghado.    N.  ann.  math.  XXXV,  182. 

588.  Th^or^mes  nouveaax  sur  la  parabole  et  lliyperbole.    £d.  Lncas.    N.  ann. 

math.  XXXV,  19. 

589.  Snr  les  paraboles  doublement  tangentes  ä  one  hyperbole  ^qoilatto.    Portail 

&  Biard.    N.  ann.  math.  XTUCV,  376. 
Vergl.  Hyperbel  501.    Normalen  567.  ' 

Flanisetri«. 

590.  Propriät^  du  triangle  isoscöle.    Devin.    N.  ann.  math.  XXXV,  188 

591.  Theordmes  sur  le  tnangle  rectangle.    Earatchunsky.    N.  ann.  math.  XXXV, 

220. 

592.  Gonstruire  un  triangle  MNPy  sachant  qne  ses  oöt^s  yout  passer  par  trois 

points  fixes  il,  B,  C;  qoe  les  sommets  M  e^i  N  sont  sur  un  cerole  fixe 

Sassant  par  les  points  ^i  et  C;  et  enfin  que  Tangle  P  a  une  valeur  donn^e. 
[oret-Blanc.    N   ann.  math.  XXXV»  868. 

593.  Propri^t^  d*un  triangle  inscrit  dans  un  cercle.    Lallemeni    N.  ann.  math. 

XXXV,  330. 

594.  Propri^t^  du  pentagone  räffulier.    Richard.    N.  ann.  math.  XXXV,  388. 
596.  Probleme  sur  une  circonförence  et  une  droite  donn^e.    Touren.    N.  ann. 

math.  XXXV,  374. 

Potential. 

596.  üeber  einen  Satz  ans  der  Potpntialtheorie.    H.  Bruns.    Grelle  I^XXXI,  349. 

597.  Transformation  du  potentiel  d'une  masse  queloonque  par  rapport  ä  un  point. 

Durrande.    N.  ann.  math.  XXXV»  226. 
Vergl.  AttractioD. 

^oadrator. 

598.  Bimplification  de  la  mdthode  de  Simpson.    Parmentier.     N.  ann.  math. 

XXXV.  241. 


599.  Ueber  angenäherte  Bestimmungen.    Win  ekler.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXn, 

628. 
0O(K  Ueber  einige  elementare  unendliche  Beihen.    Igel.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXIV. 

189 

601.  Sur  la  s'i^rie  de  Lagrange.    Zolotareff.    N.  ann.  math.  XXXV,  4ft. 

602.  SuUe  Serie  i^nJi^X^,    AßCQli.    AnnaK  m^t,  Ser.  ^,  VO^  268, 
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603,  Sommation  d*ane  s^rie  couvergenie.    Barbarin.    N.  anii.math.XXXy,  135. 

—  Gerono  ibid.  180. 

604.  4-1  =  1 ^ ■■ ^ — ^  +  ....     Oenese.     N.   ann. 

-  1.2^      1.2.8.4  1.2.3.4.6.6        ^  vcuu».      x      »t 

math.  XXXY,  189. 
Vergl.  BemouUi'Bche  Zahlen.    Elliptische  Transcendenten  444,  445.    Engel- 
ranctionen.    Taylor's  Reihe.    ZuiBeBzinsrechnnng. 


BehwMpnnkt. 
606.  Determination  du  centre  de  gravitä  da  volume  du  tronc  de  prieme  droit  ä 
base  triangulaire.    Besal.    N.  ann.  mäth.  XXXY,  289. 

606.  Centre   de   gravit^   du  tronc  de  prisme  triangulaire  oblique.     Brassinne. 

N.  ann.  math.  XXXV,  466. 

Sphftrik. 

607.  Propri^t^B  des  quatre  cerclee  inscrits  dans  an  triangle  sphärique.    Brocard 

N.  ann.  math.  XXXY,  183. 

Stereometrie. 

608.  D^terminer  la  figure  et  le  volume  d'an  certain  solide  common  ä  deaz  t^traMres. 

Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXY,  366. 

609.  Goaper  ane  Sphäre  et  an  cöne  de  m^me  hauteur  par  un*  plan  parallele  k  la 

base  da  cöne  de  teile  sorte  que  les  sections  soient  en  rapport  donn^. 
Wisselink.    N.  ann.  math.  XXXY,  371. 
Yergl.  Maxima  und  Minima. 

SabiÜtatlo&en. 

610.  Ueber  transitive  Gruppen.    Netto.    Grelle  LXXXIII,  43. 

T. 

Taylor's  Seihe. ' 

611.  On  a  generalisation  of  Taylor's  theorem.    Sylvester.    Phil.  Mag.  LIY,  136. 

Thetaftmetionen. 

612.  üeber  die  Darstellung  der  Kummer'schen  Fl&che  vierter  Ordnung  mit  16  Eno- 

tenpunkten  durch  die  GoepeFsche  biquadratische  Relation  zveischen  vier 

Thetafunctionen  mit  zwei  Variabein.    Borchardt.    Grelle  LXXXIII,  284. 
618.  On  the  double  9-functions  in  connexion  whith  a  16 -nodal  quartic  surface. 

Gayley.    GreUe  LXXXin,  210. 
614.  Further  investigations  on  the  double  ^-fünctions.    Gayley.    Grelle  LXXXIII, 

220. 

Trigonometrie. 
616.  Dans  toutes  les  formules  relatives  k  la  r^solution  des  triangles  rectilignes  il 

est  permis  de  substituer  aux  cötäs  certaines  fonctions  des  cdt^s  et  des 

angfes.    Pravaz.    N.  ann.  math.  XXXY,  184. 

616.  Besoudre  le  triangle  dont  les  trois  cötds  sont  a,  &,  c,  la  hauteur  sur  a  ätant 

h  ei  A  Pangle  oppos^   il  a  au  moyen  de  a,  ^  et  m'  =  A*  +  (&'-c)^ 
N.  ann.  math.  XXlV,  263. 

Triseetton  des  Winkels. 

617.  De  la  trisection  de  Tangle  a  Taide  du  compas  sph^rique.    Ed.  Lucas.    N. 

ann.  math.  XXXY,  8. 

618.  On  the  trisection  of  an  angle  of  30^    Bosanquet.    Phil.  Mag.  LIII,  61. 

mtraeUiptiBehe  Transeendentea. 

619.  Ueber  die  allgemeinsten  Beziehungen  zwischen  hyperelliptischen  Integralen. 

Koenigs berger.    Grelle  LXXXI,  193. 

620.  Ueber  die  Transcendenten  zweiter  und  dritter  Gattung  bei  den  hyperellipti- 

schen Functionen  erster  Ordnung.    H.  Weber.    Grelle  LXXXI I,  131. 
Yergl.  Formen  461. 
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V. 

YarUtloxiireelmnng. 
621.  Ueber  unstetige  Lösungen  in  der  Viiriationsrechnung.    G.  Erdmann.    Grelle 
LXXXn,  21. 


Wlmelehr». 

622.  üeber  das  Wärmegleichgewicht  von  Gasen,  auf  welche  äussere  Kräfte  wirken. 

Boltzmann.     Wien.  Akad.-Ber.  LXllI,  427. 

623.  Bemerkungen  über  die  Wärmeleitung  der  Gase.    Boltzmann.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXU,  46B. 

624.  üeber  den  Zustand  des  Wärmegleichgewichts  eines  Systems  von  Körpern  mit 

Bücksicht  auf  die  Schwerkraft.    Loschmidt.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXni, 
128,  366;  LXXV,  287. 

625.  üeber  die  Aufstellung  und  Integration  der  Gleichungen,  welche  die  Molecnlar- 

bewegung  in  Gasen  bestimmen.    Boltzmann.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXIV, 
603. 

626.  üeber  einigte  Probleme  der  mechanischen  Wärmetheorie.  Boltzmann.  Wien. 

Akad.-Ber.  LXXV,  62. 

627.  üeber  eine  Modification  der  herrschenden  Gastheorie.    Puschl.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXX,  413. 

628.  üeber  das  Verhalten  gesättigter  Dämpfe.    Puschl.    Wien.  Akad.-Ber.  LXX, 

671. 

629.  üeber  den  Einfluss  von  Druck  uikd  Zug  auf  die  thermischen  Ausdehnungs- 

coefficienten  der  Körper  und  über  das  bezügliche  Verhalten  von  Wasser 
und  Kautschuk.    Pusch'l.    Wien.  Akad-Ber.  LXXn,  246. 

630.  Erniedrigung  der  Temperatur  des  Dichtigkeitsmaximums  des  Wassers  durch 

Druck.    Puschl.    Wien.  Akad.-Ber.LXXn,  283. 

631.  Von  der  bei  Volumveränderungen  der  Körper  entwickelten  oder  verschluckten 

Wärme.    Puschl.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXIII,  61. 

632.  Von   den  das  Volumen   der  Körper  bedingenden  Kräften.    Puschl.    Wien. 

Akad.  Ber.  LXXUI,  846. 

633.  üeber  den  inneren  Zustand  und  die  latente  Wärme  der  Dämpfe.    Puschl. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  746. 

634.  On  the  application  of  thermodvnamics  to  the  study  of  the  variations  of  po* 

tential  energy  of  liquid  surfaces.    Van  der  Mensbrugghe.    Phil  Mag. 
LIV,  40.     [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  620.J 
636.  üeber  eine  Folgerung  aus  der  Analogie  der  Temperatur  und  der  Potential- 
function.    Domalip.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXI,  236. 

636.  On  the  distribution  of  temperature  in  the  conducting  wire  of  a  galvanic  cur- 

rent    Streintz.    Phil.  Mag.  LIV,  79. 

637.  On  some  effects  of  dissociation  on  the  physical  properties  of  gases.    Hicks. 

Phü.  Mag.  LIU,  401;  LIV,  80,  174. 

638.  On  the  penetration  of  heat  across  layers  of  gas.    Stoney.    Phü.  Mag.  LIV, 

424. 

639.  üeber  den  Peltier'schen  Versuch.    A.  von  Waltenhofen.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXV,  246. 

Wahrt  dheisliohkoltsroohiiuig. 

640.  ^n  fallible  measures  of  variable  c^uantities  and  on  the  treatment  of  meteoro- 

logical  observatious.    Darwin.    Phil.  Mag.  LIV,  1. 


Zahleutheorie. 

641.  On  unitation.    Walenn.    Phil.  Mag.  LIV,  376.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  681.] 

642.  Nombre   des   nombres  premiers  entre  a  et  2a.    Brocard.    N.  ann.  math. 

XXXV,  830.  —  Lionnet  ibid.  473. 

643.  Fractions   däcimales  p^riodiques   simples   &  p^riodes  de  1,  2  ou  4  chiffres. 

Wisselink.    N.  ann   math.  XXXV,  373. 

644.  Neue  Methoden  zur  Auflösung  unbestimmter  quadratischer  Gleichungen  in 

ganzen  Zahlen.    Kunerth.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  7. 
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645.  Solution  d'an  probUme  de  Beha-Eddin  sor  Tanalyse  indätermin^e.    Ed.  Lu- 

cas.   N.  ann.  math.  XXXV,  869. 

646.  B^soadre  en  nombres   entien  et  podtifii  Täquation   x(x+i)(2x-^l)=^^. 

Moret-Blana    N.  ann.  math.  XXXV,  46. 

647.  8ur   le    Systeme    des   ^qoations  a^  —  %y*  =  u\  a:'  +  6y*s=«^.     Ed.  Lucas. 

N.  ann.  math.  XXXV,  466. 

648.  B^soudre  en  nombres  entiers  et  positifs  T^qnation  jpv  =  y«  +  l.     Moret- 

Blanc.    N.  ann.  math.  XXXV;  44. 

649.  Besondre  en  nombres  entiers  et  positiüi  T^quation  (x+l)y=«y^^+l.   Meyl. 

N.  ann.  math.  XXXV,  646. 
VQFgL  Formen. 


660.  üeber  einen  Sats  ans  der  Theorie  der  Leibrenten.   Malm  st  en.   Grelle  LXXXm, 
946. 
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